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密度行列汎関数理論における分子系

Molecular Systems in Density Matrix Functional 

Theory 
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YUKIMI GOTO 

RIKEN INTERDISCIPLINARY THEORETICAL AND MATHEMATICAL SCIENCES PROGRAM. 

Abstract 

This is a brief review of some works on the models of atoms and molecules. The existence and 
absence of ground states are examined. 

1 原子・分子ハミルトニアンとイオン化予想

複数の電子と陽子からなる多原子分子を考えたい．電子の数を N,各原子の陽子の数を勾とすると，こ

のハミルトニアンは

Hv叫(N):=t （］今— V尋））＋区 Xi-xjl-1, V3_(x) := tろ
i=1 1Si<jSN j=1 |x -Rj| 

とかける．ここでラプラシアンは配を運動する各電子の運動エネルギーで， v且はクーロン・ポテンシャ

ル，三項目は電子と電子の相互作用を表す．なお，原子核の運動やスピンの影警はかんたんのため無視す

る．また，ろ＞〇は整数である必要はない見さて， Hv且(N)はび（民3N)上の自己共役作用素だが，パウ

リ原理のため電子たちはおなじ状態をとることができない．つまり，状態ゆ€び（民3N) は位置の交換につ

いて反対称でなくてはいけない：

訊..,叩，．．．，Xj,...)＝ーゆ(...,xj,...,x;,...) for all iヂj.

この部分空間を八N び（配）とかくことにすると，基底状態エネルギーは変分原理で

N 

叫 (N):= inf{〈心知(N)心〉：心 EAL罰），〈翫〉＝ 1}

になり，このエネルギーを固有値にもつ固有関数を一般に基底状態という．一粒子系の場合は負のエネル

ギーであればだいたい固有値になっているわけだが，多粒子系になるともうすこし複雑になる．具体的に

は，つぎの HVZ(Hunziker-van Winter-Zhislin)定理 [39,Thm. 11.2]が知られている．

*1〒351-0198和光市広沢 2-1 E-mail: yukimi.gotocriken.jp 

1)もちろん物理的には正整数．
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HVZ定理

作用素 Aの本質的スペクトルを ess.specAとかくことにすると，以下がなりたつ：

ess.specH~且(N) = [Ev,且(N-1), oo). 

とくに， Ev且(N)< Ev,且(N-1)であればEvB.(N)は離散固有値．且．

最後の不等式は電子をひとつはぎとるのにエネルギーが必要という条件で，つまり電子は原子に束縛され

ているから，このときに基底状態が存在するのは物理的には自然．つぎの問題はいつこの不等式が成立す

るかだが，これもつぎの Zhislinの定理 [33,Thm. 12.2]がある．

Zhislinの定理

原子核の総電荷を Z=こ:=1るとする．もし N < Z+lなら Ev且(N)< Ev,且（N-l)が成立し，

H叫N)の離散固有値が可算無限個ある．とくに中性 (N=Z)の原子・分子はつねに基底状態をもつ．

上の定理で条件 N<Z+lを緩めることはおそらくできない．これはヘリウムイオン He―などが不安定

であることが理由だが，数学的にそれを証明した人はいない．さらに，つぎのイオン化予想によると，あら

ゆる原子は二つ以上の電子を余分にもつことはできないとされる．

イオン化予想

N2  Z+2Kなら H叫N)は基底状態をもたない．

数値計算等の結果はいろいろあるものの [3,23,24] ，数学的に証明されているのは水素 H について H2—が

存在しないという Liebの結果 [29]のみで，正確には以下．

Liebの最大イオン化

N2  2Z+Kのとき Hv旦(N)の基底状態は存在しない．

水素様原子 Z=lのときこれはたしかに最適で， H-(N = 2, K = 1)の存在はよく知られている [22]．ィ

オン化予想はパウリ原理がなければ成り立たない．実際，部分空間をとらずにび全体で考えると Z→OO

では N~ l.21Zの原子は基底状態が存在する [4]．一方，パウリ原理を考慮すると Z→00で原子・分子

の墓底状態が存在すれば N=Z+o(Z)であることが証明されている [35]．イオン化予想は基底状態が存

在するときに N= Z + o(l)であること，と解釈することもできる．

2 Thomas-Fermi理論

以上がおおむね第一原理ハミルトニアン Hv旦(N)の基底状態の存在について知られている事実である．

多体系の解析でむずかしいのは，パウリ原理を取り入れないといけないことと，二体の相互作用に一Xj|―1

の解析が困難なことに集約される．そこでなんらかの近似をしてこれらを簡単化することが物理・化学の計

算的にも数学的にもよく行われる．密度汎関数理論はひとつひとつの電子の運動を追う代わりに電子密度だ

けを考えよう，という思想で，現在のところもっとも実用的だと思われる．多体系の状態心 EANび（応り

についてその粒子密度 pゅはつぎのように定義される．

叫）：＝ N13(N-1) I心(x,x2,...,祁） 2dx2 ・ ・ ・dxN・
恥3(N-1)
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最初の密度汎関数理論は Thomas-Fermi(TF)モデルで，以ドの近似を行う：

N 

国ー苫圧い〉～嘉（記）2／3J炉 四(x)513dx 

〈い区 lxi―叫―1心〉
1 

大一
Pゅ(x)pゅ(y)

1全くJこN 己Lニニ—-~dxdy.
=:D(p,;,) 

このとき， TF汎閲数とそのエネルギーは

況(p)
3 

：＝而(3召）2/313p(x)5f3 dx -13 p(x)咋(x)dx+ D(p) 
恥3

愕 (n)：=inf ｛鸞（p）： Pこ0,J艮3p= ~『
ここで n>Oは粒子数だが，これも Z]と同様にもはや整数である必要はない．また，運動エネルギーの

近似は N→ooのとき o(N7/3)の範囲で正しいが [30,Thm. 12.12]，パウリ原理がないと定数に N依存

性が出てしまう． TF 理論での基底状態は E闘(N) の minimizer になるが，これは N~Z なら存在し，

N >Zで存在しない [31]．つまり， TF理論は陰イオンを記述できず，普通これはモデルの欠点として紹

介される．

それでも， TF理論の解析は多くの示唆を与えてくれる．たとえば Z→ 00で Ev且(Z)= E悶(Z)+

o(z7/3) ~ z7/3だし，もともとの Hv且(Z)の基底状態ゅGSからつくった密度pGS'まp(x):= z-2pGS(z-1/3x) 

とスケーリングすると E汀（1)の基底状態 pTFに Ll弱収束する： 0→pTF [31]．これは TF原子の半

径が z-1/3程度であることを示しており，数値計算でも詳細に実証されている．さらに，基底状態は遠方

で PTF~ Ix―6 [31]， 原点付近で PTF~ (Z/lxl)3/2と振る舞う [21].pGSは原点付近で有限，遠方で指

数減衰するので，これはパラドクスにみえる．しかしこれは見ている領域がちがうだけで， TFモデルは

z-1乏r＝原子核からの距離乏 z-113の部分を記述していると解釈するのがよい．イオン化予想に関連し

ていうと中性の原子はだいたい～ z-1/3の範囲にすべての電子が束縛されており，電子がいくらかついて

もそれはあまり変わらない，とみれる．

3 Hartree-Fock理論

以上の観察を第一原理ハミルトニアン HvE.(N)に適用してイオン化予想が示せればよいのだが，まだそ

こまでのことはできていない．ただ，多くの近似モデルでイオン化予想が証明されており，とくに軍要な

Hartree-Fock (HF)モデルについての Solovejの結果では証明に Thomas-Fermiとの比較が璽要になって

いる．

そこでまず HFモデルの説明をする．パウリ原理を取り入れた状態をつくるもっとも簡単な方法は， N

個の ONS｛幻｝をとりスレーター行列式ゅ：＝ （N!)-112det{'Pi（巧）｝；；J＝1をつくることである．このとき

叫 y)＝区ふ叫x)叫 y)＊を積分核にもつ作用素を w】とかくと，直接計算でつぎの汎関数を得る．

渭 ('Y,JJ)= [tr(-;△ -V且）1ゅ］ ＋D［pT,j，] -X(%）, 

ここで臼(x)= "f,JJ(X, X)が粒子密度で， X('Y)は交換相関相互作用と呼ばれる：

1 
X(T) ：= -

l1(x, y) 12 
2 ff炉 xl!.3~dxdy. 
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一般にトレース有限で os;,:,;11を満たす作用素を密度行列という．密度行列の集合を 'DMとかくこと

にする．条件〇三 1三1lはパウリ原理を表している (Colemanの定理） ［13,33]．そこで HFエネルギーの

定義は

E悶(N):= inf{£悶(1):1 E'DM,tr, = N}. 

こうして得られた HFモデルは TFモデルよりは現実に近そうにみえて，実際に多くの面でそれは正しい．

たとえば， N<Z+lで基底状態2)が存在するし，遠方での指数減衰も得られる [32].N=Z+lの陰イ

オンの存在はいまだわからないが， Solovejは原子モデルについて [37]で以下を示した．

Solovejの最大イオン化

原子モデル (K= 1)を考える． HFエネルギーの基底状態外IFが存在するとき， N にも Zにも依

らない定数 C>Oがあり， N:SZ+Cを満たす．また， HFモデルの原子半径 R(N,Z,k)を

l,,l>RPHF(x)dx = k 
因e:R

と定義すると，つぎの漸近挙動が成立：それぞれ N,Zに無関係な定数 C。，凸とある TFモデルか

ら決まる定数 B匹` があって，

limsup IR(N,Z,k)-BTFk―1/31 :SC。K―1/3-s,'vk2 C1. 
Ne:Z→OO 

この定理で C<:: 2かは不明だが，とにかくどれだけ原子番号が大きくなっても束縛できる電子の数は一定

であることを示している．さらに，ほとんど証明は並行しているのだが，上の漸近挙動は原子半径3)がだい

たい TFモデルの原子半径 z-1/3であることをいっている．つまり，原子の大きさは原子番号に依らずに

ほとんど一定だし，電子の住める場所も限られている．

これは結果だけでなく証明の方法も重要なので，すこし説明をする．基本的な方針は TFモデルと比較す

ることで，とくにつぎの遮蔽ポテンシャルを調べることになる． Z<::Nとして， HFと (N=Zの） TF

モデルの基底状態をそれぞれ 1HF,pTFとする．このとき，それぞれの遮蔽ポテンシャルは

叫）：＝ Zlx|ー 1_J P 
叫 y)

dy 
IYl<r Ix -yl 

叫）：＝ Zlx|―1-J PTF(y) 
dy 

IYl<r Ix -yl 

と定義される．これらのポテンシャルが lxl> rで調和関数であることに注意すると，だいたい

砂 (x)r=;:; Ix|―1 (z _ L</HF(y) dy) 

なので，それぞれおおむね半径 T内の遮蔽っぽさを表している． TFモデルは z-1/3内の記述しかしない

ので，重要なのは z-1/3<:: r <:: O(l)くらいの範囲となる．具体的には， z-1/3<:'. r <:'. z-1/3+6で zに依

らずに

|の門(x)-①門(x)|乏T―4+s

という評価をする．これを z-1/3+(n-1)6<:'. r <:'. z-1/3+n6について bootstrap的にくりかえすと zに依

2)いまの場合は EHF(N）の minimizerのこと．v且
3)この定義ではその外側に Kだけ電子がいるという意味．
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らない定数 Dこ1がとれて， z-1/3 ~ r ~ D について上の評価が出る．すると

lYl<D戸 (y)dy ~ llYl<D内 (y)-p叫）dyl+lYl<DPTF(y)dy 

マ 9 ` v’  

:s:;const.D-3+< :s:;z 

::;c+z 

なので，原子に住める電子の数が z+cで抑えられる．ちなみに， z-1/3:'S r'.S z-1/3+6の段階で上の評

価をすると N'.Sz+cz1-•。が出るので， r と z のべきは本質的になっている．

4 密度行列汎関数理論と多原子分子

密度汎関数理論の一般論 [26,28]から， Hv且(N)の基底状態とそのエネルギーは密度行列 1についての

汎関数と同値になる：

賢）＝い(-怜―V旦）,]+ D[p"I] -Exe・

ここで Exeは一般の交換相関相互作用で，普通はこれを近似することを考える． HFでは Exe~Xb)と

しているが，たとえば 1/2::C: p < lについて Exe~ X（伊）としても定義できる． Xbl/2)としたモデルは

Muller汎関数といわれ，実際のエネルギーの下限を与えると予想されている．明らかに4)EvR::; E悶で

あることと， X(呼）が pについて単調な関数であることをあわせると，適切な pを定めればかなり正確な

エネルギーを得ることが期待され，そういった数値計算もある．数学的に難しいのは， 1/2::C: p < lのとき

はEuler-Lagrange方程式を使えるか微妙な点で，比較的取り扱いがやさしい Muller汎関数についても自

己共役拡張の問題から openproblemになっている吐

ところで Solovejの結果は偏微分方程式の解の性質6)を使っておらず，変分的な計算しかしていないことに

特徴とメリットがある．よって偏微分方程式が数学的に定義されていないこれらのモデルの基底状態につい

ても同様の計算が可能で， Solovejと類似の結果が証明されている [16,25]. Solovejの結果は汎用性があるた

め，密度行列でない普通の密度汎閑数モデルについても有効で， Thomas-Fermi-Dirac-vonWeizsiickerモデ

ルについても同様の結果が証明されている [15]が，それらはすべて原子についてしかいっていない．分子の

場合に拡張するために必要なのは原子同士が近づいたときの挙動を解析することで，これには Sommerfeld

asymptoticsという TFモデルの普遍性が必要になる．一般に， TF基底状態 PTFについての普遍的挙動

PTF (x) ~ lxl-6をSommerfeldasymptoticsといい，これの定数まで含めた解析が Solovejの証明には菫要

になっている．近年，分子モデル K=2について [36]りで拡張され， K>2については [17]で証明され

た．これらの結果を使うと，分子モデルについても最大イオン化 N::C: Z+const.が証明できる [17,19]. 

さらに，分子についてはつぎの Born-Oppenheimerエネルギーを考えることが自然になる：

K 

DTF (Z,_, E_) := Eば(Z)一 LEi:/lx-R，図）＋区 Z;ZjlR;-R戸，
j=1 1<9<j<K 
K 

D(Z,B)：＝ Ev且(Z)一区Ez;11x-R;l(Z])＋ 区 Z;ZjlR; -Rj|―1. 

4)数学的には非自明だが，証明はされている．

5lMiillerモデルについては [14]が詳しい．

6)完即性や Agmon流の指数減衰評価など．

7lSolovejの学生の Ph.D論文．

J=l lSi<jSK 
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このエネルギーの挙動はいくらか知られており， TFについてはどの ZJにも依存しないある r(E.)> oで

liml→OODTF(l望，B）＝limi→00『DTF(Z,lB)＝： r(B）となっている [6]8)_これは原子間距離 Rが大きくな

ると DTF~ R-7であることをいっている．その直観的理由としては， TFモデルでは無限遠が R~ z-1/3 

なので原子間のクーロンカが Z2/R~R-7になるといったところ．一方， 第一原理ハミルトニアンにつ

いては無限遠で D(Z._,E.) ~ -R-6であり [34]，輻射9)がはいると D(Z._,E.) ~ -Rゴになることが知られ

ている [8]．これまでの観察から TFでの無限遠がだいたい原子の大きさの限界なので，原子間距離が近く

なると TFモデルの無限遠の性質が出ると考えてもよさそうに思える．また Solovejになるが，以下の予

想がされている [38].

Solovejの予想

二つの原子からなる分子を考える． Z1= Z2 = Z/2とすると， R=IR1 -R2I→0で以下が成立．

limsup ID(Z.-,E.) -r(E.)I = o(R―7). 
Z→OO 

これはいまだに openproblemだが， HFモデルから X(,)をなくした reducedHFモデルについては前述

の [36]で肯定的に解決された．その結果を HFに一般化することはできていない．もうすこしかんたんな

モデルだと， 心を局所密度近似することが考えられる．つまり，

Exe~ 13 g(p孔x))dx
11!.3 

とする．ここでgはなにかの関数で，典型的なのは LDA10)交換汎関数といわれる gLDA(p)= 3/4(3/1r)l/3 p4/3. 

こうして得られるモデルを Kohn-ShamLDAという．そのエネルギーを EKSとかくことにする． Kohn-

Sham LDAはrHFの一般化だが，交換相関汎関数を局所的に取り扱っているので HFよりも扱いやすく，

広く使われている11)．数学的には，すくなくとも N:,SZの基底状態が存在するし，遠方での指数減衰も

出る [1]．さらに，つぎが成立する．

Solovej予想 (Kohn-ShamLDA) [18] 

Zmin = mini琴 KZ;としておく． Rmin→0とすると

gm sup IDK8(Z,_,B.) -r(B.)I = o(R；；；『砂
Zmin→OO 

この結果では K~2 としてもよい．

5 未解決問題など

最後に，いくつか未解決問題を挙げておくことにする．

l. H叫N) の基底状態が N~Z+C のときに存在しないこと．

さらに，もっとむずかしいのは N=Z+lの碁底状態の存在・非存在になる．まず，なんらかの z12) 

で Ez;1x1(Z+ 1) = Ez;1x1(Z)のエネルギー評価を得ることがむずかしいし， HVZ定理ではたとえこ

8)さらに，どの i# jについてもつねに cilR,-Rj1-1 s; r(IJ.) s; c2IR, -Rj1-1とK=2のとき r(IJ.)= D;;IR1 -R2l-7 
が証明されているが， C1,C2の最良定数や D悶｀の正確な値は未解決．

9) retardation effect 
10) local density approximation. 
11)物理や化学の人たちは補正項をばかばかつけて計算している．

12)たとえばヘリウム Z=2.
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れがわかっても Ez;1x1(Z+ l)が固有値にならないことは保証してくれない．実際，本質的スペクト

ルでありながら固有値になっている例はある [5,20].

2.長距離で D(E..,B.) ~ -R-6であることはよく知られているが，実は HFなどの近似モデルでこれが

出ることは証明されていない．それどころか， HFモデルでは分子の安定配位が存在すること，つま

りDHF溢，且）＜ Oであることも特殊な場合をのぞいて未解決13)になっている［7,9-12].

3.原子半径は Zに依らずに有界であることが予想されており， HFモデルなどでは Solovejの方法で証

明されている．関連して，分子の安定配位が存在すれば，それぞれの原子間距離も有界なはずだが，

これは HFでも未解決問題のままである． Kohn-ShamLDAについては，すくなくとも Rmin2: C 

であることは証明された [18].

この種の問題でもっとも物理的に興味深いのは，分子が結晶構造をもつことだと思われる．つまり，

分子は B.=(R1,,,,,RK) EZ3Kのときがもっとも安定切になるはずだが，当然未解決．15)

4. Born-Oppenheimerエネルギーについての Solovej予想．これは HFモデルについても証明されてい

ない．

ここで書かれている内容はおそらく物理的には自然なことばかりで自明といってもいいものばかりかも

しれないが，それらを数学的に証明するのはむずかしく，おもしろい数理が潜んでいると思う．たとえば普

通は雑な近似として説明される Thomas-Fermi理論の重い原子系としての理解は個人的にとても興味深く，

研究しているうちに原子構造についての洞察が得られた気がする．また，原子の周期律や殻構造の数学的

理解はどう定式化すればよいのかすら不明な難問だが，これらの研究はすくなくともそうした問題へのあ

るアプローチにはなっていると考えている．
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