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Linear position measurements with minimum 

error-disturbance in each minimum uncertainty state 

一般社団法人ドレスト光子研究起点，名古屋大学情報学研究科

岡村和弥＊

本稿では，非相対論的 l粒子量子系Sにおける，最小不確定状態での位置測定で最小の

誤差・擾乱関係を満たすものについて紹介する。 Heisenbergの論文 [2]以来，位置測定に

ついて議論がなされてきた。 vonNeumannは測定について統計的な観点から考察し，彼

が提唱した量子力学の公理系との整合性の観点とも照らし合わせ，測定の量子力学的モデ

リングを行った。 Heisenbergの不確定性関係の 1つである， Heisenbergの誤差・擾乱関係

h 
e(Q仇(Pリミー

2 
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はvonNeumannの位置測定モデルに対して成立するが，一般には破れている [14]。ここ

で， Q1とEはそれぞれ非相対論 l粒子系での位置作用素と運動量作用素であり，正準交

換関係 [Q1,Pd= h1を満たす。 Heisenbergの誤差・擾乱関係の破れは， 1980年代に無誤

差線形測定 [7]の構築により明確に示され，更には雑音作用素に基づく量子二乗平均平方

根誤差に対する普遍的に妥当な誤差・擾乱関係 [9,10, 11, 12, 1, 13]が示されたことで広く

認識された。現在では，タイトな誤差・擾乱関係を示す研究や，量子誤差の改良に関心が

持たれている [15]。

本稿で扱う，系 Sの最小不確定状態心とは，〈Qりゅ＝ qぃ〈E〉ゅ＝ Plおよびa(Q叶I心） ＝ 

0"1 > 0となるベクトル状態のことであり，座標表示では

叩）＝ ，4／ 1 -均(x-q1)2丑閉x

(21r）叶
e (2) 

となる。心は u(Pリ＝ n/(2び1)＝：釘を満たしている。 Q1と代はともに 1is=び（股）上

の自己共役作用素であり， 7/JE 1isである。

系 Sの状態が心であるとき，すべての位置測定に対して， Q1の雑音作用素に基づく

q-rms誤差co(Q1)および P1擾乱作用素に基づく q-rms擾乱T/o(P1)は

どo(Q1)%（P1戸十び(Q1げno(P1)22 -
炉

4 
(3) 

を満たす。この不等式はBranciard-Ozawa誤差・擾乱関係 [1,13]の最小不確定状態心での

位置測定に対する特殊な場合である．（3）式の下限が達成可能であることを，線形位置測

定を用いることで示す。つまり，心において
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を満たす具体的な線形位置測定を構築する。そのような測定の構築は，心において

（どo⑫)）2+ （no(P1))2 = 1 
u(Q1))'¥ u(Pi) 

を満たすものを構築するのと等価である。

(5) 

Sに対する測定過程とは， KはHilbert空間，（はKの単位ベクトル， M はK上の自己

共役作用素， UはHsR K上のユニタリー作用素からなる 4つ組M。=（K,(,M,U)のこ

とである [6]。測定過程M。は測定装置A。のプローブ部分P。のモデリングであり， K上

の自己共役作用素および密度作用素は P。の物理量と状態をそれぞれ記述する。くは P。

のベクトル状態であり， M はメーター物理量である。 Uはこのとき時刻 0に開始し時刻

T(＞ 0)に終わる SとP。の測定相互作用を記述する。 M。を用いるとき，時刻0における

S+P。の各物理量X=: X(O)に対し，時刻Tにおける物理量X(T)は

X(T) = u-1xu 

で与えられる。

ベクトル状態¢における Aの雑音作用素に基づく q-rms誤差は

E0(A,M。,¢)＝ ✓〈N(A,M。)2〉誓

(6) 

(7) 

で定義される。 N(A,M。)＝M(T) -A(O)はAに対する雑音作用素である。各物理量B

に対し，ベクトル状態¢における Bの擾乱作用素に基づく q-rms擾乱は

TJo(B, M。,¢)＝ ✓〈D(B,M。戸〉¢⑭く (8)

で定義される。ここでD(B,M。)＝ B(T)-B(O)はBの擾乱作用素である。混乱が生じない

限り， t::0(A,M。，り）と TJo(B，閏。¢）はそれぞれEo(A)およびTJo(B)と省略する。 1is上の密度

作用素pに対し， Aの雑音作用素に基づく q-rms誤差c0(A,M。,p)および擾乱作用素に基づ

< q-rms擾乱TJo(B,M。,p)それぞれは(7)式および(8)式で〈・・・〉¢⑭（を Tr[(・..)(pR|＜〉〈＜|）]

で置き換えることで定義される。

Eo(A)とTJo(B)はBranciard-Ozawa誤差・擾乱関係を満たす：

Theorem 1. 

c0(A)2a(B)2げ (A)2ry0(B)2+ 2co(A)ryo(B)炉(A)2a(B)2-D効 ?:D協．（9)

ここで， DABは

で定義される。

1 
DAB= ~TrlvP（ーi[A,B] ）⑪|

2 
(10) 

Branciard [1]はベクトル状態に対しこの不等式を証明した。ベクトル状態p=Iい〉〈叫に

対し， DABしま
1 

CAB:= ~ITr[p(-i[A, B])]I 
2 

(11) 
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と一致する。そして小澤 [13]は任意の状態に対し (9)式を示した。

Pを1次元非相対論的 l粒子系とし，測定装置Aのプローブ部分として用いる。 Pの

位置仙および運動量 P2しまともに 1-{p=び（股）上の自己共役作用素であり正準交換関係

[Q2, P:叶＝ ih1を満たす。 Sに対する線形位置測定の測定相互作用は

Hint= K[aQ1凡十 (3P1仙＋,(Q1Pi-Q墨）］ (12) 

で与えられる [8]。ここで， K(>0)は結合定数であり， a,(3およびァは実数である。 4つ

組M =(1ip,(,Q2,U(T)）を，仏を用いて Q1を測定するとき， S（もしくはHs)に対す

る線形位置測定と呼ぶ。ここで，各tE JRに対し， U(t)はHsR 1ip上のユニタリー作用

素で

U(t) = e舟 Hint (13) 

によって定義される。そして， T(>0)は測定が終わる時刻である。ただし， SとPに内

在するダイナミクスを無視しており， Kは測定時間のタイムスケールにのみ関与する。簡

単のため， K＝1を仮定する。初期条件X(O)= Xをもつ時刻tにおける S+Pの物理量

X(t)は

X(t) = U(t)―1xu(t). (14) 

で与えられる。 Heisenberg方程式を解くことにより， Q1(t)，仙(t),Pi(t)および凡(t)は以

下の関係を満たすことがわかる：すべての tE股に対して，

（悶闊）＝ etS （悶闊｝）， （15a) 

（悶］）＝ e―tST (悶闊）． （15b) 

ここで，

S= (:(3 ~) (16) 

であり， S打ま Sの転置である。

eパの行列要素を以下のように表す；

(: !) =戸。 (17) 

これは， ad-be= 1から

(!b ~c) = e―rST (18) 

を帰結する。したがって， co(Q1)およびn(P1)。ofP1しま

co(Q1げ＝〈ゆ⑧ ~l(Q2(T) -Q1(0))2（心⑭:）〉

=(c -1)2c,(Qi)2 + d2び(Q2げ＋ （（c-1）〈Q1)+d〈Q2〉)汽 (19a)

no(P1戸＝〈ウ⑭<|(Pl(T)-Pl(O)）刊心Rく）〉

=(d -1)2c,(Pi)2 + c2c,(A)2 + ((d -1)〈P1〉-c〈P2〉)2, (19b) 



135

で与えられる。

Sに対する M = (1lp, ~'Q2, U(T)）を用いるとき， Q1(0)と仙（T)は互いに可換であり，

バ(0)と凡（T)も可換である。したがって， Gaussの誤差印と一致する：

so(Q1,M，心） ＝叩(μ
Q1(0),Q2(T) 
臀）， (20a) 

no(P1,M，心）＝切(µ:ば~),P1(T)). (20b) 

ぷり’伽）はベクトル状態ゆ⑳いこおける Q1(0)と仙(T)の結合確率測度である。

このとき，次の定理が成り立つ：

Theorem 2 ([4]). Sに対する線形位慨測定M = (1lp, ~'Q2, U(T)）が心において (4)式を満

たすのは，以下の 2条件を満たすとき、そのときに限る：

(i) c > 0, d > 0 and c + d = l. 
(iiH は〈Q汎＝ q1, 〈P汎＝一Pl および a-(Q2ll~c) = ✓召和を満たす最小不確定状態＆
と一致する。これは，座標表示において

1 -C 1-C 

~c(Y) = 14/ ~e 
―戸(y-q1)2-i恥y

(21r)c叶
'yE股

である。

更には，各μE(O,l)に対し，心において

s(Q1)2 = (1 -μ)a(Q1)2 and ry(Pi)2 = μa(Pi)2 

を満たす1isに対する線形位置測定が存在する。

(21) 

(22) 

各μ E (0, 1)に対し心において (22)式を満たす線形位置測定の族 {Aμ,}μ,E(0,1)，｛恥ふ疋(0,1)

および{Cμ,} μ,E(0,1)の3つを定める [4]。Aμ，恥と口のそれぞれ，表 lで与えられるパラ

メータ T,a,(3および1をもつ線形位置測定 (11,p，品，Q2,U(T)）である。このとき，表 lの

DはD= detS =-（召＋ a(3）で定義される。

表 1:

T a /3 
A μ arccos(l -μ) 凸—✓デ
B μ μ 1 -1 

Cμ -log(l -μ) 2(1-μ) 

゜
2-μ 

Dの符号によって，

etS = l □tsり））I＋Sln:）S, 

(cosh(tFf5))J + sinh(tFf5) 
汀

s, 

ぅl

1゚ 

1 

D 

1 

゜-1 

(D > 0), 

(D = 0), 

(D < 0). 

(23) 

が成り立つ。知，均および已は Dの符号ごとのモデルである。先行研究のモデルでの

パラメータは次のとおりである：
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• von Neumannの位置測定 [3]は(a,/3，"!)= (1,0,0)の場合に対応する。

・無誤差線形位置測定 [7]は(a,/3，"!)= (2, -2, 1)/3¥1'3の場合である。

ただし，どちらのモデルでも T= 1/Kである。

表 1から，各μ E (0, 1)に対し，釦直りとこそれぞれの ersとe―TSTは表2で与えら

れる [4]: 

表 2:
e rS e -TST 

釦
1-μ μ-2 1-μ ―μ 

μ 1-μ 2-μ 1-μ 

B μ 
1+μ ―μ 1-μ ―μ 

μ 1-μ μ 1+μ 

土 o l-μ ―μ 
Cμ I l-μ 

゜
1 

μ l-μ 1-μ 

釦，均および Cμ は以下を満たす：

s(Q1,1知，心）2=s(Q1,I恥，ゆげ＝ e（Q1,Cかゆげ＝ （1―μ)a(Q1)汽 (24a) 

n(Q1J知，ゆげ＝ TJ(Q1,I恥，心）2＝ n(Q1,Cμバ］戸＝ μa(P1戸 (24b) 

[5]において，位置と運動量の線形同時測定の場合が示されている。
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