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1 Introduction

カンドルとは集合に結び目の Reidemeister 移動に対応する公理をみたす二項演算を定

めたものであり，1982 年に Joyce と Matveev により独立に導入された [7][9]．群 G の共

役類に二項演算を共役で定義したものはカンドルの典型的な例であり，共役カンドルとい

う．3次元球面上の有向結び目 K の補空間の基本群 ΓK に対し，メリディアンの共役類は

fundamental quandle Q(K)を定める．ΓK から有限群 Gへの表現の個数（G-彩色数とい

う）は結び目の古典的な不変量である．結び目群の表現のうちメリディアンが特定の共役類

C に移されるものの個数は，カンドル Q(K)から C のなす共役カンドルへの準同型の個数

（C-彩色数という）に等しい．すなわちカンドル C-彩色数は群 G-彩色数を精密化した不変

量である．一般に有限カンドル X に対し結び目の X-彩色数が定義される．X-彩色は結び

目図式の各弧にカンドルの元を対応させたとき，交点において適切な関係式をみたすものの

集合として得られる．カンドルによる彩色数を，カンドルの 2-コサイクルを用いて適切な

重み付きで計算したものをカンドルコサイクル不変量という [2]．またカンドルの 3-コサイ

クルを用いて結び目図式のシャドー彩色に対し適切な重みを定義し，それらをある彩色につ

いて足し合わせたものを結び目のシャドーコサイクル不変量という [3]．ここで結び目図式

のシャドー彩色とは，図式の各弧と各領域にカンドルの元を対応させる写像で適切な条件を

みたすものをいう．カンドルコサイクル不変量およびシャドーコサイクル不変量はカンド

ル彩色数を精密化した結び目不変量である．

カンドルコサイクル不変量に対しケーブル化公式が知られている．枠付き結び目を枠に

沿って n 重化すると新たな枠付き結び目が得られる．成瀬 [11] は n 重化した結び目図式

D(n) のX 彩色をもとの結び目図式DのXn 彩色とみなしたとき，Xn にはラックの構造が

入ることを示した．さらに n重化した交点におけるカンドルコサイクルの重みを足し合わ

せた値はラックXn のコサイクルになることを示し，n重化した結び目の（シャドー）カン

ドルコサイクル不変量を元の結び目の（シャドー）ラックコサイクル不変量を用いて表す公

式（多重化公式という）を示した [11]．これを背景に，Ishikawa[6]は Xn にカンドルの構

造を定義し，それを用いてカンドルコサイクル不変量のケーブル化公式を示した．ここで，

ケーブル化公式とはケーブル結び目のカンドルコサイクル不変量を元の結び目のカンドル

コサイクル不変量を用いて表す公式である．ケーブル結び目とは，結び目の多重化に捻れを
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入れて得られる結び目である．

本論文では，二面体カンドルと八面体カンドルに対して，シャドーコサイクル不変量のサ

テライト化公式を示した．ここで，二面体カンドル Rp とは二面体群D2p の鏡映のなす位数

pの共役カンドルである．八面体カンドル Q6 とは，正八面体群の元のうち向かい合う二つ

の頂点を結ぶ直線を軸とする 90◦ 回転からなる位数 6の共役カンドルである．サテライト

化公式とはサテライト結び目のシャドーコサイクル不変量を，コンパニオン結び目とパター

ン結び目の不変量を用いて表す公式である．サテライト結び目とは，三次元球面上の結び目

（コンパニオン結び目という）を、結び目（パターン結び目という）が埋め込まれたソリッ

ドトーラスに置き換えて得られる結び目である．本論文では，図 1のように端点の向き付け

が交互になっている 3-タングル T（(+,−,+)-型タングルという）の閉包をパターン結び目

とするサテライト結び目K(3)(T )に対し，サテライト化公式を示した．

図 1: (+,−,+)-型タングルの例

一般に有限カンドル X とそのシャドーカンドル 2-コサイクル θ に対し，サテライト結

び目 K(3)(T )のシャドーコサイクル不変量が θ を用いた T の不変量と，あるコサイクルの

族 {ψi}を用いた K の不変量を用いて表されることを示す（定理 3.2）．特に，二面体カン

ドル Rp の望月 3-コサイクルの場合にシャドーコサイクル不変量のサテライト化公式を示

し，サテライト結び目K(3)(T )のシャドーコサイクル不変量が T の閉包とK のシャドーコ

サイクル不変量の積で表されることを示す（定理 3.4）．また八面体カンドル Q6 について，

H3(Q6;Z/3Z) ∼= Z/3Zの生成元に対しシャドーコサイクル不変量のサテライト化公式を示
す（定理 3.7）．また結び目図式の彩色数のサテライト化公式について，X が有限，連結，忠

実な Alexander カンドルの場合にサテライト結び目 K(3)(T ) の X-彩色数が K の X-彩色

数と T の閉包の X-彩色数の積により計算されることを示す（定理 3.3）．結び目を n重化

して一部をタングルに置き換えたサテライト結び目の交点数は元の結び目の交点数の n2 倍

程度であり，サテライト結び目の不変量を直接計算する場合と比較して容易に不変量が計算

できるサテライト化公式は有用であると期待している．

定理 3.2の証明は以下の手順で行う．結び目 K に対し，これを一点で切り開いた 1-タン

グルの図式を Ď とする．また Ď を 0枠に沿って三重化し各成分の向きを交互に定めたも

のを Ď(3) と表す（図 2参照）．サテライト結び目 K(3)(T )の結び目図式は T の図式と Ď(3)

を合成し，閉包をとることで得られる．よって有限カンドル X に対し，K(3)(T )の結び目
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図式の X-彩色は T の図式の X-彩色と Ď(3) の X-彩色の組み合わせで表すことができる．

このうち Ď(3) の X-彩色について，図 2の上向きの弧 γ2 に X の双対カンドル X の元が対

応し，下向きの弧 γ1, γ3 に X の元が対応するとみなす．このとき三重化した図式に対する

Reidemeister移動に由来する二項演算をX ×X ×X に定めると，X ×X ×X はカンドル

になる．これを X(3) と表す．このとき，Ď(3) の X-彩色は Ďの X(3)-彩色と同一視される．

またこのとき，X のシャドーカンドル 2-コサイクル ψ に対し X(3) のシャドーカンドル 2-

コサイクル ψ(3) が得られる．X(3) を連結成分に分解し，ψ(3) を各連結成分に制限すること

でシャドーカンドル 2-コサイクルの族 {ψi}が得られる．これにより定理 3.2が示される．

図 2: タングル図式の三重化

論文の構成は以下の通りである．2節では定理の主張を述べるための準備をする．3節で

は主結果を述べる．4 節では定理の証明のための準備をする．5 節では定理の証明を与え

る．付録の A節と B節では八面体カンドルの性質について述べる．

本論文の作成にあたり，終始熱心なご指導を賜った指導教員の大槻知忠教授に深く感謝い

たします．また，コホモロジーについての情報をくださった津田塾大学の井上歩准教授，カ

ンドルについての情報をくださった東京学芸大学の田中心准教授，数々の助言を頂いた京都

大学数理解析研究所の石川勝巳助教に感謝いたします．最後に，ゼミの際に助力頂いた軽尾

浩晃氏，山口貢輝氏に感謝いたします．

2 準備

この節では定理の主張を述べるための準備をする．2.1節ではカンドルと結び目図式のカ

ンドル彩色について復習する．カンドルの例として二面体カンドル，Alexanderカンドル，

八面体カンドルなどを扱う．2.2節前半ではカンドルコサイクルの定義を復習し，カンドル

3-コサイクルの例を挙げる．2.2節後半では結び目のカンドルコサイクル不変量，シャドー

コサイクル不変量の定義を復習する．2.3節では (+,−,+)-型タングル T の閉包をパターン

とするサテライト結び目K(3)(T )を定義する．

2.1 カンドルと結び目図式の彩色

この節ではカンドルの定義と結び目図式のカンドル彩色を復習する．詳しくは [7]等を参

照せよ．

集合 X 上の二つの二項演算 ∗, ∗ : X ×X → X が
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(Q1) 任意の x, y, z ∈ X に対し (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)
(Q2) 任意の x, y ∈ X に対し (x ∗ y) ∗ y = (x ∗ y) ∗ y = x

(Q3) 任意の x ∈ X に対し x ∗ x = x

をみたすとき，(X, ∗) をカンドルという．また (Q1), (Q2) をみたすときラックという．

(X, ∗)をカンドルとすると (X, ∗)もまたカンドルとなる．これを双対カンドルといい，単
に X と表す．

X,Y をカンドルとする．写像 f : X → Y が任意の a, b ∈ X に対し f(a∗ b) = f(a)∗f(b)
をみたすとき，f をカンドル準同型という．特に任意の y ∈ X に対し Sy : X → X を

Sy(x) = x∗yと定めると，カンドルの定義よりこれはカンドル同型になる．集合 {Sx|x ∈ X}
で生成される群をカンドル X の内部自己同型群といい Inn(X)と表す．内部自己同型群の

X への作用による軌道を X の連結成分といい，連結成分の個数が一つであるようなカンド

ルを連結であるという．カンドル X の連結成分は X の演算でカンドルになる．X の各連

結成分をその連結成分に分解することを繰り返し，X を連結なカンドルの不交和で表した

ものを X の極大連結部分カンドル分解といい，このときの各成分を（本論文では）極大成

分という．s(x) = Sxで定まる写像 s : X → Inn(X)が単射であるとき，カンドルX を忠実

であるという．任意の x ∈ X に対し S2
x = idX が成り立つとき，X を圭であるという．カ

ンドルX, X̃ に対し，カンドル準同型 p : X̃ → X が全射かつ，x̃, ỹ ∈ X̃ に対し p(x̃) = p(ỹ)

ならば Sx̃ = Sỹ が成り立つとき，pを被覆写像という．

例 2.1. nを正の整数とし，集合 Z/nZに二項演算 ∗を x ∗ y = 2y − xで定めるとこれはカ

ンドルとなる．これを二面体カンドルといい Rn と書く．Rn が連結であることと nが奇数

であることは同値である．

例 2.2. Z[T, T−1]上の加群 X に二項演算 ∗を x ∗ y = Tx+ (1− T )y で定めるとこれはカ

ンドルとなる．これを Alexander カンドルという．特に X = (Z/nZ)[T, T−1]/(T + 1) の

とき X は二面体カンドルである．

例 2.3. 写像 µ, τ : Z/3Z → Zを

µ(x) =

{
2 (x = 0のとき)

− 1 (x ̸= 0のとき)
, τ(x) =

{
1 (x = 2のとき)

0 (x ̸= 2のとき)

で定める．アーベル群 Aと任意の c ∈ Aに対し，集合 Z/3Z × Aに二項演算 ∗を (x, a) ∗
(y ∗ b) = (−x − y,−a + µ(x − y) · b + τ(x − y) · c) と定めるとこれはカンドルとな
る．これを Galkin カンドルといい G(A, c) と書く [4]．A = Z/2Z のとき二つのカンドル
Qa

6 = G(Z/2Z, 1), Qb
6 = G(Z/2Z, 0) が得られる．Qa

6 を八面体カンドルという．いずれも

連結であるが，Qa
6 は圭ではなく，Q

b
6は圭であるので二つは異なるカンドルである．それぞ

れの演算を集合 {1, 2, 3, 4, 5, 6}上で実現したときのカンドル演算を表 1, 2に示す．

例 2.4. 位数 12 のカンドル Qa
12, Q

b
12 が付録 A の表 3,4 で定義される．これらは連結カン
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1 2 3 4 5 6

1 1 1 6 5 3 4

2 2 2 5 6 4 3

3 5 6 3 3 2 1

4 6 5 4 4 1 2

5 4 3 1 2 5 5

6 3 4 2 1 6 6

表 1: カンドル Qa
6 の演算

1 2 3 4 5 6

1 1 1 5 6 3 4

2 2 2 6 5 4 3

3 5 6 3 3 1 2

4 6 5 4 4 2 1

5 3 4 1 2 5 5

6 4 3 2 1 6 6

表 2: カンドル Qb
6 の演算

ドルであり，それぞれ Qa
6, Q

b
6 への被覆写像 fa : Qa

12 → Qa
6, fb : Q

b
12 → Qb

6 が存在する．

Qa
12 は Qa

6 の中心拡大である（補題 A.1）．Qb
12 は Qb

6 の中心拡大である（補題 A.2）．また

Qa
12, Q

b
12 はいずれも忠実ではない．

(X, ∗) をラック（カンドル）とする．集合 M が X-集合であるとは，二つの演算 ◁, ◁ :

M ×X →M が

(Q1)′ 任意の w ∈M,x, y ∈ X に対し (w ◁ x) ◁ y = (w ◁ y) ◁ (x ∗ y)
(Q2)′ 任意の w ∈M,x ∈ X に対し (w ◁ x) ◁ x = (w ◁ x) ◁ x = w

をみたすときをいう．定義より任意のラック（カンドル）Xは X-集合である．

X,Y をカンドルとし，M をX-集合，N を Y -集合とする．写像 f :M → N, g : X → Y

に対し，(f, g) が (X,Y )-集合射であるとは，g がカンドル準同型であり，かつ任意の

m ∈M,x ∈ X に対し

f(m ◁ x) = f(m) ◁ g(x)

であるときをいう．

X をカンドルとし，D を結び目 K の図式とする．D の弧の集合を Arc(D) とし，写像

C : Arc(D) → X で各交点において図 3の左図のような関係をみたすものを D の X-彩色

という．また D の全ての X-彩色の集合を ColX(D)とし，その濃度を D の X-彩色数とい

う．X-彩色数は結び目 K の図式の取り方によらない K の不変量であり，単に colX(K)と

表す．

図 3: カンドル彩色とシャドー彩色

R2 における D の補空間の領域の集合を Reg(D) とする．M を X-集合とする．写像
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C ′
1 : Arc(D) → X と C ′

2 : Reg(D) → M の組 C ′ = (C ′
1, C ′

2)で C ′
1 が Dの X-彩色，かつ隣接

する領域において図 3 の右図のような関係をみたすものを D のM-シャドー X-彩色とい

う．Dの全てのM -シャドー X-彩色の集合を ColsX,M(D)とする．M = X, ◁ = ∗のときは
単に ColsX(D)と表す．シャドー彩色は Arc(D)への制限 C ∈ ColX(D)と外部領域 Dex の

色 r ∈ M が与えられると全ての領域に対し C ′
2 の値が図 3の右図の関係により帰納的に定

められる．すなわち ColsX,M(D)は ColX(D)×M と一対一に対応する．

結び目と同様にタングル T に対してもカンドル X による彩色が定義できる．T を

R2 × [0, 1]上のタングルとし，D を R× [0, 1]への射影とする．二つのタングル図式 D,D′

がイソトピーなタングルを表すことは，D に Reidemeister移動を有限回施すことで D′ が

得られることと同値である．よって交点において結び目の場合と同じ関係式を満たす写像

の集合として X-彩色集合 ColX(D)が定義される．タングル図式のシャドー彩色は，図式

の左側の非有界領域の色 r ∈M を定めると全ての領域に対し C ′
2 の値が帰納的に定まる．

被覆写像 p : X̃ → X が存在するとき，1-タングルの X-彩色と X̃-彩色について，次が知

られている．

補題 2.5 ([5]). Dを 1-タングルの図式とし，その始点を sと表す．また p : X̃ → X をカン

ドルの被覆写像とする．このとき，D の任意の X-彩色 C と p(x̃) = C(s)なる x̃ ∈ X̃ に対

し Dの X̃-彩色 C̃ で C̃(s) = x̃かつ C = p ◦ C̃ となるものが唯一つ存在する．

2.2 カンドルコサイクル不変量

この節ではカンドルコサイクルやカンドルの中心拡大の定義を復習する．またカンドル

コサイクル不変量とシャドーコサイクル不変量の定義や不変性の証明を復習する．詳しく

は [8]等を参照．

X をラックとし，Aをアーベル群とする．写像 ϕ : X2 → Aに対し d2ϕ : X3 → Aを

d2ϕ(x, y, z) = ϕ(x, z)− ϕ(x, y)− ϕ(x ∗ y, z) + ϕ(x ∗ z, y ∗ z)

で定める．d2ϕをラック 3-コバンダリという．また X をカンドルとし，ϕ : X2 → Aが

(B1) 任意の x ∈ X に対し ϕ(x, x) = 0

をみたすとき，d2ϕをカンドル 3-コバンダリという．またカンドル X に対し ϕが (B1)お

よび

(B2) 任意の x, y, z ∈ X に対し d2ϕ(x, y, z) = 0

をみたすとき，ϕをカンドル 2-コサイクルという．

カンドル 2-コサイクル ϕ : X2 → Aに対し，集合 A×X に演算を

(a1, x1) ∗ (a2, x2) = (a1 + ϕ(x1, x2), x1 ∗ x2)

6



で定める．このとき A ×X はカンドルになる．これを X の中心拡大という．またこのと

き，射影 A×X → X は被覆写像である．詳細は [1]等を参照．

例 2.6. カンドル Qa
12 は非自明な 2-コサイクル ϕa ∈ H2

Q(Q
a
6,Z/2Z) に関する Qa

6 の

中心拡大である．詳細は補題 A.1 を参照．またカンドル Qb
12 は非自明な 2-コサイクル

ϕb ∈ H2
Q(Q

b
6,Z/2Z)に関する Qb

6 の中心拡大である．詳細は補題 A.2を参照．

X をカンドルとし，Aをアーベル群とする．写像 θ : X3 → Aが次の条件

(C1) 任意の w, x, y, z ∈ X に対し

θ(w, x, y)+θ(w, y, z)+θ(w∗y, x∗y, z) = θ(w, x, z)+θ(w∗x, y, z)+θ(w∗z, x∗z, y∗z)

(C2) 任意の x, y ∈ X に対し θ(x, y, y) = 0

(C3) 任意の x, y ∈ X に対し θ(x, x, y) = 0

をみたすとき，θをカンドル 3-コサイクルという．またラックX に対して写像 θ : X3 → A

が (C1)をみたすとき，θをラック 3-コサイクルという．

X をカンドル，M を X-集合とし，Aをアーベル群とする．写像 θ : M ×X2 → Aが次

の条件

(C1)′ 任意の w ∈M,x, y, z ∈ X に対し

θ(w, x, y)+θ(w, y, z)+θ(w◁y, x∗y, z) = θ(w, x, z)+θ(w◁x, y, z)+θ(w◁z, x∗z, y∗z).

(C2)′ 任意の w ∈M,x ∈ X に対し θ(w, x, x) = 0．

をみたすとき，θをM-シャドーカンドル 2-コサイクルという．

例 2.7. pを奇素数とし，二面体カンドル Rp に対し写像 ψ : R2
p → Z/p2Zを

ψ(x, y) = xp + (2y − x)p − 2yp

で定め，ψ : R3
p → Z/pZを

ψ(w, x, y) = (w − x)
ψ(x, y)

p

と定める．ただし x ∈ Rp = Z/pZの Z/p2Zへのリフトを xと表す．ψ は x, y のリフトの

取り方によらず定まり，x, y によらず ψ(x, y)は pで割り切れるので ψ は well-definedであ

る．また ψ はカンドル 3-コサイクルの公理をみたす．ψ を望月 3-コサイクルという．カン

ドルコホモロジー群 H3
Q(Rp,Z/pZ) ∼= Z/pZは ψ の定めるコホモロジー類により生成され

る．詳しくは [10]を参照．

例 2.8. Qa
6 から R3 = {0, 1, 2} への全射準同型 ja が ja(1) = ja(2) = 0, ja(3) = ja(4) =

1, ja(5) = ja(6) = 2により定められる．この写像による望月 3-コサイクル ψ : R3
3 → Z/3Z
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の引き戻し ψa = ψ ◦ (ja × ja × ja) は Qa
6 のカンドル 3-コサイクルである．3 章の trefoil

knot K31 に対するシャドーコサイクル不変量の計算より 0 ̸= [ψa] ∈ H3
Q(Q

a
6,Z/3Z) であ

ることが分かる． さらに H3
Q(Q

a
6,Z/3Z) ∼= Z/3Z であることが計算機により分かるので，

j∗a : H
3
Q(R3;Z/3Z) → H3

Q(Q
a
6,Z/3Z)は同型である．

Qb
6 から R3 = {0, 1, 2}への全射準同型 jb が jb(1) = jb(2) = 0, jb(3) = jb(4) = 1, jb(5) =

jb(6) = 2 により定められる．この写像による望月 3-コサイクル ψ : R3
3 → Z/3Z の引き

戻し ψb = ψ ◦ (jb × jb × jb)は Qb
6 のカンドル 3-コサイクルである．付録 Bの全射準同型

Ja : Q
a
12 → R3 を用いて定義される写像 ψa12 = ψ ◦ (Ja × Ja × Ja) : (Q

a
12)

3 → Z/3Z，およ
び Jb : Q

b
12 → R3 を用いて定義される写像 ψb12 = ψ ◦ (Jb × Jb × Jb) : (Q

b
12)

3 → Z/3Zはい
ずれもカンドル 3-コサイクルである．

例 2.9. 任意のラック 3-コバンダリはラック 3-コサイクルである．またカンドル X と X-

集合M と写像 g :M ×X → Aに対し dg(w, x, y) = g(w, y)− g(w, x)− g(w ◁x, y)+ g(w ◁

y, x ∗ y)と定めるとこれはシャドーカンドル 2-コサイクルである．

例 2.10. 任意のシャドーカンドル 2-コサイクル θ : M × X2 → A と a ∈ X に対し

θa :M ×X2 → Aを θa(w, x, y) = θ(w ◁ a, x ∗ a, y ∗ a)と定めるとこれはシャドーカンドル
2-コサイクルになる．このとき，ξa(w, x) = θ(w, x, a)とおくとシャドーカンドル 2-コサイ

クルの定義より θa − θ = dξa が成り立つ．

カンドル 2-コサイクルが与えられると結び目のカンドルコサイクル不変量が定義できる．

X をカンドルとし，ϕ : X2 → Aを X のカンドル 2-コサイクルとする．結び目 K の図

式Dに対し，DのX-彩色 C についての各交点 αでのウェイト Bϕ(α, C)を図 4のように定

める．

図 4: カンドル 2-コサイクルを用いた各交点におけるウェイト

また Φϕ(D, C)を D の全ての交点におけるウェイト Bϕ の Aでの和と定める．さらに D

の全ての X 彩色についてのウェイトを Z[A]において足し合わせたものを Φϕ(D)とおく．

つまり

Φϕ(D) =
∑

C∈ColX(D)

Φϕ(D, C) ∈ Z[A].

このとき次が知られている．

補題 2.11 ([8] 参照). Φϕ(D) は K の不変量．つまり D,D′ がともに K の図式のとき

Φϕ(D) = Φϕ(D
′)．
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Φϕ(D)を Φϕ(K)と表し，K のカンドルコサイクル不変量という．

X を有限カンドルとし，ϕ : X ×X → Z/2Zをカンドル 2-コサイクルとする．また，Y

を ϕにより定義される X の中心拡大とし，p : Y → X を射影とする．このとき，結び目図

式の彩色の持ち上げについて次が知られている．

補題 2.12 ([1]). K を結び目とし，Dをその図式とする．このとき，DのX-彩色 C に対し
次は同値．

(1) Φϕ(D, C) = 0.

(2) p ◦ C ′ = C となる C ′ ∈ ColY (D)が存在する．

シャドーカンドル 2-コサイクルが与えられると結び目のシャドーコサイクル不変量が定

義できる．

X をカンドル，M を X-集合とし，θ : M ×X2 → Aを X のM -シャドーカンドル 2-コ

サイクルとする．結び目 K の図式 D に対し，シャドー彩色 (C, r) ∈ ColsX,M(D)について

の各交点でのウェイトWθ を図 5のように定める．

図 5: シャドーカンドル 2-コサイクルを用いた各交点におけるウェイト

また Wθ(D, C; r) を D の全ての交点におけるウェイトの A での和と定める．さらに

r ∈ X に対し外部領域の色が r であるような全てのシャドー彩色についてのウェイトを

Z[A]において足し合わせたものを Ψθ(D, r)とおく．つまり

Ψθ(D, r) =
∑

C∈ColX(D)

Wθ(D, C; r) ∈ Z[A].

このとき次が成り立つ．

補題 2.13 ([8] 参照). Ψθ(D, r) は K の不変量．つまり D,D′ がともに K の図式のとき

Ψθ(D, r) = Ψθ(D
′, r)．

証明. [8]に沿って証明を復習する．RI,RII,RIII 移動での不変性を示す．

RI 移動での不変性は (C2)′ より従う．

RII 移動での不変性はWθ の定義より得られる．

RIII移動での不変性を示す．図 6において，左図のウェイトの和は θ(w, x, y)+θ(w, y, z)+

θ(w◁y, x∗y, z)であり右図のウェイトの和は θ(w, x, z)+θ(w◁x, y, z)+θ(w◁z, x∗z, y ∗z)
である．(C1)′ より 2式は等しい．よって RIII 移動での不変性は示された．

Ψθ(D, r)を Ψθ(K, r)と表し，K のシャドーコサイクル不変量という．
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図 6: RIII 移動によるシャドー彩色の変化

補題 2.14 ([8]参照). X がカンドル，θ : X3 → Aがシャドーカンドル 2-コサイクル，f が

ラック 3-コバンダリのとき Ψθ(K, r) = Ψθ+f (K, r)．

証明. [8]に沿って証明を復習する．任意の彩色に対しラック 3-コバンダリのウェイトへの

寄与の総和が 0となることを示す．

f がラック 3-コバンダリのとき f(x, y, z) = g(x, z)− g(x, y)− g(x ∗ y, z) + g(x ∗ z, y ∗ z)
となる関数 g : X2 → Aが存在する．結び目図式 Dの X-シャドー X 彩色 C に対し，Dの
全ての交点を 4価頂点に置き換えて得られる有向グラフの各辺に図 7のように g の値を対

応させる．このとき頂点回りの値の和が対応する交点におけるウェイトに等しいことに注

意する．得られた各辺における値は ±g(辺の右側領域の色,辺の色) であり，一つの辺での

図 7: ラック 3-コバンダリの各交点におけるウェイトの分配
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値の和は 0になる．よって全ての辺に対し足し合わせることで f に対応するウェイトの総

和が 0であることが示される．

θがカンドル 3-コバンダリのとき，Ψθ(K, r)はK の X 彩色数 colX(K)に等しい．

望月 3-コサイクル ψ については Ψψ(K, r) は外部領域の色によらない．より詳細には次

が成り立つ．

補題 2.15 ([12]). X = Rpが二面体カンドル，ψが望月 3-コサイクルのときWψ(D, C; r)は
外部領域の色 rによらない．

証明. [12]に沿って証明する．Wψ(D, C; r)とWψ(D, C; r + 1)が等しいことを示す．

外部領域 Dex を黒く塗り，Dex と隣接する全ての領域を白く塗り，白い領域に隣接する

全ての領域を黒く塗る．色を交互に塗ることを繰り返すことで全ての領域は黒または白で

塗られる．彩色 C の下で外部領域に r + 1を対応させるシャドー彩色において，黒い領域

の色は元のシャドー彩色に +1したもの，白い領域の色は元のシャドー彩色に −1したもの

に置き換わる．シャドー彩色 (C, r)と (C, r + 1)に対する交点のウェイトの差分は，図 8の

1,4行目については ψ(x, y)/pであり，2,3行目については −ψ(x, y)/pである．
結び目図式 D の全ての交点を 4価頂点に置き換えて得られる有向グラフの各辺に図 8の

3列目のように Z/p2Zの値を対応させる．このとき頂点まわりの 4つの値を足し合わせて

pで割ったものはその交点におけるウェイトの差分に等しい．各有向辺について，辺の属す

る弧の Rp 彩色が xとする．辺の右側領域が黒色のとき，有向辺の始点での値は −xp，終点
での値は xp である．また辺の右側領域が白色のとき，有向辺の始点での値は xp，終点での

値は −xp である．よって任意の有向辺について，対応する Z/p2Z値の和は 0となる．これ

らを全ての辺について足し合わせて pで割ったものがWψ(D, C; r + 1)−Wψ(D, C; r)であ
るので，Wψ(D, C; r + 1) = Wψ(D, C; r)が成り立つ．

シャドーコサイクル不変量はタングルに対しても定義される．θ : M ×X2 → Aをシャ

ドーカンドル 2-コサイクルとする．タングル図式Dに対し C ∈ ColX(D), r ∈M をとり，左

側領域の色が r であるシャドー彩色 (C, r)に対する各交点でのウェイトの和をWθ(D, C; r)
とする．このとき

Ψθ(D, r) =
∑

C∈ColX(D)

Wθ(D, C; r) ∈ Z[A]

はタングルのイソトピー不変量である．証明は補題 2.13と同様．

2.3 サテライト結び目

この節ではサテライト結び目の定義を復習する．また (+,−,+)-型タングルを定義する．

V = S1 ×D2 を solid torusとし，K1 を V 内の結び目，K2 を S3 内の枠付き結び目とす

る．f : V → S3 を f(S1 × {0}) = K2 かつ f による V の longitudeの像が K2 の枠に一致

するような埋め込みとする．このとき，f によるK1 の像をサテライト結び目という．また
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図 8: 望月 3-コサイクルに対するウェイトの各交点における差分

このときK1 をパターン，K2 をコンパニオンという．

(3, 3)タングルであり端点における向きが図 9の左図のようなタングルを (+,−,+)-型で

あるという．また (+,−,+)-型のタングル T に対し図 9の右図で与えられる結び目を T の

solid torus V における閉包といい，T̂ と表す．

定義 2.16. K を結び目とし，T を (+,−,+)-型のタングルとする．T̂ をパターンとしK の

0枠をコンパニオンとするサテライト結び目をK(3)(T )と表す．

K(3)(T )の図式は次のようにして得られる．結び目 K 上に基点 bを取り，bが外部領域

に接するような結び目図式 Dを bで切断して得られる (1, 1)タングル図式を Ďと表す．ま

た Ď を 0枠に沿って三重化した図式を Ď(3) とする．ただし Ď(3) が (+,−,+)-型タングル

となるよう各成分に向きを定める．Ď(3) を (+,−,+)-型のタングル T と合成し，その閉包

12



図 9: (+,−,+)-型のタングルとその閉包

を取ったものがK(3)(T )の図式である．

3 主結果

この節では 2節で定義したサテライト結び目に対し，カンドル彩色数およびシャドーコサ

イクル不変量のサテライト化公式を述べる．3.1節では一般のカンドルに対する結果を与え

る．3.2節では Alexanderカンドルによる彩色数についてのサテライト化公式と，二面体カ

ンドルの望月 3-コサイクルで定義されるシャドーコサイクル不変量のサテライト化公式を

与える．3.3節では八面体カンドルについての結果を与える．

3.1 一般のカンドルの場合

この節では一般のカンドルに対し彩色数のサテライト化公式を与える．また一般のシャ

ドーカンドル 2-コサイクルに対しシャドーコサイクル不変量のサテライト化公式を与える．

X を有限かつ連結なカンドルとする．K(3)(T ) の X-彩色数についてのサテライト化公

式を与える．T の上端と下端の色がそれぞれ x,y ∈ X3 であるような T の彩色の集合を

ColX(T ;x,y)と表し，その濃度を colX(T ;x,y)とかく．

定理 3.1. K を結び目とし，T を (+,−,+)-型のタングルとする．X を有限かつ連結なカ

ンドルとする．このとき，ある連結カンドルの有限族 {Xi}i∈I が存在し

colX(K
(3)(T )) =

∑
i∈I

∑
x,y∈Xi

colX(T ;y,x) · colXi
(Ď;x,y)

と表される．
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次にシャドーコサイクル不変量についてのサテライト化公式を与える．

定理 3.2. K を結び目とし，T を (+,−,+)-型のタングルとする．X を有限かつ連結なカン

ドル，M を X-集合とし，ψ : M ×X2 → Aをシャドーカンドル 2-コサイクルとする．こ

のとき，ある連結カンドルの有限族 {Xi}i∈I とシャドーカンドル 2-コサイクルの族 {ψi}i∈I
が存在し

Ψψ(K
(3)(T ), r) =

∑
i∈I

∑
x,y∈Xi

Ψψ(T ;y,x, r) ·Ψψi
(Ď;x,y, r)

と表される．ここで Ψψ(T ;y,x, r) =
∑

C∈ColX(T ;x,y)Wψ(T, C; r)と表す．

3.2 Alexanderカンドルの場合

この節では一般の Alexanderカンドルによる彩色数のサテライト化公式と，奇素数位数

の二面体カンドルの望月 3-コサイクルについてのシャドーコサイクル不変量のサテライト

化公式を与える．

まずは Alexanderカンドルによる彩色数についてのサテライト化公式を与える．

定理 3.3. K を結び目とし，T を (+,−,+)-型のタングルとする．また T̂ を T の S3におけ

る閉包とする．このとき任意の有限，連結かつ忠実な Alexanderカンドル X に対し

colX(K
(3)(T )) = colX(K) · colX(T̂ )/|X| ∈ Z

が成り立つ．

次にシャドーコサイクル不変量について，奇素数位数の二面体カンドルの望月 3-コサイ

クルに対しサテライト化公式を与える．補題 2.15より外部領域の色を省略して表す．

定理 3.4. K を結び目とし，T を (+,−,+)-型のタングルとする．また T̂ を T の S3におけ

る閉包とする．ψ : R3
p → Z/pZを望月 3-コサイクルとすると

Ψψ(K
(3)(T )) = Ψψ(K) ·Ψψ(T̂ )/p ∈ Z[t]/(tp − 1)

が成り立つ．ここで Z[t]/(tp − 1)は Z/pZ = ⟨t |tp = 1⟩の群環である．

3.3 八面体カンドルの場合

この節では八面体カンドル Qa
6 による彩色数についてのサテライト化公式と，八面体カン

ドルの Z/3Z係数のコホモロジー類に対するシャドーコサイクル不変量のサテライト化公
式を与える．

まずは Qa
6-彩色数についてのサテライト化公式を与える．
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定理 3.5. K を結び目とし，T を (+,−,+)-型のタングルとする．このとき

colQa
6
(K(3)(T )) =

{
4∑
i=1

ci,0 + 4
6∑
i=3

c2i,0

}
· C0(K,Q

a
6)

+

{
4∑
i=1

ci,0 + 4
6∑
i=3

c2i,1

}
· C1(K,Q

a
6)

+
10∑
i=7

4ci,0 · colQb
6
(K)

が成り立つ．ここで ci,0, ci,1 は付録の Xi から任意に選んだ基点 x0,i ∈ Xi に対し ci,0 =

colQa
6
(T ;x0,i,x0,i)(1 ≤ i ≤ 20), ci,1 = colQa

6
(T ; x̃0,i,x0,i)(5 ≤ i ≤ 12)となるような定数．ま

た C0(K,Q
a
6), C1(K,Q

a
6)は 2-コサイクル ϕa : (Q

a
6)

2 → Z/2Zにより定義されるカンドルコ
サイクル不変量の定数項と生成元の係数，つまり

Φϕa(K) = C0(K,Q
a
6) + C1(K,Q

a
6) · t ∈ Z[t]/(t2 − 1)

となる非負整数である．

具体例として，図 10のタングル Tm,n に対しサテライト結び目 K(3)(Tm,n)の Qa
6 彩色数

を K の彩色数の式で表す．簡単のため K(3)(Tm,n)が結び目となる場合，すなわち m,nが

ともに奇数のときのみを考える．

図 10: タングル Tm,n
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例 3.6. Tm,n により定義されるサテライト結び目 K(3)(Tm,n)の Qa
6 彩色数について，以下

が成立する．

(1) m,n /∈ 3Zのとき
colQa

6
(K(3)(Tm,n)) = colQa

6
(K).

(2) m ∈ 3Z, n /∈ 3Zまたはm /∈ 3Z, n ∈ 3Zのとき

colQa
6
(K(3)(Tm,n)) = 5 colQa

6
(K).

(3) m,n ∈ 3Zのとき

colQa
6
(K(3)(Tm,n)) = 9 colQa

6
(K) + 8C0(K,Q

a
6) + 8 colQb

6
(K).

次にシャドーコサイクル不変量について，望月 3-コサイクルの引き戻しとして得られる

カンドル 3-コサイクル ψa : (Q
a
6)

3 → Z/3Zに対する公式を与える．ψa12 : (Qa
12)

3 → Z/3Z，
ψb : (Q

b
6)

3 → Z/3Zを例 2.8で定義したカンドル 3-コサイクルとする．いずれのカンドル

3-コサイクルも望月 3-コサイクルの引き戻しであるので外部領域の色を省略して表す．

定理 3.7. (Qa
6)

(3) の付録 Aの各連結成分 Xi から基点 x0,i を任意にとる．このとき任意の

結び目K と (+,−,+)-型のタングル T に対し

Ψψa(K
(3)(T )) =

{
4∑
i=1

Ψψa(T ;x0,i,x0,i) + 4
6∑
i=3

Ψψa(T ; x̃0,2i,x0,2i)

}
·Ψψa(K)

+

{
2

6∑
i=3

Ψψa(T ;x0,2i,x0,2i)− 2
6∑
i=3

Ψψa(T ; x̃0,2i,x0,2i)

}
·Ψψa

12
(K)

+ 4
10∑
i=7

Ψψa(T ;x0,2i,x0,2i) ·Ψψb
(K)

が成り立つ．ただし

Ψψa(T ;x,y) =
∑

CT∈ColQa
6
(T ;x,y)

Wψa(T, CT )

と定める．

具体例として，図 10のタングル Tm,n に対するサテライト結び目 K(3)(Tm,n)のシャドー

コサイクル不変量を K のシャドーコサイクル不変量の式で表す．定理 3.6と同様，m,nが

ともに奇数のときのみを考える．

例 3.8. Tm,n により定義されるサテライト結び目 K(3)(Tm,n)のシャドーコサイクル不変量

について，以下が成立する．

(1) m,n /∈ 3Zのとき
Ψψa(K

(3)(Tm,n)) = Ψψa(K).
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(2) m = 3M ∈ 3Z, n /∈ 3Zのとき

Ψψa(K
(3)(Tm,n)) = (1 + 4t−M)Ψψa(K).

(3) n = 3N ∈ 3Z,m /∈ 3Zのとき

Ψψa(K
(3)(Tm,n)) = (1 + 4t−N)Ψψa(K).

(4) m = 3M,n = 3N ∈ 3Zのとき

Ψψa(K
(3)(Tm,n)) = (1 + 4t−M + 4t−N)Ψψa(K) + 4t−M−N ·Ψψa

12
(K) + 8t−M−N ·Ψψb

(K).

例 3.8の応用として，タングル Tm,n に対し特にコンパニオンが trefoil knot K31 の場合

にシャドーコサイクル不変量を具体的に計算する．

例 3.9. Tm,n により定義されるサテライト結び目 K(3)(Tm,n)のシャドーコサイクル不変量

について，以下が成立する．

(1) m,n /∈ 3Zのとき
Ψψa(K

(3)
31

(Tm,n)) = 6(1 + 4t2).

(2) m = 3M ∈ 3Z, n /∈ 3Zのとき

Ψψa(K
(3)
31

(Tm,n)) = 6(1 + 4t2)(1 + 4t−M).

(3) n = 3N ∈ 3Z,m /∈ 3Zのとき

Ψψa(K
(3)
31

(Tm,n)) = 6(1 + 4t2)(1 + 4t−N).

(4) m = 3M,n = 3N ∈ 3Zのとき

Ψψa(K
(3)
31

(Tm,n)) = 6(1 + 4t2)(1 + 4t−M + 4t−N) + 96t−M−N(1 + 2t2).

証明. 計算により

Ψψa(K31) = 6(1 + 4t2)

Ψψa
12
(K31) = 12

Ψψb
(K31) = 6(1 + 4t2)

であることが確かめられるので，例 3.8の右辺にそれぞれ値を代入すればよい．

4 定理の証明の準備

この節では定理の証明をするための準備をする．4.1節では X ×X ×X にカンドルの構

造が入ることを示し，X が Alexanderカンドルの場合に X(3) の連結成分を求める．4.2節

では X のシャドーカンドル 2-コサイクル ψ に対し X(3) のシャドーカンドル 2-コサイクル

ψ(3) を定義する．4.3節では Rp の望月 3-コサイクル ψ に対し，ψ(3) を (Rp)
(3) の連結成分

に制限したコサイクルが ψ にコホモロガスであることを示す．
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4.1 カンドルの三重化

この節では 1-タングルを 0-枠に沿って三重化し (+,−,+)-型のタングルとなるように向

きを入れたとき，下向きの成分にカンドル X，上向きの成分に双対カンドル X を対応させ

ると X の三重化カンドル X(3) が得られることを示す．

定義 4.1. カンドル X と双対カンドル X に対し X(3) = X ×X ×X とおく．X(3) の二項

演算 ∗′ : X(3) ×X(3) → X(3) を

(x1, x2, x3) ∗′ (y1, y2, y3) = (x
x3x2x1y1y2y3
1 , x

x3x2x1y1y2y3
2 , x

x3x2x1y1y2y3
3 )

で定める．ここで xy = x ∗ y, xy = x∗y であり，wxyz = ((wx)y)z のように表す．

以下では x = (x1, x2, x3),y = (y1, y2, y3)などと表す．x ∗ y は正の交点からなるタング
ル図式を 0枠に沿って三重化し向きを図 11の右図のように定めたとき，三重化した図式の

X 彩色において上の端点の色が x,yとなっているときの下の端点の色として現れる．

図 11: 交点の 0枠に沿った三重化と X-彩色

補題 4.2. (X(3), ∗′)はカンドル．

証明. (Q1)(Q2)(Q3)が成り立つことを示す．

(Q1)について，任意の x, z ∈ X に対し zxx = z = zxx より

zx3x2x1x1x2x3 = ((zx3x2)x1x1)x2x3 = ((zx3)x2x2)x3 = zx3x3 = z

よって x ∗′ x = xが成り立つ．

(Q2)については X 上の写像 z 7→ zy1y2y3 が全単射であることと，wi = xx3x2x1i とおくと

xi = ww1w2w3
i (i = 1, 2, 3)となることから従う．

(Q3)について，(x∗′y)∗′zの第 i成分はX,Xの分配法則および (x∗y)z = xz∗yz, (x∗y)z =
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xz∗yz を繰り返し用いて

((((x
x3x2x1y1y2y3
i ∗xx3x2x1y1y2y33 ) ∗ xx3x2x1y1y2y32 )∗xx3x2x1y1y2y31 )z1z2z3

= ((((xi∗x3) ∗ x2)∗x1)x3x2x1y1y2y3z1z2z3

と変形できる．一方 (x ∗′ z) ∗′ (y ∗′ z)の第 i成分は，vj = y
y3y2y1
j とおくと

((((((xx3x2x1z1z2z3i ∗xx3x2x1z1z2z33 ) ∗ xx3x2x1z1z2z32 )∗xx3x2x1z1z2z31 ) ∗ vz1z2z31 )∗vz1z2z32 ) ∗ vz1z2z33 )

= ((((((xx3x2x1i ∗xx3x2x13 ) ∗ xx3x2x12 )∗xx3x2x11 ) ∗ v1)∗v2) ∗ v3)z1z2z3

= ((((((xi∗x3) ∗ x2)∗x1)x3x2x1 ∗ v1)∗v2) ∗ v3)z1z2z3

= ((((((xi∗x3) ∗ x2)∗x1)x3x2x1 ∗ yy3y2y11 )∗yy3y2y12 ) ∗ yy3y2y13 )z1z2z3

となる．よって 2 式が等しいことを示すには任意の w ∈ X に対し wy1y2y3 = ((w ∗
y
y3y2y1
1 )∗yy3y2y12 ) ∗ yy3y2y13 を示せば十分．実際，

((w ∗ yy3y2y11 )∗yy3y2y12 ) ∗ yy3y2y13 = ((wy1y2y3y3y2y1 ∗ yy3y2y11 )∗yy3y2y12 ) ∗ yy3y2y13

= (((wy1y2y3 ∗ y1)∗y2) ∗ y3)y3y2y1

= wy1y2y3y1y2y3y3y2y1 = wy1y2y3

と変形できるので等式が成り立つ．

ゆえに (Q1), (Q2), (Q3)全てをみたすので X(3) はカンドルである．

幾つかの連結カンドル X に対し X(3) の連結成分を求める．

補題 4.3. X が有限かつ連結な Alexanderカンドルのとき

X(3) =
⊔
i,j∈X

Oi,j.

ここで Oi,j = {xi,j = (x+ i, x+ i+ j, x+ j)|x ∈ X}は X に同型なカンドル．

証明. 集合として X(3) =
⊔
i,j∈X Oi,j であることに注意する．x∗y = T−1x + (1 − T−1)y

より

zx3x2x1y1y2y3 = (T−1z + (1− T−1)x3)
x2x1y1y2y3

= (z + (T − 1)x3 + (1− T )x2)
x1y1y2y3

= (T−1z + (1− T−1)(x3 − x2 + x1))
y1y2y3

= (z + (T − 1)(x3 − x2 + x1 − y1))
y2y3

= (T−1z + (1− T−1)(x3 − x2 + x1 − y1 + y2))
y3

= z + (T − 1)(x3 − x2 + x1 − y1 + y2 − y3)
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であるので xi,j ∗′ (y1, y2, y3)は xi,j の各成分に同じ元 ∃a ∈ X を加えたものになる．よって

xi,j ∗′ (y1, y2, y3) ∈ Oi,j であり，これより任意の s ∈ Inn(X)に対し s(xi,j) ∈ Oi,j が成り立

つ．ゆえに Oi,j(i, j ∈ X)は X(3) の連結成分である．

Oi,j が X と同型であることを示すために xi,j, yi,j ∈ Oi,j に対し xi,j ∗′ yi,j を計算する．

xi,j ∗′ yi,j = (x+ i+ (T − 1)(x− y), x+ i+ j + (T − 1)(x− y), x+ j + (T − 1)(x− y))

= (Tx+ (1− T )y + i, Tx+ (1− T )y + i+ j, Tx+ (1− T )y + j).

最後の式は (x ∗ y)i,j に等しいので X と自然な同型 hi,j : X → Oi,j が hi,j(x) = xi,j により

定まる．ゆえに全ての連結成分は X と同型なカンドルである．

Alexanderカンドル以外の連結カンドルについてはX(3)の連結成分がX と同型なカンド

ルだけであるとは限らない．

例 4.4. (Qa
6)

(3) を連結カンドルに分解すると位数 12の連結カンドル Qa
12, Q

b
12 に対し

(Qa
6)

(3) = 4Qa
6 ⊔ 8Qa

12 ⊔ 8Qb
12

となる．詳細は付録 Aを見よ．

4.2 カンドルの三重化により得られるシャドーカンドル 2-コサイクル

この節では任意のカンドルX とシャドーカンドル 2-コサイクル ψに対し，三重化カンド

ル X(3) 上のシャドーカンドル 2-コサイクル ψ(3) が誘導されることを示す．

以下では w ◁ x を単に wx と表す．X-集合 M には X(3)-集合としての構造が w ◁′ x =

wx1x2x3 で入る．

定義 4.5. X 上のシャドーカンドル 2-コサイクル ψ : M × X2 → A に対し写像 ψ
(3)
twist :

M × X(3) → A，θ : M × X(3) × X → A，η : M × X × X(3) → A および ψ
(3)
cross :

M ×X(3) ×X(3) → Aを

ψ
(3)
twist(w,x) = ψ(wx1x2x1 , xx12 , x1)− ψ(wx1x2x1 , xx13 , x1) + ψ(wx1x2x1 , xx13 , x

x1
2 )

+ ψ(wx1x2x3x1 , x1, x
x1
2 )− ψ(w, xx3x2x11 , xx2x13 )

+ ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , xx2x13 )

θ(w,x, y) = ψ(w, x1, y)− ψ(wx1x2 , x2, y) + ψ(wx1x2 , x3, y)

η(w, x,y) = ψ(w, x, y1)− ψ(wy1y2 , xy1y2 , y2) + ψ(wy1y2 , xy1y2 , y3)

ψ(3)
cross(w,x,y) = θ(w,x, y1)− θ(wy1y2 ,xy1y2 , y2) + θ(wy1y2 ,xy1y2 , y3)

= η(w, x1,y)− η(wx1x2 , x2,y) + η(wx1x2 , x3,y)

で定める．さらに ψ(3) :M ×X(3) ×X(3) → Aを以下で定める．

ψ(3)(w,x,y) = ψ
(3)
twist(w,x) + ψ(3)

cross(w,x
x3x2x1 ,y).
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ここで x = (x1, x2, x3)に対し xy1y2··· = (x
y1y2···
1 , x

y1y2···
2 , x

y1y2···
3 )などと表記する．

定義より ψ(3)(w,x,y)の値は図 12のタングルのM -シャドーX-彩色について，図の全て

の交点におけるウェイトの和をとったものに等しい．

図 12: ψ(3) と図式のウェイトの関係

以下では ψ(3) がシャドーカンドル 2-コサイクルとなることを示す．まずは次の補題を証

明する．

補題 4.6. 任意の w ∈M,x ∈ X(3), y ∈ X に対し次が成り立つ．

(1) ψ
(3)
twist(w,x) + θ(w,xx3x2x1 , y) = ψ

(3)
twist(w

y,xy) + θ(w,x, y).

(2) ψ
(3)
twist(w,x)− θ(wy,xx3x2x1y, y) = ψ

(3)
twist(w

y,xy)− θ(wy,xy, y).

証明. (1) ψ
(3)
twist, θの定義より

ψ
(3)
twist(w,x) + θ(w,xx3x2x1 , y)

= ψ
(3)
twist(w, x1, x2, x3) + ψ(w, xx3x2x11 , y)− ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , y)

+ ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x13 , y)

= ψ(wx1x2x1 , xx12 , x1)− ψ(wx1x2x1 , xx13 , x1) + ψ(wx1x2x1 , xx13 , x
x1
2 ) + ψ(wx1x2x3x1 , x1, x

x1
2 )

− ψ(w, xx3x2x11 , xx2x13 ) + ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , xx2x13 )

+ ψ(w, xx3x2x11 , y)− ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , y) + ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx2x13 , y)

と変形できる．ψ はシャドーカンドル 2-コサイクルより関係式 (C1)′ を用いると

ψ
(3)
twist(w,x) + θ(w,xx3x2x1 , y)

= ψ(wx1x2x1 , xx12 , x1)− ψ(wx1x2x1 , xx13 , x1) + ψ(wx1x2x1 , xx13 , x
x1
2 ) + ψ(wx1x2x3x1 , x1, x

x1
2 )

となる．繰り返し (C1)′ を用いて変形すると

ψ
(3)
twist(w,x) + θ(w,xx3x2x1 , y)

− ψ(w, xx3x2x11 , xx2x13 ) + ψ(w, xx3x2x11 , y)

+ ψ(wx1x2x3x1x3x2x1 , xx2x13 , y)− ψ(wx1x2x3 , xx12 , y) + ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1y, xx3x2x1y2 , xx2x1y3 )
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= ψ(wx1x2x1 , xx12 , x1)− ψ(wx1x2x1 , xx13 , x1) + ψ(wx1x2x1 , xx13 , x
x1
2 ) + ψ(wx1x2x3x1 , x1, x

x1
2 )

− ψ(wx1x2x3 , xx12 , y) + ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1y, xx3x2x1y2 , xx2x1y3 )

+ ψ(w, xx2x13 , y)− ψ(wy, xx3x2x1y1 , xx2x1y3 ) + ψ(wx1x2x3x2x1 , xx2x11 , y)

= ψ(wx1x2x1 , xx12 , x1)− ψ(wx1x2x1 , xx13 , x1) + ψ(wx1x2x1 , xx13 , x
x1
2 )

+ ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1y, xx3x2x1y2 , xx2x1y3 ) + ψ(w, xx2x13 , y)− ψ(wy, xx3x2x1y1 , xx2x1y3 )

+ ψ(wx1x2x3x1y, xy1, x
x1y
2 )− ψ(wx1x2x3x1 , xx12 , y) + ψ(wx1x2x3x1 , x1, y)

= ψ(wx1x2x1 , xx12 , x1)− ψ(wx1x2x1 , xx13 , x1) + ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1y, xx3x2x1y2 , xx2x1y3 )

− ψ(wy, xx3x2x1y1 , xx2x1y3 ) + ψ(wx1x2x3x1y, xy1, x
x1y
2 ) + ψ(wx1x2x3x1 , x1, y)

+ ψ(wx1x2x1y, xx1y3 , xx1y2 )− ψ(wx1x2x1 , xx12 , y) + ψ(wx1x2x1 , xx13 , y)

= ψ(wx1x2x1 , xx12 , x1) + ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1y, xx3x2x1y2 , xx2x1y3 )− ψ(wy, xx3x2x1y1 , xx2x1y3 )

+ ψ(wx1x2x1y, xx1y3 , xx1y2 )− ψ(wx1x2x1 , xx12 , y) + ψ(wx1x2x3x1y, xy1, x
x1y
2 )

+ ψ(wx1x2x1 , x1, y)− ψ(wx1x2x1y, xx1y3 , xy1) + ψ(wx1x2 , x3, y)

= ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1y, xx3x2x1y2 , xx2x1y3 )− ψ(wy, xx3x2x1y1 , xx2x1y3 ) + ψ(wx1x2 , x3, y)

+ ψ(wx1x2x1y, xx1y3 , xx1y2 ) + ψ(wx1x2x3x1y, xy1, x
x1y
2 )− ψ(wx1x2x1y, xx1y3 , xy1)

+ ψ(w, x1, y)− ψ(wx1x2 , x2, y) + ψ(wx1x2x1y, xx1y2 , xy1)

= ψ
(3)
twist(w

y, xy1, x
y
2, x

y
3) + ψ(w, x1, y)− ψ(wx1x2 , x2, y) + ψ(wx1x2 , x3, y)

となり (1)が成り立つ．

(2)は (1)において w, x1, x2, x3 をそれぞれ wy, xy1, x
y
2, x

y
3 に置き換えると同値な等式が得

られる．

補題 4.7. 任意の w ∈M,x ∈ X,y ∈ X(3) に対し次が成り立つ．

(1) ψ
(3)
twist(w,y) + η(w, x,y) = ψ

(3)
twist(w

x,y) + η(w, x,yy3y2y1).

(2) ψ
(3)
twist(w,y)− η(wx, x,y) = ψ

(3)
twist(w

x,y)− η(wx, x,yy3y2y1).

証明. (1) ψ
(3)
twist, η の定義より

ψ
(3)
twist(w,y) + η(w, x,y)

= ψ(wy1y2y1 , y
y1
2 , y1)− ψ(wy1y2y1 , y

y1
3 , y1) + ψ(wy1y2y1 , y

y1
3 , y

y1
2 ) + ψ(wy1y2y3y1 , y1, y

y1
2 )

− ψ(w, y
y3y2y1
1 , y

y2y1
3 ) + ψ(wy1y2y3y1y2y3y2y1 , y

y3y2y1
2 , y

y2y1
3 )

+ ψ(w, x, y1)− ψ(wy1y2 , xy1y2 , y2) + ψ(wy1y2 , xy1y2 , y3)
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と表される．ψ がシャドーカンドル 2-コサイクルであるので関係式 (C1)′ を用いると

ψ
(3)
twist(w,y) + η(w, x,y)

= −ψ(wy1y2y1 , yy13 , y1) + ψ(wy1y2y1 , y
y1
3 , y

y1
2 ) + ψ(wy1y2y3y1 , y1, y

y1
2 )

− ψ(w, y
y3y2y1
1 , y

y2y1
3 ) + ψ(wy1y2y3y1y2y3y2y1 , y

y3y2y1
2 , y

y2y1
3 ) + ψ(wy1y2 , xy1y2 , y3)

− ψ(wy1y2y1 , xy1y2y1 , y
y1
2 ) + ψ(wxy1y2y1 , y

y1
2 , y1) + ψ(wy1y2y1 , xy1y2y1 , y1)

と変形できる．繰り返し (C1)′ を用いて変形すると

ψ
(3)
twist(w,y) + η(w, x,y)

= ψ(wy1y2y1 , y
y1
3 , y

y1
2 ) + ψ(wy1y2y3y1 , y1, y

y1
2 )− ψ(w, y

y3y2y1
1 , y

y2y1
3 )

+ ψ(wy1y2y3y1y2y3y2y1 , y
y3y2y1
2 , y

y2y1
3 )− ψ(wy1y2y1 , xy1y2y1 , y

y1
2 ) + ψ(wxy1y2y1 , y

y1
2 , y1)

+ ψ(wy1y2y1 , xy1y2y1 , y
y1
3 )− ψ(wxy1y2y1 , y

y1
3 , y1) + ψ(wy1y2y3y1 , xy1y2y3y1 , y1)

= ψ(wy1y2y3y1 , y1, y
y1
2 )− ψ(w, y

y3y2y1
1 , y

y2y1
3 ) + ψ(wy1y2y3y1y2y3y2y1 , y

y3y2y1
2 , y

y2y1
3 )

+ ψ(wxy1y2y1 , y
y1
2 , y1)− ψ(wxy1y2y1 , y

y1
3 , y1) + ψ(wy1y2y3y1 , xy1y2y3y1 , y1)

+ ψ(w, x, y
y2y1
3 ) + ψ(wxy1y2y1 , y

y1
3 , y

y1
2 )− ψ(wy1y2y3y1 , xy1y2y3y1 , y

y1
2 )

= −ψ(w, yy3y2y11 , y
y2y1
3 ) + ψ(wy1y2y3y1y2y3y2y1 , y

y3y2y1
2 , y

y2y1
3 ) + ψ(wxy1y2y1 , y

y1
2 , y1)

− ψ(wxy1y2y1 , y
y1
3 , y1) + ψ(w, x, y

y2y1
3 ) + ψ(wxy1y2y1 , y

y1
3 , y

y1
2 )

+ ψ(wy1y2y3y2y1 , xy1y2y3y2y1 , y
y2y1
1 ) + ψ(wxy1y2y3y1 , y1, y

y1
2 )− ψ(wy1y2y3 , xy1y2y3 , y

y1
2 )

= ψ(wy1y2y3y1y2y3y2y1 , y
y3y2y1
2 , y

y2y1
3 ) + ψ(wxy1y2y1 , y

y1
2 , y1)− ψ(wxy1y2y1 , y

y1
3 , y1)

+ ψ(wxy1y2y3y1 , y1, y
y1
2 )− ψ(wy1y2y3 , xy1y2y3 , y

y1
2 ) + ψ(wxy1y2y1 , y

y1
3 , y

y1
2 )

+ ψ(w, x, y
y3y2y1
1 )− ψ(wx, y

y3y2y1
1 , y

y2y1
3 ) + ψ(wy1y2y3y1y3y2y1 , xy1y2y3y1y3y2y1 , y

y2y1
3 )

= ψ(wxy1y2y1 , y
y1
2 , y1)− ψ(wxy1y2y1 , y

y1
3 , y1) + ψ(wxy1y2y3y1 , y1, y

y1
2 )

+ ψ(wxy1y2y1 , y
y1
3 , y

y1
2 ) + ψ(w, x, y

y3y2y1
1 )− ψ(wx, y

y3y2y1
1 , y

y2y1
3 )

− ψ(wy1y2y3y1y2y3y2y1 , xy1y2y3y1y2y3y2y1 , y
y3y2y1
2 ) + ψ(wxy1y2y3y1y2y3y2y1 , y

y3y2y1
2 , y

y2y1
3 )

+ ψ(wy1y2y3y1y2y3y2y1 , xy1y2y3y1y2y3y2y1 , y
y2y1
3 )

= ψ
(3)
twist(w

x,y) + η(w, x,yy3y2y1)

となる．よって (1)の等式が成り立つ．(2)は (1)において w を wx に置き換えることで得

られる．

補題 4.8. 任意の w ∈M,x,y ∈ X(3) に対し次が成り立つ．

(1) ψ(3)(w,x,y) = ψ
(3)
twist(w

y1y2y3 ,xy1y2y3) + ψ
(3)
cross(w,x,y).

(2) ψ
(3)
twist(w,y) + ψ

(3)
cross(w,x,y) = ψ

(3)
twist(w

x1x2x3 ,y) + ψ
(3)
cross(w,x,yy3y2y1).
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証明. 補題 4.6より (1)の左辺は

ψ(3)(w,x,y) = ψ
(3)
twist(w,x) + ψ(3)

cross(w,x
x3x2x1 ,y)

= ψ
(3)
twist(w,x) + θ(w,xx3x2x1 , y1)− θ(wy1y2 ,xx3x2x1y1y2 , y2) + θ(wy1y2 ,xx3x2x1y1y2 , y3)

= θ(w,x, y1) + ψ
(3)
twist(w

y1 ,xy1)− θ(wy1y2 ,xx3x2x1y1y2 , y2) + θ(wy1y2 ,xx3x2x1y1y2 , y3)

= θ(w,x, y1)− θ(wy1y2 ,xy1y2 , y2) + ψ
(3)
twist(w

y1y2 ,xy1y2) + θ(wy1y2 ,xx3x2x1y1y2 , y3)

= θ(w,x, y1)− θ(wy1y2 ,xy1y2 , y2) + θ(wy1y2 ,xy1y2 , y3) + ψ
(3)
twist(w

y1y2y3 ,xy1y2y3)

= ψ
(3)
twist(w

y1y2y3 ,xy1y2y3) + ψ(3)
cross(w,x,y)

と変形できる．よって (1)が成り立つ．また補題 4.7より (2)の左辺は

ψ
(3)
twist(w,y) + ψ(3)

cross(w,x,y)

= ψ
(3)
twist(w,y) + η(w, x1,y)− η(wx1x2 , x2,y) + η(wx1x2 , x3,y)

= η(w, x1,y
y3y2y1) + ψ

(3)
twist(w

x1 ,y)− η(wx1x2 , x2,y) + η(wx1x2 , x3,y)

= η(w, x1,y
y3y2y1)− η(wx1x2 , x2,y

y3y2y1) + ψ
(3)
twist(w

x1x2 ,y) + η(wx1x2 , x3,y)

= η(w, x1,y
y3y2y1)− η(wx1x2 , x2,y

y3y2y1) + η(wx1x2 , x3,y
y3y2y1) + ψ

(3)
twist(w

x1x2x3 ,y)

= ψ
(3)
twist(w

x1x2x3 ,y) + ψ(3)
cross(w,x,y

y3y2y1)

と変形できる．ゆえに (2)も成り立つ．

補題 4.9. 任意の w ∈M,x ∈ X(3), y, z ∈ X に対し次が成り立つ．

(1) θ(w,x, y) + θ(wy,xy, z) + ψ(w, y, z) = θ(w,x, z) + θ(wz,xz, yz) + ψ(wx1x2x3 , y, z).

(2) θ(wy,xy, z)−θ(wy,xy, y)−ψ(wy, y, z) = θ(w,x, z)−θ(wyz,xyz, yz)−ψ(wx1x2x3y, y, z).

証明. (2)は (1)において w,xをそれぞれ wy,xy に置き換えると得られる．よって (1)だけ

を示す．

ψ はシャドーカンドル 2-コサイクルより

θ(w,x, y) + θ(wy,xy, z) + ψ(w, y, z)

= ψ(w, x1, y)− ψ(wx1x2 , x2, y) + ψ(wx1x2 , x3, y) + ψ(wy, xy1, z)− ψ(wx1x2y, xy2, z)

+ ψ(wx1x2y, xy3, z) + ψ(w, y, z)

= ψ(w, x1, z) + ψ(wx1 , y, z) + ψ(wz, xz1, y
z)− ψ(wx1x2 , x2, y) + ψ(wx1x2 , x3, y)

− ψ(wx1x2y, xy2, z) + ψ(wx1x2y, xy3, z)

= ψ(wx1x2 , y, z)− ψ(wx1x2z, xz2, y
z)− ψ(wx1x2 , x2, z) + ψ(w, x1, z) + ψ(wz, xz1, y

z)

+ ψ(wx1x2 , x3, y) + ψ(wx1x2y, xy3, z)

= ψ(wx1x2z, xz3, y
z) + ψ(wx1x2x3 , y, z) + ψ(wx1x2 , x3, z)− ψ(wx1x2z, xz2, y

z)− ψ(wx1x2 , x2, z)

+ ψ(w, x1, z) + ψ(wz, xz1, y
z)
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= θ(w,x, z) + θ(wz,xz, yz) + ψ(wx1x2x3 , y, z)

と変形できる．よって (1)が成り立つ．

補題 4.10. 任意の w ∈M,x,y, z ∈ X(3) に対し次が成り立つ．

ψ(3)
cross(w,x,y) + ψ(3)

cross(w,y, z) + ψ(3)
cross(w

y1y2y3 ,xy1y2y3 , z)

= ψ(3)
cross(w,x, z) + ψ(3)

cross(w
x1x2x3 ,y, z) + ψ(3)

cross(w
z1z2z3 ,xz1z2z3 ,yz1z2z3).

証明. まずは次を示す．

ψ(3)
cross(w,x,y)+θ(w,y, z)+θ(w

y1y2y3 ,xy1y2y3 , z) = ψ(3)
cross(w

z,xz,yz)+θ(w,x, z)+θ(wx1x2x3 ,y, z).

補題 4.9より

ψ(3)
cross(w,x,y) + θ(w,y, z) + θ(wy1y2y3 ,xy1y2y3 , z)

= θ(w,x, y1)− θ(wy1y2 ,xy1y2 , y2) + θ(wy1y2 ,xy1y2 , y3)

+ ψ(w, y1, z)− ψ(wy1y2 , y2, z) + ψ(wy1y2 , y3, z) + θ(wy1y2y3 ,xy1y2y3 , z)

= θ(wy1y2 ,xy1y2 , z) + θ(wy1y2z,xy1y2z, yz3) + ψ(wx1x2x3y1y2 , y3, z)

+ θ(w,x, y1) + ψ(w, y1, z)− ψ(wy1y2 , y2, z)− θ(wy1y2 ,xy1y2 , y2)

= θ(wy1 ,xy1 , z)− θ(wy1y2z,xy1y2z, yz2)− ψ(wx1x2x3y1y2 , y2, z)

+ θ(wy1y2z,xy1y2z, yz3) + ψ(wx1x2x3y1y2 , y3, z) + θ(w,x, y1) + ψ(w, y1, z)

= θ(w,x, z) + θ(wz,xz, yz1) + ψ(wx1x2x3 , y1, z)

− θ(wy1y2z,xy1y2z, yz2)− ψ(wx1x2x3y1y2 , y2, z) + θ(wy1y2z,xy1y2z, yz3) + ψ(wx1x2x3y1y2 , y3, z)

= ψ(3)
cross(w

z,xz,yz) + θ(w,x, z) + θ(wx1x2x3 ,y, z)

である．よって等式が成り立つ．

また上式において w,x,yをそれぞれ wz,xz,yz に置き換えた式

ψ(3)
cross(w,x,y)− θ(wz,yz, z)− θ(wy1y2y3z,xy1y2y3z, z)

= ψ(3)
cross(w

z,xz,yz)− θ(wz,xz, z)− θ(wx1x2x3z,yz, z)

に注意して示すべき等式の左辺を変形する．

ψ(3)
cross(w,x,y) + ψ(3)

cross(w,y, z) + ψ(3)
cross(w

y1y2y3 ,xy1y2y3 , z)

= ψ(3)
cross(w,x,y) + θ(w,y, z1)− θ(wz1z2 ,yz1z2 , z2) + θ(wz1z2 ,yz1z2 , z3)

+ θ(wy1y2y3 ,xy1y2y3 , z1)− θ(wy1y2y3z1z2 ,xy1y2y3z1z2 , z2) + θ(wy1y2y3z1z2 ,xy1y2y3z1z2 , z3)

= ψ(3)
cross(w

z1 ,xz1 ,yz1) + θ(w,x, z1) + θ(wx1x2x3 ,y, z1)− θ(wz1z2 ,yz1z2 , z2)

+ θ(wz1z2 ,yz1z2 , z3)− θ(wy1y2y3z1z2 ,xy1y2y3z1z2 , z2) + θ(wy1y2y3z1z2 ,xy1y2y3z1z2 , z3)
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= ψ(3)
cross(w

z1z2 ,xz1z2 ,yz1z2)− θ(wz1z2 ,xz1z2 , z2)− θ(wx1x2x3z1z2 ,yz1z2 , z2)

+ θ(w,x, z1) + θ(wx1x2x3 ,y, z1) + θ(wz1z2 ,yz1z2 , z3) + θ(wy1y2y3z1z2 ,xy1y2y3z1z2 , z3)

= ψ(3)
cross(w

z1z2z3 ,xz1z2z3 ,yz1z2z3) + θ(wz1z2 ,xz1z2 , z3) + θ(wx1x2x3z1z2 ,yz1z2 , z3)

− θ(wz1z2 ,xz1z2 , z2)− θ(wx1x2x3z1z2 ,yz1z2 , z2) + θ(w,x, z1) + θ(wx1x2x3 ,y, z1)

= ψ(3)
cross(w,x, z) + ψ(3)

cross(w
x1x2x3 ,y, z) + ψ(3)

cross(w
z1z2z3 ,xz1z2z3 ,yz1z2z3).

よって題意は示された．

上記の補題を用いて次の命題を証明する．

命題 4.11. 任意のカンドル X とそのシャドーカンドル 2-コサイクル ψ : M ×X2 → Aに

対し，ψ(3) はシャドーカンドル 2-コサイクル．

証明. まず (C1)′ を示す．補題 4.8および補題 4.10より

ψ(3)(w,x,y) + ψ(3)(w,y, z) + ψ(3)(wy1y2y3 ,x ∗ y, z)

= ψ
(3)
twist(w,x) + ψ(3)

cross(w,x
x3x2x1 ,y) + ψ

(3)
twist(w,y) + ψ(3)

cross(w,y
y3y2y1 , z)

+ ψ
(3)
twist(w

y1y2y3z1z2z3 , (x ∗ y)z1z2z3) + ψ(3)
cross(w

y1y2y3 ,x ∗ y, z)

= ψ
(3)
twist(w,x) + ψ

(3)
twist(w

x1x2x3 ,y) + ψ(3)
cross(w,x

x3x2x1 ,yy3y2y1) + ψ(3)
cross(w,y

y3y2y1 , z)

+ ψ
(3)
twist(w

y1y2y3z1z2z3 , (x ∗ y)z1z2z3) + ψ(3)
cross(w

y1y2y3 ,x ∗ y, z)

= ψ
(3)
twist(w,x) + ψ

(3)
twist(w

x1x2x3 ,y) + ψ
(3)
twist(w

y1y2y3z1z2z3 , (x ∗ y)z1z2z3)

+ ψ(3)
cross(w,x

x3x2x1 , z) + ψ(3)
cross(w

x1x2x3 ,yy3y2y1 , z) + ψ(3)
cross(w

z1z2z3 ,x ∗ z,y ∗ z)

= ψ(3)(w,x, z) + ψ(3)(wx1x2x3 ,y, z) + ψ(3)(wz1z2z3 ,x ∗ z,y ∗ z).

よって条件 (C1)′ が成立する．次に (C2)′ を示す．

ψ(3)
cross(w,x

x3x2x1 ,x)

= θ(w,xx3x2x1 , x1)− θ(wx1x2 ,xx3 , x2) + θ(wx1x2 ,xx3 , x3)

= ψ(w, xx3x2x11 , x1)− ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , x1) + ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx2x13 , x1)

− ψ(wx1x2 , xx31 , x2) + ψ(wx1x2x3x1x2x3 , xx32 , x2)− ψ(wx1x2x3x1x2x3 , x3, x2)

+ ψ(wx1x2 , xx31 , x3)− ψ(wx1x2x3x1x2x3 , xx32 , x3)

= ψ(w, xx3x2x11 , x1)− ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , x1) + ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx2x13 , x1)

− ψ(wx1x2 , xx31 , x2) + ψ(wx1x2 , xx31 , x3)

− ψ(wx1x2x3x1x2x3x2 , xx3x22 , xx23 )− ψ(wx1x2x3x1x3 , x3, x2) + ψ(wx1x2x3x1x2 , x2, x2)

= ψ(w, xx3x2x11 , x1)− ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , x1) + ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx2x13 , x1)

− ψ(wx1x2x3x1x2x3x2 , xx3x22 , xx23 ) + ψ(wx1 , xx3x21 , xx23 )− ψ(wx1x2 , x3, x2)− ψ(wx1x2x3 , x1, x2)
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= ψ(w, xx3x2x11 , x1)− ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , x1) + ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx2x13 , x1)

− ψ(wx1x2 , x3, x2)− ψ(wx1x2x3x2x3x2 , xx2x3x21 , xx3x22 )− ψ(wx1x2x3x2x3x2 , xx3x22 , xx23 )

+ ψ(wx1x2x3x2x3x2 , xx2x3x21 , xx23 )

= ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx2x13 , x1) + ψ(wx1x2x3x2x3x2 , xx2x3x21 , xx23 )− ψ(wx1x2 , x3, x2)

− ψ(wx1x2x3x2x3x2 , xx3x22 , xx23 )− ψ(wx1x2x3x2x3x2x1 , xx2x3x2x11 , xx3x2x12 )

− ψ(wx1x2x3x2x3x2x1 , xx3x2x12 , x1) + ψ(wx1x2x3x2x3x2x1 , xx2x3x2x11 , x1)

= −ψ(wx1x2 , x3, x2)− ψ(wx1x2x3x2x3x2 , xx3x22 , xx23 )− ψ(wx1x2x3x2x3x2x1 , xx2x3x2x11 , xx3x2x12 )

− ψ(wx1x2x3x2x3x2x1 , xx3x2x12 , x1)

+ ψ(wx1x2x3x2x3x2x1 , xx2x3x2x11 , xx2x13 ) + ψ(wx1x2x3x2x3x2x1 , xx2x13 , x1) + ψ(wx1x2x3x1 , x1, x1)

= −ψ(wx1x2 , x3, x2)− ψ(wx1x2x3x2x3x2x1 , xx2x3x2x11 , xx3x2x12 ) + ψ(wx1x2x3x2x3x2x1 , xx2x3x2x11 , xx2x13 )

− ψ(wx1x2x3x2x3x2x1 , xx3x2x12 , xx2x13 ) + ψ(w, xx2x13 , x1)− ψ(wx1x2x3x1 , xx12 , x1)

= −ψ(wx1x2 , x3, x2)− ψ(wx1x2x3x1 , xx12 , x1) + ψ(w, xx2x13 , x1)

− ψ(wx1x2x3x1 , x1, x
x1
2 )− ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , xx2x13 ) + ψ(w, xx3x2x11 , xx2x13 )

= −ψ(wx1x2x1 , xx13 , xx12 )− ψ(wx1x2x1 , xx12 , x1) + ψ(wx1x2x1 , xx13 , x1)

− ψ(wx1x2x3x1 , x1, x
x1
2 )− ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , xx2x13 ) + ψ(w, xx3x2x11 , xx2x13 )

= −ψ(3)
twist(w,x).

よって ψ(3)(w,x,x) = ψ
(3)
twist(w,x) + ψ

(3)
cross(w,xx3x2x1 ,x) = 0，つまり (C2)′ が成立する．

従って ψ(3) はシャドーカンドル 2-コサイクルである．

4.3 二面体カンドルの場合

この節では奇素数位数の二面体カンドル Rp の望月 3-コサイクル ψ に対し，ψ(3) を R
(3)
p

の各連結成分に制限して得られるシャドーカンドル 2-コサイクルが全て ψ とコホモロガス

であることを示す．

X = Rp（pは奇素数）とし，ψ : R3
p → Z/pZは望月 3-コサイクル

ψ(w, x, y) = (w − x)
xp + (2y − x)p − 2yp

p

とする．f : Z3 → Z を f(w, x, y) = (w − x)(xp + (2y − x)p − 2yp) と定めたとき，

w, x, y ∈ Rp = Z/pZの Zへのリフト w, x, y に対し f(w, x, y)/p mod pは well-defined．

R
(3)
p の連結成分 (Rp)i,j 上の点に対する ψ(3) の値を計算する．

ψ(3)(w, xi,j, yi,j) =ψ(−w + 2(x+ i− j), x+ i− j, x+ i)

− ψ(−w + 2(x+ i− j), x+ 2i− j, x+ i)

+ ψ(−w + 2(x+ i− j), x+ 2i− j, x+ i− j)
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+ ψ(w, x− i, y + i)− ψ(w, x− i, x− j) + ψ(w + 2i, x+ i, x+ i− j)

+ ψ(w − 2j, x− (i+ j), x− j) + ψ(w − 2j, x− j, y + i)

− ψ(w − 2j, x− (i+ j), y + i)

+ ψ(w, x− i+ j, y + i+ j)− ψ(w, x− i+ j, y + j)

+ ψ(w, x+ j, y + j)− ψ(w, x+ j, y + i+ j)

− ψ(w + 2j, x− i+ 2j, y + i+ j)

+ ψ(w + 2j, x− i+ 2j, y + j).

ψ̂i,j = ψ(3) ◦ (id×hi,j ×hi,j)とおく．ψが 3-コサイクルであることを用いて変形すると次の

式が得られる．

ψ̂i,j(w, x, y) =ψ(w + 2i, x+ i, x+ i− j) + ψ(w, x− i, y + i)− ψ(w, x− i, x− j)

− ψ(w + 2j, x− i+ 2j, y + i+ j) + ψ(w + 2j, x− i+ 2j, y + j)

+ ψ(w, x− i+ j, y + i+ j)− ψ(w, x− i+ j, y + j)

+ ψ(w − 2j, x− i− j, x− j)− ψ(w − 2j, x− i− j, y + i)

+ ψ(w, x+ j, y + j)− ψ(w, x+ j, y + i+ j) + ψ(w − 2j, x− j, y + i)

+ ψ(w + 2j, x+ j, x+ i+ j)− ψ(w, x− j, x+ i) + ψ(w + 2i, x+ i− j, x+ i).

これらの和は，ψ を f に置き換えたものの Zにおける和を pで割ったものと値が等しい．

幾つかのまとまりに分けて和を計算する．

f(w + 2i, x+ i, x+ i− j) + f(w, x− i, y + i)− f(w, x− i, x− j)

− f(w + 2j, x− i+ 2j, y + i+ j) + f(w + 2j, x− i+ 2j, y + j)

= (w − x+ i)((x+ i)p + (2y − x+ i)p − 2(x+ i− j)p − 2(y + i)p + 2(x− j)p

+ 2(y + i+ j)p − 2(y + j)p).

f(w, x− i+ j, y + i+ j)− f(w, x− i+ j, y + j)

+ f(w − 2j, x− i− j, x− j)− f(w − 2j, x− i− j, y + i)

= (w − x+ i− j)((x+ i− j)p − (2y − x+ i+ j)p + 2(y + i)p − 2(x− j)p

− 2(y + i+ j)p + 2(y + j)p).

f(w, x+ j, y + j)− f(w, x+ j, y + i+ j) + f(w − 2j, x− j, y + i)

= (w − x− j)((x− j)p + (2y − x+ j)p − 2(y + i)p + 2(y + i+ j)p − 2(y + j)p).

f(w + 2j, x+ j, x+ i+ j)− f(w, x− j, x+ i)

= (w − x+ j)(2(x+ i)p − (x− j)p + (x+ j)p − 2(x+ i+ j)p).

f(w + 2i, x+ i− j, x+ i)

= (w − x+ i+ j)((x+ i− j)p + (x+ i+ j)p − 2(x+ i)p).
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これらを全て足し合わせたものを f̂i,j(w, x, y)とおく．

f̂i,j(w, x, y) = (w − x− i)(x+ i)p + (w − x+ j)(x+ j)p − (w − x− i+ j)(x+ i+ j)p

− 2(w − x)(y + i)p − 2(w − x)(y + j)p + 2(w − x)(y + i+ j)p

+ (w − x+ i)(2y − x+ i)p + (w − x− j)(2y − x+ j)p

− (w − x+ i− j)(2y − x+ i+ j)p.

ψ̂i,j(w, x, y) = f̂i,j(w, x, y)/p ∈ Z/pZである．
命題 4.11より ψ̂i,j はシャドーカンドル 2-コサイクルであるが，i ̸= 0, j ̸= 0, i ̸= j のとき

カンドル 3-コサイクルではない．しかし以下に示すように適当なラック 3-コバンダリを加

えることでカンドル 3-コサイクルになる．

補題 4.12. 任意の i, j ∈ Rp に対し ψ̂i,j + ξi,j がカンドル 3-コサイクルとなるようなラック

3-コバンダリ ξi,j が存在する．

証明. 以下の手順で ξi,j を構成する．まず

ψ̂i,j(x, x, y) = i
(x+ i+ j)p − (x+ i)p − jp

p
− i

(2y − x+ i+ j)p − (2y − x+ i)p − jp

p

− j
(x+ i+ j)p − (x+ j)p − ip

p
+ j

(2y − x+ i+ j)p − (2y − x+ j)p − ip

p

であることに注意する．ここで任意の関数 f : R2
p → Z/pZ に対し df(x, x, y) = f(2y −

x, 2y − x)− f(x, x)であることから，

f(x, x) =
(x+ i+ j)p − (x+ i)p − jp

p
, g(x, x) =

(x+ i+ j)p − (x+ j)p − ip

p

であるような f, g に対し ξi,j = idf − jdg とすればよいと予想される．実際，

f(x, y) =
(x+ i+ j)p − (x+ i)p − jp

p
, g(x, y) =

(x+ i+ j)p − (x+ j)p − ip

p

と定めるとこれらは Z/pZ値関数として well-definedであり，シャドーカンドル 2-コサイ

クルであるので ψ̂i,j との線形和 ψ̂i,j + ξi,j もシャドーカンドル 2-コサイクル．さらに上の計

算により ψ̂i,j(x, x, y) + ξi,j(x, x, y) = 0も従うので，よって題意は示された．

次に [ψ] = [ψ̂i,j + ξi,j] ∈ H3
Q(Rp,Z/pZ)であることを示す．そのためには (2, p)-トーラス

結び目に対するシャドーコサイクル不変量を ψ, ψ̂i,j それぞれについて計算し，両者の値が

等しいことを示せばよい．

まずは ψ̂i,j に対する値を計算する．そのために次の補題を証明する．

補題 4.13. 任意の i, j, w, x, a ∈ Rp に対し∑
k∈Rp

ψ̂i,j(w, x+ (k − 1)a, x+ ka) = −a2
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が成り立つ．

証明. a = 0のときは ψ̂i,j がシャドーカンドル 2-コサイクルであることから従う．

a ̸= 0のとき，Z/p2Zにおいて
∑p

k=1 f̂i,j(w, x + (k − 1)a, x + ka)を計算する．f̂i,j の定

義より

p∑
k=1

f̂i,j(w, x+ (k − 1)a, x+ ka)

=

p∑
k=1

((w − x− i− (k − 1)a)(x+ i+ (k − 1)a)p + (w − x+ j − (k − 1)a)(x+ j + (k − 1)a)p

− (w − x− i+ j − (k − 1)a)(x+ i+ j + (k − 1)a)p

− 2(w − x− (k − 1)a)(x+ i+ ka)p − 2(w − x− (k − 1)a)(x+ j + ka)p

+ 2(w − x− (k − 1)a)(x+ i+ j + ka)p

+ (w − x+ i− (k − 1)a)(x+ i+ (k + 1)a)p + (w − x− j − (k − 1)a)(x+ j + (k + 1)a)p

− (w − x+ i− j − (k − 1)a)(x+ i+ j + (k + 1)a)p)

となる．一般に数列 (ak)k∈N に対し
∑p

k=1 ak =
∑p−1

k=0 ak+1 =
∑p+1

k=2 ak−1 より

p∑
k=1

f̂i,j(w, x+ (k − 1)a, x+ ka)

=

p−1∑
k=0

((w − x− i− ka)(x+ i+ ka)p + (w − x+ j − ka)(x+ j + ka)p

− (w − x− i+ j − ka)(x+ i+ j + ka)p)

+

p∑
k=1

2((w − x− (k − 1)a)(x+ i+ j + ka)p − 2(w − x− (k − 1)a)(x+ i+ ka)p

− 2(w − x− (k − 1)a)(x+ j + ka)p)

+

p+1∑
k=2

((w − x+ i− (k − 2)a)(x+ i+ ka)p + (w − x− j − (k − 2)a)(x+ j + ka)p

− (w − x+ i− j − (k − 2)a)(x+ i+ j + ka)p)

と変形できる．(x+ i+ ka)p, (x+ j + ka)p, (x+ i+ j + ka)p それぞれについてまとめると

p∑
k=1

f̂i,j(w, x+ (k − 1)a, x+ ka)

= (w − x− i)(x+ i)p + (w − x+ j)(x+ j)p − (w − x− i+ j)(x+ i+ j)p

+ (w − x− i− a)(x+ i+ a)p + (w − x+ j − a)(x+ j + a)p

+ 2(w − x)(x+ i+ j + a)p − 2(w − x)(x+ i+ a)p − 2(w − x)(x+ j + a)p
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+ 2(w − x− (p− 1)a)(x+ i+ j + pa)p − 2(w − x− (p− 1)a)(x+ i+ pa)p

− 2(w − x− (p− 1)a)(x+ j + pa)p − (w − x− i+ j − a)(x+ i+ j + a)p

+ (w − x+ i− (p− 2)a)(x+ i+ pa)p + (w − x− j − (p− 2)a)(x+ j + pa)p

− (w − x+ i− j − (p− 2)a)(x+ i+ j + pa)p

+ (w − x+ i− (p− 1)a)(x+ i+ (p+ 1)a)p + (w − x− j − (p− 1)a)(x+ j + (p+ 1)a)p

− (w − x+ i− j − (p− 1)a)(x+ i+ j + (p+ 1)a)p

= pa(x+ i)p + pa(x+ j)p − pa(x+ i+ j)p − pa(x+ i+ a)p − pa(x+ j + a)p

+ pa(x+ i+ j + a)p

となる．ここで最後の等号で (x+ py)p ≡ xp mod p2 を用いた．これを pで割ると∑
k∈Rp

ψ̂i,j(w, x+ (k − 1)a, x+ ka)

= a{(x+ i)p − (x+ i+ a)p}+ a{(x+ j)p − (x+ j + a)p}+ a{(x+ i+ j + a)p − (x+ i+ j)p}
= −ap+1 − ap+1 + ap+1 = −a2

と変形できる．ただし (x+ a)p ≡ xp + ap mod pおよび a ̸= 0に対し ap−1 ≡ 1 mod pを

用いた．

次に ψ についてのシャドーコサイクル不変量を計算するため，次の補題を証明する．

補題 4.14. 任意の i, j, w, x, a ∈ Rp に対し∑
k∈Rp

ψ(w, x+ (k − 1)a, x+ ka) = −a2

が成り立つ．

証明. Z/p2Zにおいて
p∑

k=1

(w − x− (k − 1)a){(x+ (k − 1)a)p + (x+ (k + 1)a)p − 2(x+ ka)p}

=

p−1∑
k=0

(w − x− ka)(x+ ka)p +

p+1∑
k=2

(w − x− (k − 2)a)(x+ ka)p

− 2

p∑
k=1

(w − x− (k − 1)a)(x+ ka)p

= (w − x)xp − (w − x+ a)(x+ a)p − (w − x− pa)(x+ pa)p

+ (w − x− (p− 1)a)(x+ (p+ 1)a)p

= paxp − pa(x+ a)p
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よって ∑
k∈Rp

ψ(w, x+ (k − 1)a, x+ ka) = axp − a(x+ a)p = −ap+1 = −a2.

系 4.15. (2, p)-torus knot T (2, p) (pは奇素数 )に対し

Ψψ̂i,j
(T (2, p)) = Ψψ(T (2, p))

が成り立つ．特に [ψ̂i,j + ξi,j] = [ψ] ∈ H3
Q(Rp,Z/pZ)，つまり ψ̂i,j は望月 3-コサイクルとコ

ホモロガス．

証明. Z/pZ = ⟨t|tp = 1⟩とする．補題 4.13,4.14より

Ψψ̂i,j
(T (2, p)) =

∑
x∈Z/pZ

p∑
a=1

t−a
2

= Ψψ(T (2, p)).

注釈. p = 3のときは真の等号 ψ̂i,j + ξi,j = ψ が成立する．

5 主結果の証明

この節では主結果の証明を与える．5.1節では図式 Ď(3) の X-彩色が Ď の X(3) 彩色と一

対一に対応することを示し，それを用いて一般のカンドルの彩色数のサテライト化公式（定

理 3.1）の証明を与える．5.2節では一般のシャドーカンドル 2-コサイクルに対するシャドー

コサイクル不変量のサテライト化公式（定理 3.2）の証明を与える．5.3節では Alexander

カンドルによる彩色数のサテライト化公式（定理 3.3）の証明を与える．5.4節では八面体

カンドルによる彩色数のサテライト化公式（定理 3.5）の証明を与える．5.5節では二面体

カンドルの望月 3-コサイクルに対するシャドーコサイクル不変量のサテライト化公式（定

理 3.4）の証明を与える．5.6節では八面体カンドルの 3-コサイクルに対するシャドーコサ

イクル不変量のサテライト化公式（定理 3.7）の証明を与える．5.7節と 5.8節では八面体カ

ンドルとタングル Tm,n についてサテライト化公式（例 3.6，例 3.8）の係数を計算する．

5.1 定理 3.1の証明

この節では 1-タングルの図式 Ď とその 0-枠に沿った三重化で (+,−,+)-型のタングル

Ď(3) について，Ď(3) の連結カンドル X による彩色が Ďの X(3) による彩色と対応すること

を示す．その結果として定理 3.1の証明を与える．

1-タングルの図式 Ďについて，連結カンドルX による彩色の集合を ColX(Ď)と表し，Ď

の上端，下端それぞれにおける色が x, y ∈ X であるような彩色の集合を ColX(Ď;x, y)と

表す．X(3) の極大成分の集合を {Xi}i∈I と表す．
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図式の三重化により弧 a ∈ Arc(Ď)には Ď(3) の弧 a1, a2, a3 が対応する．ただし aが下向

きの自明な 1-タングルとして表されるとき，a1, a2, a3 はこの順で左から並ぶ自明な 3-タン

グルで向きは順に下，上，下であるとする．（図 13参照）

図 13: Ďの三重化

写像 γ : ColX(Ď
(3)) → ColX(3)(Ď)を C(3) ∈ ColX(Ď

(3))に対し

γ(C(3))(a) = (C(3)(a1), C(3)(a2), C(3)(a3))

で定める．γ(C(3))は X(3) の定義より X(3)-彩色となるので γ は well-definedである．また

δ : ColX(3)(Ď) → ColX(Ď
(3))を C ∈ ColX(3)(Ď)に対し C(a) = (x1, x2, x3)であるとき

δ(C)(a1) = x1, δ(C)(a2) = x2, δ(C)(a3) = x3

と定める．このとき次が成立する．

補題 5.1. γ は全単射である．

証明. 定義より γ ◦ δ = id, δ ◦ γ = idであるので主張が成り立つ．

C ∈ ColX(3)(Ď)について，ある弧 a ∈ Arc(Ď)に対し C(a) = xとすると，aと交点を挟

んで隣接する弧 b の色 y = C(b) は x と同じ X(3) の極大成分に含まれている必要がある．

よって全ての弧に対する色が同じ極大成分に含まれるので，Ďの彩色集合は

ColX(3)(Ď) =
⊔
i∈I

ColXi
(Ď)

と表される．よって次の系が成立する．

系 5.2. ColX(Ď
(3))から

⊔
i∈I ColXi

(Ď)への全単射が存在する．

また上端と下端の色を制限した彩色について次が成り立つ．

系 5.3. x,y ∈ X(3) について，x ∈ Xi,y ∈ Xj とすると ColX(Ď
(3);x,y) ̸= ∅であるのは

i = j のときに限る．またこのとき ColX(Ď
(3);x,y)から ColXi

(Ď;x,y)への全単射が存在

する．

系 5.2，系 5.3より ColXi
(Ď) =

⊔
x,y∈Xi

ColXi
(Ď;x,y)である．以上を踏まえてK(3)(T )

の X-彩色数を計算する．
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定理 3.1の証明. 任意の C ∈ ColX(K
(3)(T ))について，T の上端，下端における色がそれぞれ

y,x ∈ X3とする．このとき Cは T のX-彩色 C(T ) ∈ ColX(T ;y,x)と Ď(3)のX-彩色 C(3) ∈
ColX(Ď

(3);x,y)の組とみなせる．補題 5.1より C(3)はある CĎ ∈ ColX(3)(Ď;x,y)と同一視

される．X(3) =
⊔
i∈I XiをX(3)の極大連結部分カンドル分解とすると系 5.3よりある i ∈ I

に対し x,y ∈ Xi かつ CĎ ∈ ColXi
(Ď;x,y)となる．ゆえに C ∈ ColX(K

(3)(T ))の元はある

i ∈ I に対する ColX(T ;y,x)× ColXi
(Ď;x,y)に含まれる．逆に CT ∈ ColX(T ;y,x), CĎ ∈

ColXi
(Ď;x,y)とするとこれらを組み合わせてK(3)(T )の X-彩色が得られる．つまり

ColX(K
(3)(T )) =

⊔
i∈I

⊔
x,y∈Xi

ColX(T ;y,x)× ColXi
(Ď;x,y)

と同一視される．両辺の集合の濃度を考えると

colX(K
(3)(T )) =

∑
i∈I

∑
x,y∈Xi

colX(T ;y,x) · colXi
(Ď;x,y)

と表される．よって題意は示された．

定理の右辺の項について，以下の補題を用いればカンドルの情報のみから右辺を簡略化す

ることができる．

補題 5.4. x,y ∈ Xi とし，t ∈ Aut(X(3)) とする．t(x) ∈ Xj のとき全単射

t∗ : ColXi
(Ď;x,y) → ColXj

(Ď; t(x), t(y))が存在する．

証明. 写像 t∗ : ColX(3)(Ď) → ColX(3)(Ď)を C ∈ ColX(3)(Ď), a ∈ Arc(Ď)に対し

t∗(C)(a) = t(C(a))

で定めると，t がカンドル準同型より t∗ は well-defined である．このとき系 5.2 より

C ∈ ColXi
(Ď;x,y) に対し t∗(C) はある ColXk

(Ď) に含まれる．t(x) ∈ Xj であるから

t∗(C) ∈ ColXj
(Ď)である．また t∗ の定義より Ďの始点と終点における t∗(C)の値はそれぞ

れ t(x), t(y)である，つまり t∗(C) ∈ ColXj
(Ď; t(x), t(y))が成り立つ．これより t∗ を制限

した写像 t∗ : ColXi
(Ď;x,y) → ColXj

(Ď; t(x), t(y))が得られる．t−1 についても同様の議

論により写像 (t−1)∗ : ColXj
(Ď; t(x), t(y)) → ColXi

(Ď;x,y)が得られる．定義より (t−1)∗

は t∗ の逆写像であるから，主張が成り立つ．

系 5.5. x,y,x′ ∈ Xi のとき，t(x) = x′ となる t ∈ Inn(Xi)が存在する．このとき全単射

t∗ : ColXi
(Ď;x,y) → ColXi

(Ď;x′, t(y))が存在する．

証明. t ∈ Inn(Xi)の存在は Xi が連結より従う．t ∈ Inn(Xi)は Xi ⊂ X(3) の有限個の元の

作用により表されるので t ∈ Inn(X(3))とみなせる．よって t ∈ Aut(X(3))より補題 5.4で

定められる t∗ : ColXi
(Ď;x,y) → ColXi

(Ď;x′, t(y))は全単射である．

(+,−,+)-型のタングル T に対し上端，下端それぞれにおける色が x,y ∈ X(3) であるよ

うな X-彩色の集合を ColX(T ;x,y)と表す．このとき補題 5.4と同様に次が成立する．
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補題 5.6. x,y ∈ Xi とし，u ∈ Aut(X) とする．このとき全単射 u∗ : ColX(T ;x,y) →
ColX(T ;u(x), u(y))が存在する．ただし u(x) = (u(x1), u(x2), u(x3))と表す．

証明. 写像 u∗ : ColX(T ) → ColX(T )を C ∈ ColX(T ), a ∈ Arc(T )に対し

u∗(C)(a) = u(C(a))

で定めると，uがカンドル準同型より u∗は well-definedである．これを ColX(T ;x,y)に制

限すると写像 u∗ : ColX(T ;x,y) → ColX(T ;u(x), u(y))が得られる．同様に u−1 に対し写

像 (u−1)∗ : ColX(T ;u(x), u(y)) → ColX(T ;x,y) が得られる．定義より (u−1)∗ は u∗ の逆

写像であるから，主張が成り立つ．

5.2 定理 3.2の証明

この節では Ď(3) に対するシャドーカンドル 2-コサイクル ψ を用いたウェイトと Ď に対

するシャドーカンドル 2-コサイクル ψ(3) を用いたウェイトの対応について述べる．その対

応により K(3)(T ) のシャドーコサイクル不変量が K,T の不変量を用いて表されることを

示す．

まずは Ď(3) の部分のウェイトについて，次が成立する．

補題 5.7. x,y ∈ Xi, C ∈ ColXi
(Ď;x,y)とし，δ(C) ∈ ColX(Ď

(3))を対応する彩色とする．

このとき

Wψ(3)(Ď, C; r) = Wψ(Ď
(3), δ(C); r)

が成り立つ．

証明. 補題 5.1における Ďの X(3)-彩色と Ď(3) の X-彩色の対応について，ψ(3) の定義より

Ď の各交点での ψ(3) を用いた X-シャドー X(3)-彩色についてのウェイトは，図式 Ď(3) の

X-シャドー X-彩色についての ψ を用いたウェイトに等しい．よって全ての交点について

のウェイトを足し合わせた式も等しいので，示すべき等式が成り立つ．

定理 3.2の証明. 任意の C ∈ ColX(K
(3)(T )) について，T の上端，下端における色がそれ

ぞれ y,x ∈ X3 とする．このとき C は T の X-彩色 CT ∈ ColX(T ;y,x)と Ď(3) の X-彩色

C(3) ∈ ColX(Ď
(3);x,y)の組とみなせる．よって

Ψψ(K
(3)(T ), r) =

∑
x,y∈X3

∑
CT∈ColX(T ;y,x)

∑
C(3)∈ColX(Ď(3);x,y)

Wψ(T, CT ; r) ·Wψ(Ď
(3), C(3); r)

と表される．補題 5.1より C(3) ∈ ColX(Ď
(3);x,y)は γ(C(3)) ∈ ColX(3)(Ď;x,y)と対応し，

補題 5.7よりWψ(Ď
(3), C(3); r) = Wψ(3)(Ď, δ(C(3)); r)が成り立つ．また ColX(Ď

(3);x,y) ̸=
∅であるのはある i ∈ I に対し x,y ∈ Xi となるときに限るので，

Ψψ(K
(3)(T ), r) =

∑
i∈I

∑
x,y∈Xi

∑
CT∈ColX(T ;y,x)

∑
C∈ColXi

(Ď;x,y)

Wψ(T, CT ; r) ·Wψi
(Ď, C; r)
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=
∑
i∈I

∑
x,y∈Xi

Ψψ(T ;y,x, r) ·Ψψi
(Ď;x,y, r)

と変形できる．ただし ψ(3) : X ×X(3) ×X(3) → Aを Xi ⊂ X(3) に制限したシャドーカン

ドル 2-コサイクルを ψi : X ×Xi ×Xi → Aとおいた．

具体的な ψ に対しては以下の補題を用いれば右辺を簡略化することができる．

補題 5.8. T を任意のタングルとする．X を連結カンドル，M を X-集合とし，θ : M ×
X2 → A をシャドーカンドル 2-コサイクルとする．C ∈ ColX(T ), s ∈ Inn(X) に対し

s(C) ∈ ColX(T )を任意の弧 aに s(C(a))を対応させる彩色とする．このとき

Wθ(T, C; r) = Wθ(T, s(C); s(r))

が成り立つ．ただし s(x) = xy1y2··· のとき sは r ∈M に s(r) = ry1y2··· で作用する．

証明. s(x) = x ∗ z(∃z ∈ X)の場合に示す．

θz :M ×X2 → Aを θz(w, x, y) = θ(wz, xz, yz)とおく．θz は θとコホモロガスであるか

らWθ(T, s(C); s(r)) = Wθz(T, C; r) = Wθ(T, C; r)が成り立つ．

系 5.9. Ď を 1-タングルの図式とし，Xi を有限な連結カンドル，X を Xi-集合とする．

また ψi : X × Xi × Xi → A をシャドーカンドル 2-コサイクルとする．このとき任意の

x, y ∈ Xi, r ∈ X, s ∈ Inn(Xi)に対し

Ψψi
(Ď;x, y, r) = Ψψi

(Ď; s(x), s(y), s(r))

が成り立つ．

証明. 補題 5.8より

Ψψi
(Ď;x, y, r) =

∑
C∈ColXi

(Ď;x,y)

Wψi
(Ď, C; r)

=
∑

C∈ColXi
(Ď;x,y)

Wψi
(Ď, s(C); s(r))

= Ψψi
(Ď; s(x), s(y), s(r))

であるので等式が成り立つ．

5.3 定理 3.3の証明

この節では定理 3.1の結果を有限，連結，忠実な AlexanderカンドルX の場合に適用し，

サテライト結び目K(3)(T )の X-彩色公式を示す．

補題 4.3より X(3) は X と同型な連結カンドル {Xi,j}i,j∈X に分解される．各 Xi,j から基

点 0i,j をとる．仮定より X は忠実なので colXi,j
(Ď;xi,j, yi,j) ̸= ∅となるのは x = y のとき
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に限る．よって定理 3.1より

colX(K
(3)(T )) =

∑
i,j∈X

∑
xi,j∈Xi,j

colX(T ;xi,j, xi,j) · colXi,j
(Ď;xi,j, xi,j)

と表される．系 5.5より

colX(K
(3)(T )) =

∑
i,j∈X

∑
xi,j∈Xi,j

colX(T ;xi,j, xi,j) · colXi,j
(Ď; 0i,j, 0i,j)

=
∑
i,j∈X

∑
xi,j∈Xi,j

colX(T ;xi,j, xi,j) · colX(Ď; 0, 0)

と変形できる．ここで集合 {xi,j|x, i, j ∈ X}は X3 であるから∑
i,j∈X

∑
xi,j∈Xi,j

colX(T ;xi,j, xi,j) = colX(T̂ )

が成り立つ．よって

colX(K
(3)(T )) = colX(T̂ ) · colX(Ď; 0, 0)

である．ここで系 5.5より

colX(Ď) =
∑
x∈X

colX(Ď;x, x) =
∑
x∈X

colX(Ď; 0, 0) = |X| · colX(Ď; 0, 0)

である．また X は忠実なので ColX(K)と ColX(Ď)を同一視できる． ゆえに

colX(K
(3)(T )) = colX(K) · colX(T̂ )/|X|

となり，示すべき等式が成り立つ．

5.4 定理 3.5の証明

この節では定理 3.1 の結果を八面体カンドル Qa
6 の場合に適用し，サテライト結び目

K(3)(T )の Qa
6 彩色公式を示す．

付録 Aより (Qa
6)

(3) の極大連結部分カンドル分解は 4Qa
6

⊔
8Qa

12

⊔
8Qb

12 である．Q
a
6 は忠

実なので 1 ≤ i ≤ 4のとき colXi
(Ď;x,y) ̸= ∅となるのは y = xのときに限る．Qb

12 は補

題 A.3より共役カンドルなので 13 ≤ i ≤ 20のとき colXi
(Ď;x,y) ̸= ∅となるのは y = x

のときに限る．Qa
12 は Qa

6 の中心拡大より，射影 fa : Qa
12 → Qa

6 は被覆写像である．fa は

彩色集合の写像 (fa)∗ : ColQa
12
(Ď) → ColQa

6
(Ď) を誘導する．Ď の始点，終点をそれぞれ

s, tとすると C ∈ ColQa
12
(D)に対し (fa)∗(C(s)) = (fa)∗(C(t))でなければならない．よって

5 ≤ i ≤ 12のとき colXi
(Ď;x,y) ̸= ∅となるのは y = xまたは y = x̃のときに限る．ただ

し x ∈ Qa
12 に対し x̃ ∈ Qa

12 は x̃ ̸= x, fa(x̃) = fa(x)となる唯一つの元である．
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これらをまとめると，定理 3.1より

colQa
6
(K(3)(T )) =

4∑
i=1

∑
x∈Xi

colQa
6
(T ;x,x) · colXi

(Ď;x,x)

+
12∑
i=5

∑
x∈Xi

{
colQa

6
(T ;x,x) · colXi

(Ď;x,x) + colQa
6
(T ; x̃,x) · colXi

(Ď;x, x̃)
}

+
20∑
i=13

∑
x∈Xi

colQa
6
(T ;x,x) · colXi

(Ď;x,x)

が成り立つ．ここで各 iに対し Xi は連結より x ∈ Xi のとき

colXi
(K) = |Xi| · colXi

(Ď;x,x)

が従う．よって

colQa
6
(K(3)(T )) =

4∑
i=1

∑
x∈Xi

colQa
6
(T ;x,x) ·

colQa
6
(K)

6

+
12∑
i=5

∑
x∈Xi

{
colQa

6
(T ;x,x) ·

colQa
12
(K)

12
+ colQa

6
(T ; x̃,x) · colXi

(Ď;x, x̃)

}

+
20∑
i=13

∑
x∈Xi

colQa
6
(T ;x,x) ·

colQb
12
(K)

12

と変形できる．ここで補題 2.5 より x ∈ Xi
∼= Qa

12(i = 5, · · · , 12) のとき，任意の Qa
6

彩色 C ∈ ColQa
6
(Ď; fa(x), fa(x)) に対し持ち上げ C ′ ∈ ColQa

12
(Ď) で始点の色が x であ

るものが唯一つ存在する．このとき C ′ ∈ ColQa
12
(Ď;x,x) または C ′ ∈ ColQa

12
(Ď;x, x̃) で

ある．Qa
12 は 2-コサイクル ϕa により定義される Qa

6 の中心拡大なので，補題 2.12 より

C ∈ ColQa
6
(Ď; fa(x), fa(x)) ⊂ ColQa

6
(D)に対し Φϕa(D, C) = 0 ∈ Z/2Zであることとその

持ち上げが ColQa
12
(Ď;x,x) ⊂ ColQa

12
(D)に含まれることは同値である．よって ϕa により

定義されるカンドルコサイクル不変量を

Φϕa(K) = C0(K,Q
a
6) + C1(K,Q

a
6) · t ∈ Z[t]/(t2 − 1)

と表すと

colQa
12
(K)

12
= colQa

12
(Ď;x,x) =

C0(K,Q
a
6)

6
, colQa

12
(Ď;x, x̃) =

C1(K,Q
a
6)

6

となる．また補題 2.5 より x ∈ Xi
∼= Qb

12(i = 13, · · · , 20) のとき，任意の Qb
6 彩色 C ∈

ColQb
6
(Ď; fb(x), fb(x))に対し持ち上げ C ′ ∈ ColQb

12
(Ď)で始点の色が xであるものが唯一つ

存在する．このとき Qb
12 は共役カンドルより C ′ ∈ ColQb

12
(Ď;x,x)である．よって

colQb
6
(K)

6
= colQb

6
(Ď; fb(x), fb(x)) = colQb

12
(Ď;x,x) =

colQb
12
(K)

12
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が成り立つ．よって

colQa
6
(K(3)(T )) =

4∑
i=1

∑
x∈Xi

colQa
6
(T ;x,x) ·

colQa
6
(K)

6

+
12∑
i=5

∑
x∈Xi

{
colQa

6
(T ;x,x) · C0(K,Q

a
6)

6
+ colQa

6
(T ; x̃,x) · C1(K,Q

a
6)

6

}

+
20∑
i=13

∑
x∈Xi

colQa
6
(T ;x,x) ·

colQb
6
(K)

6

と変形できる．

各 Xi に基点 x0,i ∈ Xi をとる．Xi は連結より任意の x ∈ Xi に対し s(x) = x0,i とな

る s ∈ Inn(Xi) ⊂ Inn((Qa
6)

(3)) が存在する．(Qa
6)

(3) の定義より x = (x1, x2, x3) のとき

s(x) = (u(x1), u(x2), u(x3))となる u ∈ Inn(Qa
6)が存在する．よって補題 5.6より

colQa
6
(T ;x,y) = colQa

6
(T ;x0,i, s(y))

が成り立つ．このとき y = x̃ ならば s(y) = x̃0,i であることに注意する．従って ci,0 =

colQa
6
(T ;x0,i,x0,i)(1 ≤ i ≤ 20), ci,1 = colQa

6
(T ; x̃0,i,x0,i)(5 ≤ i ≤ 12)とおくと

colQa
6
(K(3)(T )) =

4∑
i=1

6ci,0 ·
colQa

6
(K)

6

+
12∑
i=5

12

{
ci,0 ·

C0(K,Q
a
6)

6
+ ci,1 ·

C1(K,Q
a
6)

6

}

+
20∑
i=13

12ci,0 ·
colQb

6
(K)

6

と表される．ここで 2 ∈ Qa
6 による作用 s2 ∈ Inn(Qa

6)について，Xiの基点の各成分に s2を

作用させると

s2(155) = (133), s2(326) = (624), s2(331) = (661), s2(635) = (463)

s2(265) = (243), s2(415) = (513), s2(342) = (652), s2(646) = (454)

となり，補題 5.6より s2 は ColQa
6
(T ;x0,2i,y)から ColQa

6
(T ;x0,2i−1, s2(y))への全単射を誘

導する (3 ≤ i ≤ 10)．従って c2i,0 = c2i−1,0(3 ≤ i ≤ 10), c2i,1 = c2i−1,1(3 ≤ i ≤ 6)が成り立

つ．ゆえに

colQa
6
(K(3)(T )) =

4∑
i=1

ci,0 · {C0(K,Q
a
6) + C1(K,Q

a
6)}

+
6∑
i=3

4 {c2i,0 · C0(K,Q
a
6) + c2i,1 · C1(K,Q

a
6)}+

10∑
i=7

4ci,0 · colQb
6
(K)
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=

{
4∑
i=1

ci,0 + 4
6∑
i=3

c2i,0

}
· C0(K,Q

a
6)

+

{
4∑
i=1

ci,0 + 4
6∑
i=3

c2i,1

}
· C1(K,Q

a
6) +

10∑
i=7

4ci,0 · colQb
6
(K)

と変形できるので，定理の主張が示された．

5.5 定理 3.4の証明

この節では定理 3.2の結果を奇素数位数の二面体カンドル Rp の場合に適用し，望月 3-コ

サイクルに対するシャドーコサイクル不変量のサテライト公式を証明する．

補題 4.3より (Rp)
(3) は Rp と同型な連結カンドル {(Rp)i,j}i,j∈Rp に分解される．望月 3-

コサイクル ψ から図式の三重化によって得られるシャドーカンドル 2-コサイクル ψ(3) を

(Rp)i,j に制限したものを ψ̂i,j と表す．Rp は忠実なので，定理 3.2 よりサテライト結び目

K(3)(T )のシャドーコサイクル不変量は

Ψψ(K
(3)(T ), r) =

∑
i,j∈Z/pZ

∑
x∈Rp

Ψψ(T ;xi,j, xi,j, r) ·Ψψ̂i,j
(Ď;xi,j, xi,j, r)

と表される．ただし

Ψψ(T ;xi,j, xi,j, r) =
∑

C∈ColRp (T ;xi,j ,xi,j)

Wψ(T, C; r)

Ψψ̂i,j
(Ď;xi,j, xi,j, r) =

∑
C∈Col(Rp)i,j

(Ď;xi,j ,xi,j)

Wψ̂i,j
(Ď, C; r)

とおいた．

系 4.15より ψ̂i,j は ψ とコホモロガスである．よって

Ψψ̂i,j
(Ď;xi,j, xi,j, r) = Ψψ(Ď;x, x, r)

である．また Rp は連結より任意の x ∈ Rp に対し s(0) = xとなる s ∈ Inn(Rp)が存在する

ので，系 5.9およびWψ が外部領域の色によらないことから

Ψψ(Ď;x, x, r) = Ψψ(Ď; 0, 0, r)

が成り立つ．ゆえに任意の x ∈ Rp に対し

pΨψ(Ď;x, x, r) = Ψψ(D, r)

であるので，

Ψψ(K
(3)(T ), r) =

∑
i,j∈Z/pZ

∑
x∈Rp

Ψψ(T ;xi,j, xi,j, r) ·Ψψ(Ď;x, x, r)
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=
∑

i,j∈Z/pZ

∑
x∈Rp

Ψψ(T ;xi,j, xi,j, r) ·Ψψ(D, r)/p

と変形できる．ここで {xi,j}x,i,j∈Rp は集合として (Rp)
3 に等しいので，

Ψψ(K
(3)(T ), r) = Ψψ(T̂ , r) ·Ψψ(D, r)/p

となり，定理の等式が成り立つことが示された．

5.6 定理 3.7の証明

この節では定理 3.2 の結果を八面体カンドル Qa
6 の場合に適用し，望月 3-コサイクル

ψ ∈ H3
Q(R3;Z/3Z)の Qa

6 への引き戻しにより得られるカンドル 3-コサイクル ψa に対する

シャドーコサイクル不変量のサテライト公式を証明する．

定理 3.5 の証明より，各 Xi による Ď の彩色集合 ColXi
(Ď;x,y) が空でないのは y =

x(1 ≤ i ≤ 20) または y = x̃(5 ≤ i ≤ 12) のときに限る．よって ψa から図式の三重化に

よって得られるシャドーカンドル 2-コサイクル ψ
(3)
a を Xi に制限したものを ψ̂a,i とおくと，

任意の r ∈ Qa
6 に対し

Ψψa(K
(3)(T ), r) =

20∑
i=1

∑
x∈Xi

Ψψa(T ;x,x, r) ·Ψψ̂a,i
(Ď;x,x, r)

+
12∑
i=5

∑
x∈Xi

Ψψa(T ; x̃,x, r) ·Ψψ̂a,i
(Ď;x, x̃, r)

と表される．各 Xi に基点 x0,i をとり，x ∈ Xi に対し s(x) = x0,i となる s ∈ Inn(Xi)をと

ると系 5.9より

Ψψ̂a,i
(Ď;x,x, r) = Ψψ̂a,i

(Ď;x0,i,x0,i, r) = Ψψa,i
(D, r)/|Xi|

Ψψ̂a,i
(Ď;x, x̃, r) = Ψψ̂a,i

(Ď;x0,i, x̃0,i, r)

となる．補題 B.1より 1 ≤ i ≤ 4のとき ψ̂a,i は ψa とコホモロガスである．補題 B.2より

5 ≤ i ≤ 12のとき ψ̂a,i は ψ12,a = ψ ◦ (ja × Ja × Ja)とコホモロガスである．補題 B.3より

13 ≤ i ≤ 20のとき ψ̂a,i は ψ12,b = ψ ◦ (ja × Jb × Jb)とコホモロガスである．よって

Ψψa(K
(3)(T ), r) =

20∑
i=1

∑
x∈Xi

Ψψa(T ;x,x, r) ·Ψψ̂a,i
(Ď;x0,i,x0,i, r)

+
12∑
i=5

∑
x∈Xi

Ψψa(T ; x̃,x, r) ·Ψψ̂a,i
(Ď;x0,i, x̃0,i, r)
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=
20∑
i=1

∑
x∈Xi

Ψψa(T ;x,x, r) ·Ψψ̂a,i
(D, r)/|Xi|

+
12∑
i=5

∑
x∈Xi

Ψψa(T ; x̃,x, r) ·Ψψ̂a,i
(Ď;x0,i, x̃0,i, r)

と変形できる．補題 2.5より 5 ≤ i ≤ 12のとき，任意のQa
6彩色 C ∈ ColQa

6
(Ď; fa(x0,i), fa(x0,i))

に対し持ち上げ C ′ ∈ ColQa
12
(Ď)で始点の色が x0,i であるものが唯一つ存在する．このとき

C ′ ∈ ColQa
12
(Ď;x0,i,x0,i)または C ′ ∈ ColQa

12
(Ď;x0,i, x̃0,i)である．よって r ∈ Qa

6 に対し

Ψψa(Ď; fa(x0,i), fa(x0,i), r) =
∑

C∈ColQa
6
(Ď;fa(x0,i),fa(x0,i))

Ψψa(Ď, C; r)

=
∑

C∈ColQa
12

(Ď;x0,i,x0,i)

Ψψ12,a(Ď, C; r) +
∑

C∈ColQa
12

(Ď;x0,i,x̃0,i)

Ψψ12,a(Ď, C; r)

= Ψψ12,a(Ď;x0,i,x0,i, r) + Ψψ12,a(Ď;x0,i, x̃0,i, r)

が成り立つ．これを変形すると

Ψψ12,a(Ď;x0,i, x̃0,i, r) =
Ψψa(D, r)

6
−

Ψψ12,a(D, r)

12

となる．よって

Ψψa(K
(3)(T ), r) =

20∑
i=1

∑
x∈Xi

Ψψa(T ;x,x, r) ·Ψψ̂a,i
(D, r)/|Xi|

+
12∑
i=5

∑
x∈Xi

Ψψa(T ; x̃,x, r) ·
(
Ψψa(D, r)

6
−

Ψψ12,a(D, r)

12

)
と表される．

各 x ∈ Xi に対し s(x) = x0,i となる s ∈ Inn(Xi)を選ぶ．このとき x = (x1, x2, x3)のと

き s(x) = (u(x1), u(x2), u(x3))となる u ∈ Inn(Qa
6)が存在する．よって補題 5.8より任意

の C ∈ ColQa
6
(T ;y,x)に対し

Wψa(T, C; r) = Wψa(T, u(C);u(r))

が成り立ち，これより

Ψψa(T ;y,x, r) = Ψψa(T ;u(y),x0,i, u(r))

となる．さらに望月 3-コサイクル ψ に対しWψ は外部領域の色によらないので，引き戻し

の ψa に対するWψa も外部領域の色によらない．よって

Ψψa(T ;y,x, r) = Ψψa(T ;u(y),x0,i, r)

42



と表される．ゆえに

Ψψa(K
(3)(T ), r) =

20∑
i=1

∑
x∈Xi

Ψψa(T ;x0,i,x0,i, r) ·Ψψ̂a,i
(D, r)/|Xi|

+
12∑
i=5

∑
x∈Xi

Ψψa(T ; x̃0,i,x0,i, r) ·
(
Ψψa(D, r)

6
−

Ψψ12,a(D, r)

12

)

=
4∑
i=1

Ψψa(T ;x0,i,x0,i, r) ·Ψψa(D, r)

+
12∑
i=5

Ψψa(T ;x0,i,x0,i, r) ·Ψψ12,a(D, r)

+
20∑
i=13

Ψψa(T ;x0,i,x0,i, r) ·Ψψ12,b
(D, r)

+
12∑
i=5

Ψψa(T ; x̃0,i,x0,i, r) ·
(
2Ψψa(D, r)−Ψψ12,a(D, r)

)
と変形できる．さらに定理 3.5の証明における s2 ∈ Inn(Qa

6)の誘導する ColQa
6
(T ;x0,2i,y)

からColQa
6
(T ;x0,2i−1, s2(y))への全単射について，補題 5.8より任意の C ∈ ColQa

6
(T ;x0,2i,y),

r ∈ Qa
6 に対し

Wψa(T, C; r) = Wψa(T, s2(C); s2(r))

が成り立つので

Ψψa(T ;x0,2i,x0,2i, r) = Ψψa(T ;x0,2i−1,x0,2i−1, r)

Ψψa(T ; x̃0,2i,x0,2i, r) = Ψψa(T ; x̃0,2i−1,x0,2i−1, r)

である．ゆえに

Ψψa(K
(3)(T ), r) =

4∑
i=1

Ψψa(T ;x0,i,x0,i, r) ·Ψψa(D, r)

+ 2
6∑
i=3

Ψψa(T ;x0,2i,x0,2i, r) ·Ψψ12,a(D, r)

+ 2
10∑
i=7

Ψψa(T ;x0,2i,x0,2i, r) ·Ψψ12,b
(D, r)

+ 2
6∑
i=3

Ψψa(T ; x̃0,2i,x0,2i, r) ·
(
2Ψψa(D, r)−Ψψ12,a(D, r)

)
と変形できる．また補題 B.4より，シャドーカンドル 2-コサイクル ψ12,a, ψ12,b の代わりに

それぞれカンドル 3-コサイクル ψa12, ψ
b
12を用いてよい．さらに，Q

b
12は共役カンドルなので
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補題 2.5より任意の Qb
6 彩色 C ∈ ColQb

6
(D)に対し fb による D の Qb

12 彩色への持ち上げは

ちょうど 2つ存在する．このとき ψb12 = ψb ◦ (fb ◦ fb ◦ fb)より r ∈ Qb
12 に対し

Ψψb
12
(K, r) =

∑
C∈Col

Qb
12

(D)

Wψb
12
(D, C; r) =

∑
C∈Col

Qb
12

(D)

Wψb
(D, fb(C); fb(r))

= 2
∑

C′∈Col
Qb
6
(D)

Wψb
(D, C ′; fb(r)) = 2Ψψb

(K, fb(r))

と変形できる．θ = ψa, ψb, ψ
a
12 いずれについてもWθ は外部領域の色によらないので，

Ψψa(K
(3)(T )) =

4∑
i=1

Ψψa(T ;x0,i,x0,i, r) ·Ψψa(K)

+ 2
6∑
i=3

Ψψa(T ;x0,2i,x0,2i, r) ·Ψψa
12
(K)

+ 4
10∑
i=7

Ψψa(T ;x0,2i,x0,2i, r) ·Ψψb
(K)

+ 2
6∑
i=3

Ψψa(T ; x̃0,2i,x0,2i, r) ·
(
2Ψψa(K)−Ψψa

12
(K)

)
となり主張の等式が成り立つ．

5.7 例 3.6の証明

この節では定理 3.5の結果を図 10のタングル Tm,nの場合に適用し，サテライト公式に現

れる係数を決定する．

Qa
6 から R3 = {0, 1, 2} への全射準同型 h が h(1) = h(2) = 0, h(3) = h(4) =

1, h(5) = h(6) = 2 により定められる．x ∈ Xi に対し h は写像 h∗ : ColQa
6
(Tm,n,x,x) →

ColR3(Tm,n, h
3(x), h3(x))(1 ≤ i ≤ 20)および h∗ : ColQa

6
(Tm,n,x, x̃) → ColR3(Tm,n, h

3(x), h3(x))

(5 ≤ i ≤ 12) を誘導する．ここで h3 は h × h × h を表し，x ∈ Xi(5 ≤ i ≤ 12) に対し

h3(x̃) = h3(x)であることを用いた．

写像 R;Qa
6 × Qa

6 → Qa
6 × Qa

6 を R(x, y) = (yx, x) で定義する．x, y ∈ Qa
6 に対し

Rk(x, y) = (x, y)となる最小の k(≥ 1)は，x = yのとき k = 1，x ̸= yかつ h(x) = h(y)の

とき k = 2，それ以外のときは k = 3であることが計算により確かめられる．

Tm,n を pで切断して得られる二つのタングルのうち，t1, t2, s1, pを端点とするものを T1，

t3, p, s2, s3 を端点とするものを T2 とする．

T1 の彩色について，t1, t2, s1, pの色をそれぞれ x, y, z, wとする．y ̸= z かつ h(y) = h(z)

のとき，任意の奇数 mに対し Rm(z, y) = (y, z)より x = y かつ z = w でなければならな

い．h(y) ̸= h(z)のとき，m ∈ 3Zならば Rm(z, y) = (z, y)より x = z かつ w = y でなけ

ればならない．また m /∈ 3Zのとき T1 の R3 彩色で s1 と t1 の色が一致するものは存在し
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ないので h(x) = h(z)であるような Qa
6 彩色は存在しない．よって T1 の端点 t1, t2, s1, pで

の色の並びとして存在しうるのは

(1) (x, x, x, x) (x ∈ Qa
6)

(2) (x, x, y, y) (x, y ∈ Qa
6, x ̸= y, h(x) = h(y))

(3) (x, y, x, y) (x, y ∈ Qa
6, h(x) ̸= h(y),m ∈ 3Z)

のいずれかである．逆に (1)(2)(3)それぞれの条件を満たすような T1 の彩色は唯一つ存在

する．

T2 の彩色について，s2, s3, p, t3 の色をそれぞれ x′, y′, z′, w′ とする．x′ ̸= w′ かつ h(x′) =

h(w′)のとき，任意の奇数 nに対し Rn(w′, x′) = (x′, w′)より y′ = x′ かつ z′ = w′ でなけれ

ばならない．h(x′) ̸= h(w′)のとき，n ∈ 3Zならば Rn(x′, w′) = (x′, w′)より x′ = z′ かつ

y′ = w′ でなければならない．また n /∈ 3Zのとき T2 の R3 彩色で s3 と t3 の色が一致する

ものは存在しないので h(y′) h(w′) であるような Qa
6 彩色は存在しない．よって T2 の端点

s2, s3, p, t3 での色の並びとして存在しうるのは

(4) (x, x, x, x) (x ∈ Qa
6)

(5) (x, x, y, y) (x, y ∈ Qa
6, x ̸= y, h(x) = h(y))

(6) (x, y, x, y) (x, y ∈ Qa
6, h(x) ̸= h(y), n ∈ 3Z)

のいずれかである．逆に (4)(5)(6)それぞれの条件を満たすような T2 の彩色は唯一つ存在

する．

Tm,n の彩色は T1, T2 の彩色で pにおける色が等しいものの組み合わせにより得られる．

c1,0 = colQa
6
(Tm,n; (111), (111))は (1)(4)を満たすので c1,0 = 1．

c2,0 = colQa
6
(Tm,n; (112), (112))について，h(1) = h(2)だが (5)を満たさないので c2,0 =

0．同様に c3,0 = colQa
6
(Tm,n; (121), (121)) = 0．c4,0 = colQa

6
(Tm,n; (122), (122))について，

h(1) = h(2)だが (2)を満たさないので c4,0 = 0．

c6,0 = colQa
6
(Tm,n; (155), (155))はm ∈ 3Zのときのみ (3)(4)を満たし c6,0 = 1となる．

c6,1 = colQa
6
(Tm,n; (155), (166))はm ∈ 3Zのときのみ (3)(5)を満たし c6,1 = 1となる．

c8,0 = colQa
6
(Tm,n; (153), (153))はm,n ∈ 3Zのときのみ (3)(6)を満たし c8,0 = 1となる．

c8,1 = colQa
6
(Tm,n; (153), (254))は (1)(2)(3)いずれも満たさないので c8,1 = 0となる．

c10,0 = colQa
6
(Tm,n; (115), (115))は n ∈ 3Zのときのみ (1)(6)を満たし c10,0 = 1となる．

c10,1 = colQa
6
(Tm,n; (115), (225))は n ∈ 3Zのときのみ (2)(6)を満たし c10,1 = 1となる．

c12,0 = colQa
6
(Tm,n; (152), (152)) は m,n ∈ 3Z のときのみ (3)(6) を満たし c12,0 = 1 と

なる．

c12,1 = colQa
6
(Tm,n; (152), (261))は (1)(2)(3)いずれも満たさないので c12,1 = 0となる．

c14,0 = colQa
6
(Tm,n; (156), (156))は (4)(5)(6)いずれも満たさないので c14,0 = 0となる．

c16,0 = colQa
6
(Tm,n; (154), (154)) は m,n ∈ 3Z のときのみ (3)(6) を満たし c16,0 = 1 と

なる．
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c18,0 = colQa
6
(Tm,n; (125), (125))は (1)(2)(3)いずれも満たさないので c18,0 = 0となる．

c20,0 = colQa
6
(Tm,n; (151), (151)) は m,n ∈ 3Z のときのみ (3)(6) を満たし c20,0 = 1 と

なる．

以上をまとめると主張の結果を得る．

5.8 例 3.8の証明

この節では定理 3.7の結果を図 10のタングル Tm,nの場合に適用し，サテライト公式に現

れる係数を決定する．

例 3.6 の証明において ci,0 = 0, cj,1 = 0 であるような i, j に対し，Ψψa(T ;x0,i, x0,i) =

Ψψa(T ;x0,j, x̃0,j) = 0であることに注意する．

任意のm,n ∈ Zに対し Ψψa(T ;x0,1, x0,1) = Ψψa(T ; (111), (111)) = 1である．

m = 3M(M ∈ Z) のとき Ψψa(T ;x0,6, x0,6) = Ψψa(T ; (155), (155)) = t−M , および

Ψψa(T ;x0,6, x̃0,6) = Ψψa(T ; (155), (166)) = t−M である．

m = 3M,n = 3N(M,N ∈ Z)のとき Ψψa(T ;x0,8, x0,8) = Ψψa(T ; (153), (153)) = t−M−N

である．

n = 3N(N ∈ Z) のとき Ψψa(T ;x0,10, x0,10) = Ψψa(T ; (115), (115)) = t−N , および

Ψψa(T ;x0,10, x̃0,10) = Ψψa(T ; (115), (225)) = t−N である．

m = 3M,n = 3N(M,N ∈ Z) のとき Ψψa(T ;x0,12, x0,12) = Ψψa(T ; (152), (152)) =

t−M−N である．

m = 3M,n = 3N(M,N ∈ Z) のとき Ψψa(T ;x0,16, x0,16) = Ψψa(T ; (154), (154)) =

t−M−N である．

m = 3M,n = 3N(M,N ∈ Z) のとき Ψψa(T ;x0,20, x0,20) = Ψψa(T ; (151), (151)) =

t−M−N である．

これらをまとめると主張を得る．
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A Qa
6 の三重化

この節では八面体カンドル Qa
6 に対し (Qa

6)
(3) の連結成分を計算した結果を与える．また

(Qa
6)

(3) の連結成分に現れる位数 12の連結カンドル Qa
12, Q

b
12 がそれぞれ Qa

6, Q
b
6 の中心拡大

であることを示す．

八面体カンドル Qa
6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}に対する (Qa

6)
(3) に含まれる連結成分（内部自己同

型群の作用による軌道）を計算機を用いて決定した．

簡単のため (a, b, c) ∈ (Qa
6)

(3) を (abc)のように略記する．

X1 = {(111), (222), (333), (444), (555), (666)} ∼= Qa
6

X2 = {(221), (112), (443), (334), (665), (556)} ∼= Qa
6

X3 = {(212), (121), (434), (343), (656), (565)} ∼= Qa
6

X4 = {(122), (211), (344), (433), (566), (655)} ∼= Qa
6

X5 = {(133), (144), (244), (233), (355), (366), (466), (455), (511), (522), (622), (611)} ∼= Qa
12

X6 = {(155), (166), (255), (266), (311), (322), (411), (422), (533), (544), (633), (644)} ∼= Qa
12

X7 = {(624), (523), (613), (514), (246), (145), (235), (136), (462), (361), (451), (352)} ∼= Qa
12

X8 = {(326), (425), (416), (315), (542), (641), (632), (531), (164), (263), (254), (153)} ∼= Qa
12

X9 = {(551), (661), (552), (662), (113), (223), (114), (224), (335), (445), (336), (446)} ∼= Qa
12

X10 = {(331), (441), (442), (332), (553), (663), (664), (554), (115), (225), (226), (116)} ∼= Qa
12

X11 = {(354), (463), (453), (364), (516), (625), (615), (526), (132), (241), (231), (142)} ∼= Qa
12

X12 = {(635), (546), (645), (536), (251), (162), (261), (152), (413), (324), (423), (314)} ∼= Qa
12

X13 = {(134), (143), (243), (234), (365), (356), (456), (465), (521), (512), (612), (621)} ∼= Qb
12

X14 = {(265), (256), (165), (156), (412), (421), (312), (321), (634), (643), (534), (543)} ∼= Qb
12

X15 = {(623), (524), (614), (513), (146), (245), (135), (236), (362), (461), (351), (452)} ∼= Qb
12

X16 = {(415), (316), (325), (426), (532), (631), (642), (541), (154), (253), (264), (163)} ∼= Qb
12

X17 = {(651), (561), (652), (562), (123), (213), (124), (214), (345), (435), (346), (436)} ∼= Qb
12

X18 = {(342), (432), (431), (341), (654), (564), (563), (653), (216), (126), (125), (215)} ∼= Qb
12

X19 = {(464), (353), (363), (454), (515), (626), (616), (525), (131), (242), (232), (141)} ∼= Qb
12

X20 = {(646), (535), (636), (545), (151), (262), (161), (252), (313), (424), (323), (414)} ∼= Qb
12

X5 = {(133), (144), (244), (233), (355), (366), (466), (455), (511), (522), (622), (611)} = Qa
12

の元をこの順に 1, 2, 3, · · · , 12とする．カンドル演算は表 3のようになる．また

X13 = {(134), (143), (243), (234), (365), (356), (456), (465), (521), (512), (612), (621)} = Qb
12
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の元をこの順に 1, 2, 3, · · · , 12とする．カンドル演算は表 4のようになる．

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 1 2 2 11 11 9 9 6 6 7 7

2 2 2 1 1 12 12 10 10 5 5 8 8

3 4 4 3 3 10 10 12 12 7 7 6 6

4 3 3 4 4 9 9 11 11 8 8 5 5

5 10 10 11 11 5 5 6 6 3 3 1 1

6 9 9 12 12 6 6 5 5 4 4 2 2

7 11 11 10 10 8 8 7 7 2 2 4 4

8 12 12 9 9 7 7 8 8 1 1 3 3

9 7 7 5 5 2 2 3 3 9 9 10 10

10 8 8 6 6 1 1 4 4 10 10 9 9

11 6 6 8 8 3 3 2 2 12 12 11 11

12 5 5 7 7 4 4 1 1 11 11 12 12

表 3: カンドル Qa
12 の演算

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 1 2 2 10 10 12 12 6 6 7 7

2 2 2 1 1 9 9 11 11 5 5 8 8

3 4 4 3 3 11 11 9 9 7 7 6 6

4 3 3 4 4 12 12 10 10 8 8 5 5

5 9 9 12 12 5 5 6 6 2 2 4 4

6 10 10 11 11 6 6 5 5 1 1 3 3

7 12 12 9 9 8 8 7 7 3 3 1 1

8 11 11 10 10 7 7 8 8 4 4 2 2

9 5 5 7 7 2 2 3 3 9 9 10 10

10 6 6 8 8 1 1 4 4 10 10 9 9

11 8 8 6 6 3 3 2 2 12 12 11 11

12 7 7 5 5 4 4 1 1 11 11 12 12

表 4: カンドル Qb
12 の演算

カンドル Qa
12, Q

b
12 はともに位数 12の連結カンドルで、忠実ではない。Qa

12 は圭ではない

が，Qb
12 は圭である．よって二つは同型なカンドルではない．

Qa
12 から Qa

6 への全射準同型 fa が fa(1) = fa(2) = 1, fa(3) = fa(4) = 2, fa(5) = fa(6) =

3, fa(7) = fa(8) = 4, fa(9) = fa(10) = 5, fa(11) = fa(12) = 6により定まる．このとき次

が成り立つ．
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補題 A.1. Qa
12 は Qa

6 の中心拡大である．

証明. i, j ∈ Qa
6 に対し関数 χi,j : (Q

a
6)

2 → Z/2Zを

χi,j(x, y) =

{
1 (x = iかつ y = j)

0 (otherwise)

で定める．このとき ϕa : (Q
a
6)

2 → Z/2Zを

ϕa = χ1,2 + χ1,5 + χ2,1 + χ2,3 + χ2,4 + χ2,6 + χ3,1 + χ3,4 + χ4,2 + χ4,3 + χ4,5 + χ4,6

+χ5,3 + χ5,6 + χ6,1 + χ6,2 + χ6,4 + χ6,5

と定めると，ϕa はカンドル 2-cocycleである．この ϕa により定義される Qa
6 の中心拡大が

Qa
12 と同型であることは表 3より分かる．

Qb
12 から Qb

6 への全射準同型 fb が fb(1) = fb(2) = 1, fb(3) = fb(4) = 2, fb(5) = fb(6) =

3, fb(7) = fb(8) = 4, fb(9) = fb(10) = 5, fb(11) = fb(12) = 6により定まる．このとき次が

成り立つ．

補題 A.2. Qb
12 は Qb

6 の中心拡大である．

証明. i, j ∈ Qb
6 に対し関数 χi,j : (Q

b
6)

2 → Z/2Zを

χi,j(x, y) =

{
1 (x = iかつ y = j)

0 (otherwise)

で定める．このとき ϕb : (Q
b
6)

2 → Z/2Zを

ϕb = χ1,2 + χ1,3 + χ1,4 + χ1,5 + χ2,1 + χ2,6 + χ3,2 + χ3,4 + χ3,5 + χ3,6 + χ4,1 + χ4,3

+χ5,3 + χ5,6 + χ6,1 + χ6,2 + χ6,4 + χ6,5

と定めると，ϕb はカンドル 2-cocycleである．この ϕb により定義される Qb
6 の中心拡大が

Qb
12 と同型であることは表 4より分かる．

X1, X2, X3, X4 は全て Qa
6 と同型なカンドルであり，同型写像 Hi : Q

a
6 → Xi は上記の集

合の元の並び順に 1, 2, · · · , 6を対応させると得られる．
X5, · · · , X12 は全て Qa

12 と同型なカンドルであり，同型写像 Fi : Q
a
12 → Xi は上記の集合

の元の並び順に 1, 2, · · · , 12を対応させると得られる．
X13, · · · , X20 は全て Qb

12 と同型なカンドルであり，同型写像 Gi : Q
b
12 → Xi は上記の集

合の元の並び順に 1, 2, · · · , 12を対応させると得られる．

補題 A.3. Qb
12 は共役カンドルである．
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証明. GL2(F3)を有限体 F3 係数の一般線形群とする．このとき共役類

C =

±

[
0 1

1 0

]±1

,±

[
1 0

0 2

]±1

,±

[
2 0

1 1

]±1

,±

[
1 2

0 2

]±1

,±

[
1 1

0 2

]±1

,±

[
1 0

1 2

]±1


(複合同順)を共役カンドルとみなす．写像 f : Qb
12 → C を

f(1) =

[
0 1

1 0

]
, f(2) =

[
0 2

2 0

]
, f(3) =

[
1 0

0 2

]
, f(4) =

[
2 0

0 1

]

f(5) =

[
2 0

1 1

]
, f(6) =

[
1 0

2 2

]
, f(7) =

[
1 2

0 2

]
, f(8) =

[
2 1

0 1

]

f(9) =

[
1 1

0 2

]
, f(10) =

[
2 2

0 1

]
, f(11) =

[
1 0

1 2

]
, f(12) =

[
2 0

2 1

]
で定めると，これは同型写像である．従って Qb

12 は C と同型な共役カンドルである．

B 望月 3-コサイクルの引き戻し

この節では八面体カンドル Qa
6 のカンドル 3-コサイクル ψa より得られる (Qa

6)
(3) のシャ

ドーカンドル 2-コサイクル ψ
(3)
a について，(Qa

6)
(3) の各連結成分に制限して得られるコサイ

クルのコホモロジー類を求める．

各Xi(1 ≤ i ≤ 4)に対しQa
6 にはXi-集合の構造が x ◁ (y1, y2, y3) = xy1y2y3 により定まる．

同型Hi : Q
a
6
∼= Xiにより Qa

6 に誘導される Qa
6-集合の構造はどの iに対しても Qa

6 における

演算 ∗に等しい．
各 Xi(5 ≤ i ≤ 12)に対し Qa

6 は Xi-集合になる．同型 Fi : Q
a
12

∼= Xi により Qa
6 に誘導さ

れる Qa
12-集合構造は全て表 5で与えられるものに等しい．

各 Xi(13 ≤ i ≤ 20)に対し Qa
6 は Xi-集合になる．同型 Gi : Q

b
12

∼= Xi により Qa
6 に誘導

される Qb
12-集合構造は全て表 6で与えられるものに等しい．

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 1 1 1 6 6 5 5 3 3 4 4

2 2 2 2 2 5 5 6 6 4 4 3 3

3 5 5 6 6 3 3 3 3 2 2 1 1

4 6 6 5 5 4 4 4 4 1 1 2 2

5 4 4 3 3 1 1 2 2 5 5 5 5

6 3 3 4 4 2 2 1 1 6 6 6 6

表 5: Qa
12-集合 Qa

6 の演算
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 2 2 2 6 6 5 5 4 4 3 3

2 1 1 1 1 5 5 6 6 3 3 4 4

3 6 6 5 5 4 4 4 4 2 2 1 1

4 5 5 6 6 3 3 3 3 1 1 2 2

5 4 4 3 3 2 2 1 1 6 6 6 6

6 3 3 4 4 1 1 2 2 5 5 5 5

表 6: Qb
12-集合 Qa

6 の演算

Ja : Q
a
12 → R3 を Ja(1) = Ja(2) = Ja(3) = Ja(4) = 0, Ja(5) = Ja(6) = Ja(7) = Ja(8) =

1, Ja(9) = Ja(10) = Ja(11) = Ja(12) = 2と定める．Ja は全射準同型であり，ja : Qa
6 → R3

の誘導する全射 ja,i : Xi → Ok,l(∃k, l ∈ R3)に対し ja,i ◦ Fi = hk,l ◦ Ja が成り立つ．
Jb : Q

b
12 → R3 を Jb(1) = Jb(2) = Jb(3) = Jb(4) = 0, Jb(5) = Jb(6) = Jb(7) = Jb(8) =

1, Jb(9) = Jb(10) = Jb(11) = Jb(12) = 2と定める．Jb は全射準同型であり，ja : Qa
6 → R3

の誘導する全射 ja,i : Xi → Ok,l に対し ja,i ◦Gi = hk,l ◦ Jb が成り立つ．
望月 3-コサイクル ψ : R3

3 → Z/3Zの ja : Q
a
6 → R3 による引き戻し ψa : (Q

a
6)

3 → Z/3Z
はカンドル 3-コサイクルである．一方で各Xi(1 ≤ i ≤ 4)に対しH∗

i ψ
(3)
a = ψ

(3)
a ◦ (id×Hi×

Hi) : (Q
a
6)

3 → Z/3Zは Qa
6 の三重化から得られるシャドーカンドル 2-コサイクルである．

補題 B.1. H∗
i ψ

(3)
a (1 ≤ i ≤ 4)は ψa と等しい．

証明. ja はカンドル準同型より ψ
(3)
a = ψ(3) ◦ (ja × ja × ja)が成り立つ．これより

ψ(3)
a ◦ (id×Hi ×Hi) = ψ(3) ◦ (ja × (ja ◦Hi)

×2) = ψ(3) ◦ (ja × (hk,l ◦ ja)×2) = ψ̂k,l ◦ (ja)×3

と変形できる．ただし ja : Qa
6 → R3 の誘導する全射 ja,i : Xi → O0,0 に対し ja,i ◦ Hi =

h0,0 ◦ ja が成り立つことを用いた．ここで系 4.15より ψ̂0,0 = ψ であるので H∗
i ψ

(3)
a = ψa が

成り立つ．

望月 3-コサイクル ψ : R3
3 → Z/3Zに対し ψ12,a : Q

a
6×(Qa

12)
2 → Z/3Zを ψ12,a = ψ◦(ja×

Ja × Ja)と定める．ja, Ja はカンドル準同型より ψ12,a はシャドーカンドル 2-コサイクルと

なる．一方で各Xi(5 ≤ i ≤ 12)に対し F ∗
i ψ

(3)
a = ψ

(3)
a ◦ (id×Fi×Fi) : Qa

6× (Qa
12)

2 → Z/3Z
は Qa

6 の三重化から得られるシャドーカンドル 2-コサイクルである．

補題 B.2. F ∗
i ψ

(3)
a (5 ≤ i ≤ 12)は ψ12,a とコホモロガス．

証明. ja はカンドル準同型，また ja,i ◦ Fi = hk,l ◦ Ja より

ψ(3)
a ◦(id×Fi×Fi) = ψ(3)◦(ja×(ja◦Fi)×2) = ψ(3)◦(ja×(hk,l ◦Ja)×2) = ψ̂k,l ◦(ja×(Ja)

×2)

と変形できる．ここで系 4.15より ψ̂k,l + ξk,l = ψとなるラック 3-コバンダリ ξk,l が存在し，
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Ξk,l = ξk,l◦(ja×(Ja)
2)はシャドーラック 2-コバンダリである．よって F ∗

i ψ
(3)
a +Ξk,l = ψ12,a

と表されるので F ∗
i ψ

(3)
a は ψ12,a とコホモロガスである．

望月 3-コサイクル ψ : R3
3 → Z/3Zに対し ψ12,b : Q

a
6×(Qb

12)
2 → Z/3Zを ψ12,b = ψ◦(ja×

Jb×Jb)と定める．ja, Jbはカンドル準同型より ψ12,bはシャドーカンドル 2-コサイクルとな

る．一方で各Xi(13 ≤ i ≤ 20)に対しG∗
iψ

(3)
a = ψ

(3)
a ◦ (id×Gi×Gi) : Q

a
6 × (Qb

12)
2 → Z/3Z

は Qa
6 の三重化から得られるシャドーカンドル 2-コサイクルである．

補題 B.3. G∗
iψ

(3)
a (13 ≤ i ≤ 20)は ψ12,b とコホモロガス．

証明. ja はカンドル準同型，また ja,i ◦Gi = hk,l ◦ Jb より

ψ(3)
a ◦(id×Gi×Gi) = ψ(3)◦(ja×(ja◦Gi)

×2) = ψ(3)◦(ja×(hk,l◦Jb)×2) = ψ̂k,l◦(ja×(Jb)
×2)

と変形できる．ここで系 4.15より ψ̂k,l + ξk,l = ψとなるラック 3-コバンダリ ξk,l が存在し，

Ξk,l = ξk,l ◦(ja×(Jb)
2)はシャドーラック 2-コバンダリである．よってG∗

iψ
(3)
a +Ξk,l = ψ12,b

と表されるので G∗
iψ

(3)
a は ψ12,b とコホモロガスである．

望月 3-コサイクル ψ : R3
3 → Z/3Z に対し ψa12 : Qa

12 × Qa
12 × Qa

12 → Z/3Z を ψa12 =

ψ ◦ (Ja × Ja × Ja) と定める．これはカンドル 3-コサイクルである．同様に ψb12 : Qb
12 ×

Qb
12 ×Qb

12 → Z/3Zを ψb12 = ψ ◦ (Jb × Jb × Jb)と定めると，これはカンドル 3-コサイクル

である．このとき次が成り立つ．

補題 B.4. Ďを 1-タングルの図式とする．

(1) 任意の C ∈ ColQa
12
(Ď),r ∈ Qa

12, r
′ ∈ Qa

6 に対し

Wψa
12
(Ď, C; r) = Wψ12,a(Ď, C; r′)

が成り立つ．

(2) 任意の C ∈ ColQb
12
(Ď),r ∈ Qb

12, r
′ ∈ Qa

6 に対し

Wψb
12
(Ď, C; r) = Wψ12,b

(Ď, C; r′)

が成り立つ．

証明. (1) 表 5より，全射 ja : Q
a
6 → R3, Ja : Q

a
12 → R3 の組 (ja, Ja)は (Qa

12, R3)-集合射で

ある．よって任意の C ∈ ColQa
12
(Ď), r′ ∈ Qa

6 に対し

Wψ12,a(Ď, C; r′) = Wψ(Ď, Ja(C); ja(r′))

が成り立つ．一方で Ja はカンドル準同型より任意の r ∈ Qa
12 に対し

Wψa
12
(Ď, C; r) = Wψ(Ď, Ja(C); Ja(r))
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が成り立つ．Ja(C)は Ďの閉包DのR3彩色とみなせるので，二つの等式の右辺はいずれも

外部領域の色によらない．よって右辺の値が等しいので，Wψ12,a(Ď, C; r′) = Wψa
12
(Ď, C; r)

が成り立つ．

(2) 表 6より，全射 ja : Q
a
6 → R3, Jb : Q

b
12 → R3の組 (ja, Jb)は (Qb

12, R3)-集合射である．

よって任意の C ∈ ColQb
12
(Ď), r′ ∈ Qa

6 に対し

Wψ12,b
(Ď, C; r′) = Wψ(Ď, Jb(C); ja(r′))

が成り立つ．一方で Jb はカンドル準同型より任意の r ∈ Qb
12 に対し

Wψb
12
(Ď, C; r) = Wψ(Ď, Jb(C); Jb(r))

が成り立つ．Jb(C)は Ďの閉包DのR3彩色とみなせるので，二つの等式の右辺はいずれも

外部領域の色によらない．よって右辺の値が等しいので，Wψ12,b
(Ď, C; r′) = Wψb

12
(Ď, C; r)

が成り立つ．

補題 B.4より，シャドーコサイクル不変量の計算においてシャドーカンドル 2-コサイク

ル ψ12,a, ψ12,b の代わりにそれぞれカンドル 3-コサイクル ψa12, ψ
b
12 を用いてよい．
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