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第 1章

序論

1.1 研究の背景

大人数を収容する空間を覆う屋根架構は “空間構造”と呼ばれ，地震動や強風等の外的作用から空間を

守り，人々の安全を確保する [1-3]．空間構造の設計では，力学的に合理性のある形状を決定することが重

要であり，設計者は立体的で複雑な力の流れを考える必要がある．そのため，空間構造の設計は調和のと

れた “形と力”の関係を探る行為と言える．

昨今，豊島美術館 （西沢立衛，2010），ロレックスラーニングセンター (SANAA, 2010)，ニューヨー

ク・ワールドトレードセンターのオキュラス (サンティアゴ・カラトラバ，2016)といった実例や，タチ

ラ・クラブ (エドゥアルド・トロハ，1957)や我が国の新国立競技場の旧案 (ザハ・ハディド，2012)のよ

うな設計案をはじめ，解析的に（数式によって）定式化し得ない複雑な形状の自由曲面が数多く提案され

ており，これらを実現させるための形状設計法や施工法への期待が高まっている．力学的に合理性のある

自由曲面の導出には，最適化手法や幾何学などを積極的に用いた数理的な設計法および解析法の適用が欠

かせない．また，生産時の環境配慮について国際的に高い関心が寄せられており，将来的には従来の経済

面重視の設計方針に替わり，環境面を重視した設計活動が増加すると予想される．

機械的メタマテリアル（mechanical metamaterial．光工学分野等におけるメタマテリアルと区別する

ために “機械的”という言葉を付けることが多いが，以下では短縮してメタマテリアルと呼ぶ）は，従来

の材料特性では達成し得ない力学特性を構造特性により付与させた材料の総称である．このメタマテリア

ルの新たな力学特性の創出には，構造の幾何形状の操作が深く関与する．複雑な形状の空間構造を力学的

に成立させるには，従来の力学特性の制約を超えたメタマテリアル設計の知見による設計解の拡張という

考え方が役立つ．しかしながら，メタマテリアルは，形状の複雑さゆえに施工・製作の難易度が高いため

通常の構造に比べて生産コストや時間を要すること，加えて，現状では建築分野に紹介され始めた段階に

あり [4]，体系的な建築設計実務に向けた議論や研究例が少ないことから未だ普及に至っていない．

本論文は，メタマテリアルの性質の一種である “負のポアソン比”を持つ幾何形状を適用した格子状曲

面の設計について論じる．メタマテリアルと離散的な構造材による曲面は，形と力が密接に関与する構造

という点で共通しており，両者の統合により従来の設計法では生成が困難な構造の実現可能性が向上する．

以下では，本研究の目的と概要，および，関連研究について述べる．
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1.2 本研究の目的と概要

本研究の目的は，格子状曲面の離散的な幾何特性に着目し，その形状設計問題へのメタマテリアル設計

技術に基づく解決策の提示，および，骨組構造に対する簡易な大変形解析手法の開発である．この目的を

達成することで，従来の構造形式とその設計法では生成が困難であった格子状曲面の形状および力学特性

の設計法が確立される．さらに，実装難易度が高い，あるいは，高価なソフトウェアを用いる必要のある，

柔軟な梁部材の大変形解析プログラムを簡便な形式として開発することは，多くの構造設計者にとって有

益であると考えられる．以上の大目的を受け，本論文では後述する 3つの小目的を設定する．

以下では，本研究の動機や分野に対する位置づけ，および貢献について論じる．

1.2.1 本研究の動機，位置づけ，貢献

本研究の動機

形は，幾何学や図形科学といった数学分野では勿論のこと，その他の自然科学，工学，人間の精神をも

議論の範疇に据える心理学や芸術学など幅広い学問領域において普遍な概念である [5]．形が物の性質に

与える影響は極めて大きい．構造力学においても，断面形状が梁の剛性に明示的に影響する事実のよう

に，形状によって構造の力学特性は敏感に変化する．このようなことから，形と力の密接な関係の考慮が

不可欠な構造形式の空間構造および変形機構に対し，領域横断的な形状設計法の考案に着手することは自

然である．さらに，従来の格子状曲面の設計問題では，格子の幾何形状に関する制約により，得られる解

が限定されている．したがって，格子形状を限定せず，より変形自由度の大きい柔軟な幾何形状を解候補

として採用し，問題の制約を緩和すれば，より多くの実行可能解を探索できると考えた．これが本研究に

取り組むに至った動機である．

本論文で取り組む課題と研究の位置づけ

次に，本論文で取り組む格子状曲面の形状設計と解析に関する研究内容，ならびに，その位置づけにつ

いて説明する．本論文では，複雑な自由曲面を有する屋根架構や柔軟な変形機構に着目し，主に次の 3つ

の課題に取り組む．

1. 負のポアソン比を持つベンディングアクティブ・グリッドシェル（bending-active gridshell）の形

状設計法の構築

2. 均一な六角形ユニットで構成された離散円筒機構の形状設計法の構築と力学特性の検討

3. 簡易なアルゴリズムに基づく 3次元弾性梁モデルの開発

ベンディングアクティブ・グリッドシェルは，図 1.1に示すような，梁部材で構成される格子状の曲面

であり，連続体シェルの離散的なアナロジーとして提案された構造である [1]．なお，ベンディングアク

ティブ・グリッドシェル（strained gridshell ともいう）は，施工時に溶接等の接合作業によって曲げを

与えずに立体形状を生成するラチスシェル（unstrained gridshellともいう）とは異なる構造形式である

[6]．本論文において，断りなく “グリッドシェル”と呼称する構造は，ベンディングアクティブ・グリッ

ドシェルのことを指している．
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図 1.1: グリッドシェルの例．

Initial flat grid During deformation

Deformed shape Reinforcement

図 1.2: グリッドシェルの施工過程．

図 1.2は，グリッドシェルの施工過程を示す．施工時には梁部材を格子状に組合わせた平板を作成し，

それに対して面外変形を作用させて曲面を生成する．施工の最終段階には，曲面形状の安定化（積載荷重

や活荷重に対する変形抑制）を行う．具体的には，四辺形格子に対する斜材（ブレース）の挿入，接合部

の固定化，面材による被覆といった補強を行う．ベンディングアクティブ・グリッドシェルは，大スパン

の空間を覆うための曲面屋根として活用される建築構造であり，これまでに数多くの実施設計例がある

[1,7]．

一方で，離散円筒機構は，自動車のクラッシュバンパーのような衝撃緩和装置やステント（動脈等の断

面積の大きい血管を拡張する器具）などの柔軟な変形性能を活かしたメカニズムとして利用される構造で

ある [8,9]．以下では，“離散円筒機構”を，梁部材や板材からなる離散的な幾何形状で充填された円筒形

の構造として定義する．本研究では，柔軟に変形する構造としての利用を想定した機構の形状設計法およ
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び力学特性の検証を行う．前述のように，本論文はベンディングアクティブ・グリッドシェルと離散円筒

機構の 2つの異なる構造形式についての研究成果をまとめている．幾何的な観点から，両者の構造形式の

共通点と相違点を示す．まず，共通点は，格子で構成される離散的な構造を内包していることである．両

者の構造形式に対する格子形状には，負のポアソン比の性質を示す幾何形状を適用する．次に，相違点は，

前者は平面から曲面を生成する構造であり，後者は円筒形の構造である点である．つまり，本論文では一

貫して，離散的な曲面を構成する局所的な幾何形状の設計問題に取り組む中で，それが異なる構造形式の

力学特性に与える影響について検証している．以上を踏まえると，本論文の独自性は，“離散的な幾何学

に関する知見に基づき，負のポアソン比を持つ格子構造の力学特性を活用した自由曲面および円筒機構の

形状設計問題に取り組む”点にあり，これは建築構造学，離散幾何学，材料科学，機械工学などの境界領

域的な研究に位置づけられる．

さらに，3つ目の課題として，柔軟な骨組構造の大変形解析のための 3次元弾性梁モデルを開発する．

グリッドシェルの大変形解析には微小変形を対象とした梁理論は使用できないため，大変形を考慮した 3

次元弾性梁の解析モデルがこれまでに数多く開発されてきた．しかし，ほとんどのモデルには高度で複雑

な計算過程が含まれており，多くの設計者にとって実装の難易度は高いと考えられる．本論文では，実装

の簡便化を主眼に置いたモデルを提案する．モデル化に際して，格子状平板から生成されるグリッドシェ

ルの特性を利用している．

以上のように，本論文では，設計法が確立していない，あるいは困難とされる格子状曲面に対する形状

設計手法および解析法を提案する．

3つの課題へのアプローチと達成による貢献

本論文では，グリッドシェルと離散円筒機構という格子状曲面を有する構造を対象として，その形状設

計法と解析に関する一連の研究についてまとめている．ここでは，上で挙げた個々の課題に対して，以下

に示すアプローチを試みる．

1. 従来のグリッドシェルの格子形状に負のポアソン比を持つ幾何形状を導入した構造の形状設計に対

する，離散微分幾何学を用いた最適化問題の定式化

2. 材料科学と離散幾何学の知見を応用した離散円筒機構の形状設計法の提案，および，機構の変形性

状の確認と考察

3. 3次元弾性梁の変形状態のエネルギーに基づく定式化と陽的解法である動的緩和法アルゴリズムの

利用

1つ目の課題では，未だ形状設計法が十分に確立していない負のポアソン比を持つグリッドシェルに対

して，最適化による形状設計法を構築することで，設計者の勘と経験に依存しない柔軟な格子の設計法を

提案する．さらに，離散微分幾何学の知見に基づき，当該構造の複雑な曲面形状に対する定量評価手法を

提示する．図 1.3は，負のポアソン比を持つグリッドシェルの例である．

2つ目の課題では，図 1.4に示す離散円筒機構の形状設計が設計者にとって負荷の大きい過程であると

いう問題点に対して，機構の幾何形状に着目し，格子形状を容易に，かつ，多様に設計する手法を提案す

る．また，板材で構成された離散円筒機構の製作性の向上を主眼に置いた設計法を提案する．さらに，提

案手法で生成した離散円筒機構の変形性状の検討および考察を行う．
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図 1.3: 負のポアソン比を持つグリッドシェル．

図 1.4: 離散円筒機構．

3つ目の課題では，グリッドシェルの形状探索ツールを提案する．提案手法では，平板から曲面を生成

するグリッドシェルの特性を活用した 3次元弾性梁モデルを構築し，陽的解法である動的緩和法を解の更

新アルゴリズムに用いて容易な実装を実現する．さらに，梁の変形状態のエネルギーに基づく定式化によ

り，静的釣合い式を解く必要がない．そのため，計算負荷の増大の原因となる，接線剛性行列に関する計

算を回避できる．

1.3 関連研究

本研究で対象とする構造の解析法および形状設計法の関連研究をまとめる．

1.3.1 ベンディングアクティブ・グリッドシェルに関する既往研究

アクティブ・ベンディング（active bending）は，無応力かつ曲げやひずみの生じていない柔軟な構造

材を強制的に曲げて弾性変形させることで，曲線的あるいは曲面的な形状を生成する技法である [10]．こ

の技法は，曲線的な形状を生成するための技術が体系的な工業生産過程に導入される以前から存在してお

り，その起源は紀元前にまで遡る．弓，釣り竿，編み籠などの道具から遊牧民の移動式住居のようなバナ

キュラーな建築まで，さまざまなスケールや用途でアクティブ・ベンディングは活用されてきた．

グリッドシェルは，アクティブ・ベンディングで生成される建築の代表例であり，一般にベンディング
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アクティブ・グリッドシェルと呼ばれる [11-13]．ベンディングアクティブ・グリッドシェルの利点は，先

に述べた単純な施工法で曲面を生成できるだけでなく，軽量なため組み立てが容易で可搬性があること，

少ない材料で大きなスパンを覆えること，テンポラリな展示物などであれば形状を変更して転用できるこ

となどが挙げられる．

ベンディングアクティブ・グリッドシェルは施工過程によって以下の 2つに大別される．

1. 個々の部材に曲げを与えて生成した曲線材を立体的に配置して曲面を生成するプリ・フォーム型

2. 部材を格子状に組合わせて生成した平板を変形させて曲面を生成するポスト・フォーム型

近年の動向として，ベンディングアクティブ・グリッドシェルと表現する場合はポスト・フォーム型を指

すことが多い．本論文でも，ポスト・フォーム型のグリッドシェルを研究対象とする．ポスト・フォー

ム型のグリッドシェルによる曲面生成では，初期格子状平板から目標曲面を生成する際の形状探索法

（form-finding method）に関する研究が 2010年代より重要視されている．その背景には，曲面形状の設

計過程において，柔軟な弾性梁の非線形な変形応答を正確に評価できる高度な解析技術が，設計者に求め

られているという事実がある [14]．

グリッドシェルの曲面は，無応力かつ真直な梁部材を組合わせた格子状平板が境界に与えられた強制変

位によって弾性変形することで，生成される．曲面の釣合い形状は初期格子状平板とは大きく乖離してい

るため，線形範囲のみを対象とした梁理論では変形を再現できない．したがって，通常は，グリッドシェ

ルの形状探索には非線形な大変形解析を用いる．梁の大変形解析を実行するには，汎用的な構造解析ソフ

トウェアを使用するか，あるいは設計者自身が実装するか，という 2つの方法がある．一般の構造設計者

が，Abaqus [15]のような高度な構造解析ソフトウェアを利用するには，費用や技術等の観点から難があ

る．そのため，一般の設計者が容易に使用できるグリッドシェルの形状探法が求められる．

グリッドシェルの形状探索法には，例えば，粒子バネ法（particle-spring method） [16]，軸力密度法

（force density method） [17,18]，離散エラスティック・ロッド法（discrete elastic rod method） [19-22]

などがある．

D’Amico et al. [23]は，ベンディングアクティブ構造の大変形解析における陰的解法と陽的解法の特徴

を検証している．ニューマーク β 法のような陰的積分法は，数値的安定性に関する利点がある．しかし，

次のステップの応答を得るには，ニュートン法による反復計算が必要である．そのため，非線形性の高い

大規模な構造に対する計算には，かなりの計算負荷を要する．本研究で着目するのは，大変形解析で得ら

れる最終的な自己釣合い形状である．したがって，平板形状と最終的な曲面の形状の中間形状の釣合い状

態は重要ではない．このことから，陰的積分法は計算負荷の観点から有効ではない．

一方，動的緩和法（dynamic relaxation method: DRM） [24]のような陽的解法は，現在のステップ

の応答のみから次のステップの応答を陽に導くことができる．したがって，ニュートン法による反復計

算は不要である．この陽的解法の特性により，容易にアルゴリズムを実装することができる．DRM は，

静的構造解析問題を動的な振動問題に変換して，陽的解法を用いて解を導く手法である．DRMは最終的

な静的釣合い状態のみを要することから，グリッドシェルの形状探索法として広く用いられている [25]．

DRMのその他の利点として，不釣合い力の計算に内力のみを用いることで接線剛性行列の導出を必要と

しないという点が挙げられる．

グリッドシェルの大変形解析法は，実用的なツールとして数多く開発されている．Lázaro et al. [25]
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は，3次元構造の形状探索に DRMを用いるには，梁要素の厳密な定義が不可欠であると指摘している．

梁要素の解析モデルには，線分切片による離散化が必要である．離散化には有限差分型（finite-difference）

と有限要素型（finite-element）の 2種類の方法が提案されている．有限差分型の離散化によって定義され

た各梁要素は，2つの端点と中心点で構成される．これら 3節点間の幾何学的な関係により中心点におけ

る曲率，あるいは，ひずみを算出することができ，各節点におけるせん断力と曲げモーメントを導ける．

各節点の自由度（degrees of freedom）は 3 [23,26,27]あるいは 4 [28]である．3自由度節点は並進変位

のみを表現する一方，4自由度節点は並進変位に加えてねじり変位も表現する．

有限要素型の離散化では，2つの端点で構成される梁要素を扱う．各節点に対して，3方向の並進変位と

3軸まわりの回転変位を表す 6自由度を与える．通常，このタイプの離散化では，共回転式（co-rotational

formulation）を利用する [29-33,135]．大変形微小ひずみの仮定の下では，共回転式によって節点位置と

局所軸方向を用いて変形後の梁の釣合い形状を得ることができる．文献 [34-37]では，共回転式を DRM

に組込んだ実装が行われている．

6 自由度を持つ梁モデルである geometrically exact rod model は Reissner [38] によって提案され，

Simo [39]と Simo and Vu-Quoc [40]によって改良された．さらに，geometrically exact rod modelは

幾何学的非線形解析に用いられている [41-43]．Bessini et al. [14]は，これを DRMに実装する手法を提

案した．Geometrically exact rod modelの利点は，数学的に厳密な式に基づいており，大変形過程の梁

の断面位置と回転量を正確に評価できる点にある．しかし，グリッドシェルの形状探索法として用いるに

は過度に複雑である．

Rombouts et al. [44]は，陰的 DRM [45]に組込んだ共回転梁を用いてグリッドシェルの形状探索法，

ならびに最適化手法を提案した．陰的 DRMは，陽的な通常の DRMに比べて少ないステップ数で計算が

収束するため，より早く曲面の最終形状を得られる可能性を有する．しかし，陰的 DRMは，各ステップ

における非線形系の接線剛性行列を用いたくり返し解法に基づく．したがって，実装は通常の DRMより

も複雑である．

1.3.2 負のポアソン比を持つ構造を用いた曲面生成に関する既往研究

自然界において稀有な特性を持つ物質は “メタマテリアル (metamaterial)” と呼ばれる．“meta” は

“beyond”と同様の概念を持つギリシャ語由来の接頭辞である．そのため，metamaterialは “通常の材料

を超える材料”と直訳される．すなわち，メタマテリアルは，これまで自然界には存在し得なかった特殊

な機能を備える人工物質といえる．メタマテリアルについて，これまでに材料科学，光工学，電磁気学，

音響工学などの分野で数多くの研究が行われてきた [46]．

本論文では，力学特性（機械的特性）に着目した機械的メタマテリアル (mechanical metamaterial)の

力学特性を応用したベンディングアクティブ・グリッドシェルの形状設計法を提案する．機械的メタマテ

リアルは，構造の持つ力学特性の種別によって，負のポアソン比を持つオーゼティック構造，カイラル・

メタマテリアル，負の剛性を持つ構造，折紙構造，切り紙構造などに分類される [46,47]．本節では，負の

ポアソン比を持つオーゼティック構造について説明する [48]．図 1.5は，構造のポアソン比の正負による

変形性状の違いを示した概要図である．なお，以下では特性が方向に依存しない等方性材料を用いる．ま

た，構造物の変形に対する符号を，引張を正，圧縮を負と定義する．
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(a) (b)

図 1.5: 構造のポアソン比の正負による変形性状の違い; (a) ポアソン比が正の構造, (b) ポアソン比が負の

構造.

ポアソン比 ν は，一方向への応力で弾性変形する物体内に生じる，直交二方向のひずみに関する材料定

数であり，以下の式で定義される．
ν = −εt

εl
(1.1)

εt，εl は互いに直交する 2方向に生じるひずみである．自然界に存在する材料や構造物は通常，正のポア

ソン比を持つ．定義式 (1.1)に従うと，ポアソン比 ν が正の材料を一軸方向に圧縮（εl < 0）するとき，図

1.5(a)のように直交方向には膨張（εt > 0）する．同様に，一軸方向に引張り (εl > 0)を与えた場合，直

交方向には収縮（εt < 0）する．

一方で，負のポアソン比を持つ材料では，図 1.5(b) に示すように，一軸方向に圧縮すると直交方向に

も収縮し，引張ると膨張する [49]．負のポアソン比に関する最初の報告は，1892 年の Love [50] による

ものとされる．20世紀後半になり，Lakes [49]によって，負のポアソン比を持つ材料の研究が行われた．

その後，負のポアソン比を持つ構造を意味する “オーゼティック（auxetic）”構造という呼称が定着した

[51,52]．“auxetic”という単語は，“増加しつつある (tend to increase)”という動詞を意味するギリシャ

語 “αυξητικoς (auxetikos)”に由来する [48]．

オーゼティック構造の工学的価値は材料科学の分野を筆頭に広く認められており，これまでに多くの研

究成果が蓄積されている [53]．オーゼティック構造の力学特性のうち，とくに顕著なものを以下に挙げる

[54,55]．

1. 面外変形時のドーム状曲面の生成 [49]

2. せん断変形に対する抵抗力の高さ [56]

3. 集中荷重の作用する箇所（indentation）における耐久性の高さ [57-60]

4. レジリエンスの向上 [49]

5. 衝撃に対するエネルギー吸収量および減衰量の大きさ [51,61-64]

6. 破壊時の強度の高さ [65]

7. 振動制御 [66]

8. 負のコンプライアンス [67,68]

オーゼティック構造は，構造を構成する材料を変更せず，構造内部の微細組織の形状を変更することで，
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設計者の所望する力学特性を実現できる．そのため，ミクロな材料からスポーツ用品まで幅広いスケール

の工業製品に応用される [69,70]．

一方で，上記のように，オーゼティック構造は通常の構造とは異なる力学特性を有するため，人間の直

感に反する構造といえる．そのため，設計者が自身の直感に従ってオーゼティック構造を設計しても，所

望の力学特性を十分に発揮させることは困難である．このことから，オーゼティック構造の設計には最適

化手法の適用が有効であると考えられる．例えば，文献 [71-73]では，均質化に基づく連続体モデルのト

ポロジー最適化手法を，ミクロスケールの 2次元的なオーゼティック構造の設計に用いている．しかし，

連続体モデルのトポロジー最適化には，グレースケール問題が生じることが知られている．Kureta and

Kanno [74]は，2次元的なオーゼティック構造の設計に対して，混合整数線形計画法を用いたトポロジー

最適化問題の解法を提案している．また，文献 [74]では，連続体モデルではなく梁要素を用いており，グ

ランド・ストラクチャー法を採用して最適解を得ている．

オーゼティック構造に関する多くの研究では，構造の破壊強度やエネルギー吸収能力の検証が盛んに行

われている．2010年代以降，オーゼティック構造の力学特性を活用した形状探索に関する研究が提案さ

れ始めた．Ou et al. [75]は，剛体バー要素と一軸回転ヒンジによるリンク機構を利用した新しいオーゼ

ティック構造ツール “KinetiX”を開発した．Konaković et al. [76]は，三角形剛体と一軸回転ヒンジで構

成された負のポアソン比を持つ曲面による形状設計法を提案した．Chen et al. [77]は，文献 [78]に基づ

き，バイステーブル性を有する曲面を用いて所望の曲面を生成するための逆設計型アプローチを提案して

いる．これらの文献では，剛体と回転ヒンジからなるリンク機構型のオーゼティック構造を平面から曲面

へ大変形させる問題を扱っている．しかしながら，実際の空間構造として上記の構造システムを採用する

には，ヒンジ接合の強度の向上が問題となると考えられる．

オーゼティック構造は，その固有の変形特性を得るために，梁や板材などの柔軟な弾性材で構成され

るのが一般的である．一方で，1.3.1節で述べたように，グリッドシェルは，ベンディングアクティブ構

造に分類される．近年，これらの特性を併合した新たな構造形式であるオーゼティック・ベンディング

アクティブ・グリッドシェル（auxetic bending-active gridshell: ABAG）について研究され始めている

[79-82]．

従来，正のガウス曲率を持つドーム状の曲面を施工するには，組積造やラチスシェル，あるいは多くの

型枠を必要とする連続体シェルが採用されてきた [1]．これらの構造形式を ABAGに置き換えれば，施工

時間とコストの削減ができる．また，曲面生成時に型枠を必要とせず，従来型のグリッドシェルとは異な

り，接合部にヒンジを設けないため部品点数が少なく，環境に優しい構造形式といえる．さらに，離散的

な形状ゆえに空隙を持つため，弾性変形を利用したエネルギー散逸機構の付加も容易である．

ABAGの力学特性は，文献 [79-81]において，粒子バネ法および有限要素解析により検証されている．

また，同文献 [79-81] では，3D プリンティング等の付加製造技術（additive manufacturing）により，

ABAGの初期格子状平板の作成を行うことが想定されている．付加製造技術の適用により，初期格子状

平板の作成における組み立て作業が解消され単一の材料で構造全体を生産できる．これにより，ABAG

は部材間の接合部を剛接合として設計するコンプライアントメカニズムとなり，部品点数の削減や変形時

の騒音の低減化を図ることができる [83]．La Magna and Knippers [82]は，ABAGで生成した曲面に所

望のガウス曲率分布を得ることを目的として，格子状平板のポアソン比を連続的に変化させる方法を提案

した．具体的には，シュワルツ・クリストッフェル写像 (Schwarz-Christoffel mapping)を応用して，格
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(c) (d)

図 1.6: 離散円筒機構の例; (a) リエントラント・ハニカム, (b) 円形充填, (c) リエントラント四辺形, (d)

カイラル・パターン.

子状平板の境界形状の設計に際して，長方形の標準領域 (canonical domain)から物理的な曲線境界領域

に変換する手法を応用している．この手法の利点は，標準領域上でポアソン比の分布を操作した六角形パ

ターンを主曲率方向に沿って配置することで，曲線境界領域上でのパターン生成を回避できる点にある．

数値例題では，トーラスの上半形状や Downland gridshell [7]を模倣した曲面の生成例を示している．し

かし，ABAGの形状設計に関する研究は，上記の他に見つかっていない．ABAGの実現には更なる検討

が必要である．

1.3.3 離散円筒機構に関する既往研究

円筒は，単純な幾何学に基づいて設計・製造でき，かつ意匠性が高いことから，さまざまな工業製品や

建築・土木といった多様な構造物の設計形状として用いられる [84,85]．なかでも円筒形の変形機構は，建

築，機械，車両，航空機等の各種工業製品に用いられ，バネ，クラッシュバンパー，医療用ステントなど

として活用される [86-94]．図 1.6は，離散円筒機構の例を示している．

離散円筒機構の設計と解析に関する研究は，これまでに数多くの蓄積がある．とくに，離散円筒機構の

静的な力学特性や，衝撃力や弾性波などの動的外乱に対するエネルギー吸収性能を検証した例が多く見ら

れる [54,62]．

離散円筒機構は，負のポアソン比の有無で大別することができる．まず，負のポアソン比を持たない通
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常の構造に分類される機構の形状設計に関して Ishida [89]の研究がある．Ishida [89]は，板材で構成さ

れた離散円筒機構の形状設計法を提案している．板材は，離散円筒機構の外側の円周上の頂点を円筒中心

軸へオフセットして設計される．このとき，板材にはねじれが生じ，機構の製作性が低下する．文献 [89]

では，全ての板材を平面として設計する手法を考案している．ただし，手法の適用範囲は，ユニットの形

状が正六角形であるもの，かつ，ユニットの配置方向が円筒の主曲率方向に沿ったものに限定される．板

材で構成される離散円筒機構の製作性を考慮した研究は，現在のところ，文献 [89] しか見つかっていな

い．そのため，上で示した手法の適用範囲外の機構について，製作性を考慮した形状設計法が求められる．

正六角形などの正のポアソン比を持つ構造に限らず，ユニットの形状にオーゼティック構造を採用した

離散円筒機構の力学特性の検証が行われている [96]．離散円筒機構のユニットをオーゼティック構造とし

て設計する場合に用いる幾何形状は，図 1.6(a), (c) のようなリエントラント・パターンの他に，カイラ

ル・パターン [97,98]，ミッシング・リブ [99,100]，波形パターン [80,101]，星形パターン [102,103]など

がある．Gatt et al. [104]は，正方形の剛体平板ユニットで構成された離散円筒機構を設計している．こ

の機構は，各剛体の頂点が一軸回転のヒンジで接続され，剛体の回転変位が連成することで負のポアソン

比の変形性状を実現している．文献 [104]では，マクロなスケールの離散円筒機構の設計において，平面

的なオーゼティック構造を一方向に丸めて離散円筒機構を製作すると，不整形なユニットが生じることに

ついて言及している．

負のポアソン比を持つ離散円筒機構の利点は，1.3.2節で紹介したエネルギー吸収性能の高さの他に，剛

性の調整設計が可能なことが挙げられる．剛性の調整設計に関する研究には，[55,105]などがある．Ren

et al. [55]は，円形の空隙を充填させた幾何形状を用いた離散円筒機構を設計した．文献 [55]では，空隙

の充填率を変更するだけで，機構の剛性を容易に調整できることを示している．Zhang et al. [105] は，

楕円形の空隙を規則的に配置した幾何形状を円筒面のユニットとして採用し，円筒内部に同じ形状をもつ

ユニットからなる柱状構造を設けた．内部構造の設計パラメータを操作することで，機構の剛性が調整で

きることを例証している．

上で挙げた以外にも，負のポアソン比を持つ離散円筒機構に関する研究は盛んに行われている．しかし，

ユニット形状の設計手法そのものに着目した研究は，見つかっていない．そのため，現状では，各々の設

計者が CADツール等を用いて試行錯誤で機構形状を設計していると考えられる．加えて，上で言及した

研究例では，円筒の主曲率方向に沿ってユニットを配置した単純な格子を持つ機構のみを検討している．

したがって，離散円筒機構の形状設計を取り巻く現在の環境は，個々の機構の設計に費やされる時間や労

力の増大につながる他，機構の力学特性を探索する上での制約となっている可能性がある．そのため，離

散円筒機構の形状設計を簡易に実行でき，かつ，多様な形状を設計できるツールの開発が重要となる．

離散円筒機構には負のポアソン比の発現の有無を別として，カイラル・メタマテリアル（chiral meta-

material）に分類される機構が存在する [106]．カイラル・メタマテリアルは，伸縮とねじれが同時に生じ

るカップリング変形を起こす構造である．これは，中心対称性を有する幾何形状を持つ機構には発現しな

い現象である．

ところで，カイラリティ（chirality）は，カイラル・メタマテリアルの根幹をなす概念である．文献 [133]

に基づき，カイラリティについて説明する．カイラリティは，右手と左手のような互いに鏡映の関係（掌

性 (handedness)とも呼ばれる）にあり，並進変位ならびに回転変位を用いても互いの形状が重なり合わ

ない性質である．カイラリティという言葉は，1884年に Lord Kelvinによって初めて用いられた．その
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図 1.7: カイラリティの性質を持つ形状の例．

語源は “手” を意味するギリシャ語の “χειρ” にある．カイラリティはその概念の一般性の高さゆえ，自

然科学の諸学問は勿論のこと，哲学，心理学，脳科学といった左右認識のテーマを扱う学問においても議

論される．また，カイラリティの呼称法は分野間で異なる．化学や物質学では “キラリティ”と呼ばれる

ことが多く，数学や物理学およびその関連分野では “カイラリティ”と呼ばれる．本論文では “カイラリ

ティ”と呼称する．図 1.7は，カイラリティを持つ形状の例として左右の掌を示している．

カイラリティを持つ幾何形状の例として螺旋がある．螺旋は，自然界に普遍的に現われる．植物には蔓

を螺旋状に伸ばすものや，茎に葉を螺旋状に付けながら成長するものがある．台風，竜巻，渦潮といった

気象現象にも多様な螺旋が登場する．螺旋には右巻きと左巻きがあり，互いに重なり合うことはない．カ

イラル・メタマテリアルの形状も螺旋的な要素を有するものが多く見られる．

カイラル・メタマテリアルの設計に関する研究は，例えば文献 [94,107-112]などがある．Frenzel et al.

[107,108] は，各面内にカイラル・パターンを有する六面体ユニットを組合わせたカイラル・メタマテリ

アルを設計した．有限要素法を用いた数値解析の結果より，当該構造には圧縮とねじれのカップリング変

形が生じるということが示されている．図 1.8は，カイラル・メタマテリアルの性質の有無によって，構

造が圧縮されたときの変形性状が異なることを概説している．左の図は通常の構造の圧縮変形を示してお

り，右の図はカイラル・メタマテリアルの圧縮変形を示している．図 1.8の右より，圧縮されたカイラル・

メタマテリアルには，ねじれが生じている．さらに，連続体置換による数値解析で精度よく結果を再現で

きることが例証されている．加えて，カイラル・メタマテリアルの変形性状は，中心対称性が失われてい

ることから，Cauchy の弾性理論を用いた連続体置換ではねじれを再現できない．そのため，Frenzel et

al.は，カイラル・メタマテリアルの連続体置換には Eringenのマイクロポーラ弾性理論の使用が適切で

あることを言及している．同様に，文献 [94,109]では，ユニット形状をカイラル・パターンとした離散円

筒機構を設計しており，カップリング変形を確認している．Farrell et al. [110]は，カイラル・パターン

の円形部を除去したパターンを用いている．カイラル・パターンを使用せずにカイラル・メタマテリアル

を設計している研究例としては，文献 [111,112]が存在する．Lipton et al. [111]は，柔軟な材料を用い

た梁部材を螺旋状に配置した機構を設計し，カイラル・メタマテリアルの変形性状を再現できることを確

認している．加えて，複数の機構を組合わせて異方性を創出できることについて言及している．Meng et
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Undeformed

Deformed

図 1.8: 通常の構造とカイラル・メタマテリアルの圧縮時の変形性状の違い．

al. [112]は，真直な梁部材を双曲面上に配置した機構によるカイラル・メタマテリアルを生成している．

なお，ここで引用した一部の機構は直方体であるが，これらの機構の有する力学特性の観点から本研究で

扱う機構に類似した構造であるといえる．

1.4 本論文の構成

本論文は，全 5章より構成されている．各章における詳細は，次のとおりである．

第 1章は本論への導入部分である．本論文の研究目的と概要を示した．また，本論文の一連の研究に関

する背景および関連研究を紹介した．

第 2 章では，負のポアソン比を持つオーゼティック構造の力学特性を活用したオーゼティック・ベン

ディングアクティブ・グリッドシェル (ABAG)の形状設計法について詳説する．強制変位に対してオー

ゼティック構造の力学特性を顕現する格子パターンを紹介し，これをベンディングアクティブ・グリッド

シェルの初期格子状平板として設計するための問題設定を行う．大変形解析を用いた曲面生成法を提案

し，最適化による曲面形状の操作手法を解説する．また，ABAGの初期格子状平板の設計段階において，

非均一な形状のユニットを平板に組込む手法を導入する．この設計法により，生成可能な曲面のクラスが

増加することを確認する．さらに，上記の最適化問題を組み合わせた形状設計法を提案する．

第 3章では，均一な六角形で構成された離散円筒機構の形状設計法および力学特性を示す．離散幾何学

に基づく理論式を拡張し，2回回転対称性を有する六角形で構成される離散円筒機構の形状設計法を導入

する．次に，離散円筒機構の構成要素を板材として設計するための手法を提案する．ここでは，板材のね

じれを低減することで製作性の向上を主眼に置く．さらに，静的構造解析を通じて，梁要素でモデル化し

た離散円筒機構の力学特性を調べる．明らかになった力学特性について，物理学的な対称性の観点から考

察する．

第 4章では，大変形に伴う非線形性を考慮した 3次元弾性梁モデルを開発する．提案モデルにより，真

直な梁部材を組み合わせた直交格子を有する，従来型のベンディングアクティブ・グリッドシェルの大変

形解析が良好な精度で実現できることを示す．さらに，第 2章で提案する ABAGの形状設計にも適用可
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能なことを例証する．

第 5章では，前章までに得られた事項をもとに，本研究を総括した結論を提示する．
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第 2章

負のポアソン比を持つ柔軟な格子状曲面の
形状設計法

2.1 はじめに

本章では，オーゼティック構造の特性を活用して平面から曲面を生成するベンディングアクティブ構

造であるオーゼティック・ベンディングアクティブ・グリッドシェル (auxetic bending-active gridshell:

ABAG)の形状設計法を提案する．具体的には，ABAGの大変形後の曲面上の各節点における離散ガウス

曲率の分布の設計に関する最適化手法の定式化を行う．

曲面生成という観点における ABAGの利点は，正のガウス曲率を持つ曲面を単純な面外変形によって

生成できる点にある．ガウス曲率は，曲面の形状に関する幾何学的な不変量である．Fujita and Ohsaki

[114] は，Bézier 曲面としてパラメトリックにモデル化した曲面とその幾何学的不変量を用いた連続体

シェルの形状設計を目的とした最適化手法を提案した．しかし，パラメトリック曲面では生成できる曲面

のクラスが限定されてしまうため，設計者が求める形状を得ることは困難である．さらに，パラメータに

関する高次の微分係数の計算は極めて複雑であり，しばしば実装が困難となる．

幾何学特性の高次の微分演算は，離散微分幾何学に基づく計算技術の導入により回避できる．離散ガウ

ス曲率の計算方法はいくつかの方法が知られているが [115,116]，最も簡易な方法は多面体上の節点にお

ける角度欠損 (angle defect)の定義によるものである [117]．離散ガウス曲率は，多面体上の凹凸の量を

定量化する概念である．一方，離散平均曲率ベクトルは，多面体上の節点における法線ベクトルとして定

義される．離散平均曲率ベクトルのノルムは，離散平均曲率の大きさを表す．そのため，離散平均曲率ベ

クトルは，離散曲面上の節点の凸方向を特定するのに有効である．

また，ABAGの大変形解析では幾何学的非線形性を考慮する．そのため，最適化問題において目的関

数が非常に複雑な関数で定式化されてしまう．したがって，設計変数を用いて目的関数を陽に表すこと

は困難である．このような非線形性を有する定式化を要する最適化問題は非線形最適化問題と呼ばれ，

その解法は定式化された関数の勾配を用いるか否かという観点で分類できる．本問題のように，目的関

数や制約関数を設計変数で陽に表すことが困難な問題に対しては，勾配を用いる解法を適用する利点

は認められない．そのため，勾配を用いない解法を選択するのが自然である．メタヒューリスティクス

(metaheuristics) は，関数の勾配を使用しない最適化問題の解法であり，非線形最適化問題を解くのに

15



有効である [118-120]．さらに，メタヒューリスティクスの基本的なアルゴリズムである粒子群最適化法

(particle swarm optimization: PSO) [121]，遺伝的アルゴリズム (genetic algorithm: GA) [122]，疑似

焼きなまし法 (simulated annealing: SA) [123]などはソフトウェアやライブラリが充実しており，実装

も容易である．

2.2 負のポアソン比を持つ格子状平板の設計

2.2.1 オーゼティック構造となる格子の幾何形状

θ  (>0) i

dw

x

y

chevron rod tie rod

θ    (>0)i+1
(w/2)tanθi+1

(w/2)tanθi

(a)

θ  (> 0)i

d

w

θ     (> 0)i+1

tie rod

chevron rod

y

x (w/2)tanθi

(w/2)tanθi+1

(b)

図 2.1: リエントラント・パターン; (a) リエントラント・ハニカム, (b) リエントラント四辺形.

面内変形に対してポアソン比が負である平面的な構造は，第 1章 1.3.2節で触れたリンク機構で構成さ

れるものの他に，リエントラント・パターン（reentrant pattern）と呼ばれる，ジグザグ形状の部材から

なる凹な幾何形状の平面充填で構成されるものがある [124]．リエントラント・ハニカム [125]とリエント

ラント四辺形 [71]は，数多く存在するオーゼティック構造をなす幾何形状のなかでもよく知られたパター

ンである [53]．図 2.1に示すように，リエントラント・パターンを構成する部材はシェブロン・ロッドと

タイ・ロッドの 2種類とする．シェブロン・ロッド（青の線分切片）は x方向に接続する複数の線形要素

で構成され，タイ・ロッド（赤）は y 方向に配置される部材である．

ABAGの曲面は，大変形解析を実行して得られる．これまでに，ABAGの大変形解析に対して，構造

要素にシェル要素を適用した例がある [79-82]．梁要素は，シェル要素に比較すると自由度が小さいため

大変形解析における計算負荷を低減できる．とくに，本研究では最適化の各イテレーションごとに，幾何

学的非線形性を考慮した ABAGの大変形解析をくり返し実行する．そのため，一回の解析にかかる計算

時間の短縮は，最適化全体の計算時間に大きく影響する．したがって，本研究では梁要素を用いて ABAG

の部材を設計する．2.2.2節において，梁要素を用いても ABAGの曲面の力学特性を再現可能であること

を確認している．

ここで，m本のシェブロン・ロッドで構成される ABAGについて考える．ユニットの形状を図 2.1に
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図 2.2: ポアソン比 ν とガウス曲率の関係．（上段）面内変形に対する変形形状（青）初期形状（黒）の平面

図．（下段） 面外変形に対する変形形状．コントアは z 方向変位を表す; (a) ν > 0, (b) ν ' 0, (c) ν < 0.

示す．θi (i = 1, . . . ,m)は，x軸と i番目のシェブロン・ロッドの左端の要素の間の角度である．w と d

はそれぞれ，各リエントラント・パターンの x 方向と y 方向のサイズを表す．大変形解析中のシェブロ

ン・ロッドとタイ・ロッドの変形性状は異なる．シェブロン・ロッドは弾性的に変形し，曲げとねじれを

生じる．そのため，構造全体の大変形形状はシェブロン・ロッドの大変形形状に大きく影響を受ける．一

方で，タイ・ロッドは，シェブロン・ロッドを接続する役割を果たす．大変形過程においてもタイ・ロッ

ドの変形量はシェブロン・ロッドの変形量よりも小さく，構造全体の形状にほとんど影響しない．

リエントラント・ハニカムの角度 θi の正の方向は，シェブロン・ロッドの番号の偶奇で異なる．すなわ

ち，iが奇数のときは反時計回りであり，偶数のときは時計回りである．リエントラント四辺形について

は，全てのシェブロン・ロッドに対して角度 θi の正の方向を反時計回りとする．また，2種のリエントラ

ント・パターンに対して次の幾何学的な制約を与える．

リエントラント・ハニカム: d− 1
2w (tan θi + tan θi+1) > 0

リエントラント四辺形: d− 1
2w |tan θi − tan θi+1| > 0

これらの条件式が満たされなければ，i番目と (i+ 1)番目のシェブロン・ロッドが互いに接触・干渉し合

うため実用的な形状が得られない．
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2.2.2 格子の面内変形に対するポアソン比と曲面のガウス曲率の関係

平板から生成した曲面のガウス曲率は，曲面を構成するユニットの面内変形に対するポアソン比に関係

する [79-82,126,127]．Evans [127]は，この関係に対して板理論に基づく以下の式を示した．

R2 = −R1

ν12
(2.1)

R1 と R2 は文献 [127]における曲面の直交 2方向（主曲率方向）を表す方向 1, 2の曲率半径である．ν12

は，方向 1, 2間のポアソン比である．なお，式 (2.1)は 2つの主曲率方向に対する面外曲げを受けた平板

構造に対して成立する．式 (2.1)に従うと，面内変形に対するポアソン比が正のとき，面外変形を受ける

平板はガウス曲率が負の曲面を生成する．面内変形に対するポアソン比が負なら，平板からはガウス曲率

が正の曲面が生成される．本節では，リエントラント・ハニカムを含む 3種の六角形ユニットで構成され

た格子状平板に対する大変形解析を通じ，関係式 (2.1)の成立を確認する．

図 2.2は，3種の異なる六角形ユニットで構成される格子状平板の面内変形形状（上段）と面外変形形

状（下段）を示している．図 2.2(a)，(b)，(c)はそれぞれ，面内変形に対するポアソン比が正，およそ 0，

負のユニットからなる格子状平板に対応する．各ユニットのサイズは，w = d = 0.75 mである．全ての

部材の断面幅と断面せいはそれぞれ 0.01 m と 0.10 m である．図 2.2(a) のポアソン比 ν > 0 の例では

θi = −π/6とし，図 2.2(c)のポアソン比 ν < 0の例では θi = π/6とした．図 2.2(b)の ν ' 0の例につ

いて，iが奇数のときは θi = π/6とし，iが偶数のときは θi = −π/6とした．境界条件について，1番目

と m番目のシェブロン・ロッドとタイ・ロッドの接合部を y 方向のローラーとする．強制変位は，全て

のローラー支点に対して 0.30 mの大きさで y 方向に作用させる．図 2.2内の矢印は，強制変位の方向を

表している．面内変形前後の形状比較において，黒の線分で表しているのが変形前の形状であり，青が変

形後である．大変形解析の詳細は 2.5節に示す．

まず，ポアソン比 ν > 0 の例について，面内変形では，一軸方向の圧縮により格子状平板が直交方向

に膨張していることが確認できる．面外変形では，曲面に負のガウス曲率が生じ，形状は鞍型となる．次

に，ポアソン比 ν ' 0の例について，面内変形では，圧縮方向に直交する方向へ極めて微小な変形が確認

できる．面外変形では，ガウス曲率がおよそ 0である，可展面に近似できる曲面が生成される．最後に，

ポアソン比 ν < 0の例について，面内変形では，一軸方向の圧縮により格子状平板が直交方向に縮小して

いる．面外変形では，曲面に正のガウス曲率が生じ，形状はドーム型となる．

2.3 離散微分幾何学における離散曲率

本節では，文献 [115,117,128]に基づき，第 2章の提案手法の根幹をなす，離散微分幾何学における離

散（多面体）曲面上の曲率の計算手法を詳説する．

ABAGは離散的な骨組構造としてモデル化される．そのため，ABAG曲面の凹凸の定量化には，離散

的な手法が有効である．
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図 2.3: 頂点 qv (v = 1, . . . , 4)に対応する 4つの三角形からなる，頂点 pにおける四角錐とボロノイ領域

（灰色の領域）．

2.3.1 離散ガウス曲率

離散ガウス曲率は，多面体曲面上の凹凸量として定義される．連続な曲面上のガウス曲率と離散ガウス

曲率の対応は，曲面の全曲率とトポロジーの関係を結ぶガウス–ボネの定理 [117] により保証される．図

2.3は，頂点 pと qv (v = 1, . . . , 4)からなる四角錐を示す．図 2.3内の灰色の領域は，4つの三角形の内

接円の中心から各辺への垂直 2等分線を結合して生成されるボロノイ領域である．ボロノイ領域の 4頂点

の外角の和は，頂点 pに集まる 4つの三角形の内角の合計値に等しい．それゆえ，離散ガウス曲率は，平

坦形からの角度欠損（angle defect）として，以下のように定式化される [115,117]．

Kp = 2π −
4∑

v=1

ϕv

= 2π −
4∑

v=1

cos−1

(
ev · ev+1

|ev| · |ev+1|

)
(2.2)

図 2.4に示すとおり，頂点 pの離散ガウス曲率の符号は，pと qv の幾何学的な関係を分類する．Kp > 0

なら pを中心とした錐となる．一方で，Kp < 0なら鞍型となる．

2.3.2 離散平均曲率ベクトル

離散平均曲率ベクトルは，4つの三角形領域の勾配の和に対する逆方向ベクトルとして定義される．頂

点 pにおける離散平均曲率ベクトルHp は，Sullivanによって示された以下の式で計算される [117]．

Hp =
1

2

4∑
v=1

(cotαv1 + cotαv2) (p− qv) (2.3)
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図 2.4: 離散ガウス曲率の符号によって分類される四角錐の形状; (a) Kp > 0, (b) Kp = 0, (c) Kp < 0.
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* *

T2
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qv
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図 2.5: Cotangent formulaの導出に用いるベクトルと角度．

式 (2.3) は，cotangent formula と呼ばれ，離散微分幾何学の分野でよく知られる [115,128]．重み係数

(cotαv1 + cotαv2)/2は，以下の幾何学的関係より導かれる [116]．

|e∗v1|+ |e∗v2|
|ev|

=
1

2
(cotαv1 + cotαv2) (2.4)

図 2.5に示すように，ベクトル ev に垂直なベクトル e∗v1 は，辺 pqv の中点と三角形 T1 の内接円の中心を

結ぶ．同様に, e∗v2 は辺 pqv の中点と三角形 T2 の内接円の中心を結ぶ．図 2.6 (a), (b), (c)は，頂点 pに

おける離散平均曲率ベクトルHp = (Hx
p ,H

y
p ,H

z
p ) が異なる方向を指すときの錐の形状例を表している．

Kp > 0のとき，Hz
p > 0あるいは Hz

p < 0に対して，それぞれ頂点 pの凸方向が上方あるいは下方を指

す．平均曲率が 0の場合，ベクトルHp は消失する．
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図 2.6: 離散平均曲率ベクトルの方向; (a) 上方向, (b) 平均曲率 0, (c) 下方向．

2.4 ABAGの離散ガウス曲率分布設計に関する最適化問題

本節では，離散ガウス曲率を曲面形状の定量評価に用いた最適化手法に基づく，ABAGの形状設計法を

提案する．ABAGは，負のポアソン比を有する点で通常の構造物とは異なる．そのため，ABAGの力学

特性は直感とは異なっており，加えて，幾何学的非線形性を考慮した大変形解析を扱うことから，形状設

計におけるパラメータの設定が困難である．このことから，ABAGの形状設計法には最適化の利用が有

効であると考えられる．以下で示す最適化問題では，シェブロン・ロッドの断面せいと角度 θi を変数とし

て扱う．

2.4.1 ABAG曲面の離散化

離散曲率は，多面体上の点における曲率を計算するうえで定義されている [115,117]．ABAGを構成す

るユニットは，線分切片を用いた離散的な幾何形状を有する．したがって，離散曲率の計算には，ABAG

の接合部上の頂点位置に基づく三角形分割が必要である．図 2.7は，ABAG上の各節点に作成した，4つ

の三角形からなる四角錐を表している．図 2.7内の円形のマークは，接合部上の節点を表す．灰色の領域

は，四角錐を示す．なお，四角錐は境界上の節点を除く全ての節点について生成する．境界上の節点は，

四角錐を生成するための近傍の点が不足しているため，異なる曲率計算の定義が必要となる．しかし，本

研究では曲面の境界上の離散曲率は重要でないため計算しないものとする．

2.4.2 シェブロン・ロッドの断面せいの設計

Saxena et al. [53]は，各部材の断面せいと幅によってリエントラント・ハニカムの面内変形に対する

ポアソン比が決定することを示した．一方で，2.2.1節で述べたように，Naboni et al. [79-81]によると，
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図 2.7: ABAGの曲面上の各節点における 4つの三角形からなる四辺形メッシュ; (a) リエントラント・ハ

ニカム, (b) リエントラント四辺形.

ABAG曲面上のガウス曲率の分布は各部材の断面せいに依存する．したがって，部材の断面せいにより，

曲面上にさまざまな離散ガウス曲率分布を生成できる．ここでは，タイ・ロッドの断面せいは定数とし，

シェブロン・ロッドの断面せいを 3次のバーンスタイン多項式で定式化した変数とする．この設定による

利点は，全てのシェブロン・ロッドについて断面せいが滑らかに変化すること，および，設計変数として

バーンスタイン係数を用いることで設計変数の数を減少させられることである．

バーンスタイン係数 βl (l = 0, . . . , 3)とパラメータ u (0 ≤ u ≤ 1)を用いることで，3次のバーンスタ

イン多項式は次のように書ける．

B (u) = β0 (1− u)3 + 3β1 (1− u)2 u+ 3β2 (1− u)u2 + β3u
3 (2.5)

m 本のシェブロン・ロッドで構成される ABAG を考える．tik は，i (i = 1, . . . ,m) 番目のシェブロ

ン・ロッドの要素 k (k = 1, . . . , ni)の断面せいを表し，ni は i番目のシェブロン・ロッドの要素数とす

る．βli (l = 0, . . . , 3)は，i番目のシェブロン・ロッドのバーンスタイン係数である．パラメータ uは，k

番目の要素について uk = (k − 1)/(ni − 1)として分割される．ここでは，簡単のため，対称なシェブロ

ン・ロッドを考え，ni を偶数とする．また，断面せい分布の対称性を考慮して，バーンスタイン係数は条

件式 β3i = β0i および β2i = β1i を満たすものとする．この条件を用いると，断面せい tik は，以下のよう

に定式化される．

tik = β0i

[
(1− uk)3 + uk

3
]
+ 3β1i

[
(1− uk)2 uk + (1− uk)uk2

]
, uk =

k − 1

ni − 1
(2.6)
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2.4.3 最適化問題の定式化：特定領域内における離散ガウス曲率の最大化

本節では，目標節点として指定した節点における離散ガウス曲率を増加させた領域を有する ABAG曲

面を得る手法を提案する．目的関数 F を，設計者が任意に指定した特定領域内の節点 j (j = 1, . . . , N)

における離散ガウス曲率Kj の最小値とする．以下では，目的関数 F を最大化する最適化問題の定式化を

行う．本問題を解くことで，特定領域で凸な形状を有する曲面が得られる．さらに，目標節点 j における

離散平均曲率ベクトルHj = (Hx
j ,H

y
j ,H

z
j )の z 成分 Hz

j が非負となる制約条件を与える．この条件によ

り，目標節点 j の凸方向が z 方向の負の向きになる曲面は制約違反となる．すなわち，本問題は，局所的

に上に凸な形状を持つ ABAG曲面を設計するための最適化問題であるといえる．

先に述べたように，設計変数は θ = {θ1, . . . , θm}, β0 = {β01, . . . , β0m}, β1 = {β11, . . . , β1m}である．
大変形解析の非線形性に伴い，これらの設計変数と離散ガウス曲率 Kj の関係式を陽に書き下すことは困

難である．最適化の準備として，3種の設計変数 θi, β0i, β1i に異なる値を与えて得られる格子状平板から

生成される曲面の離散ガウス曲率分布を確認する．大変形解析には Abaqus Ver. 2018 [15]を使用する．

境界条件および強制変位は，2.5節で詳説する方法で設定する．リエントラント・ハニカムで構成された

4つの曲面（Case 1–4）について検討する．表 2.1には，これらの例に対して設定した θi, β0i, β1i の値

を掲載している．θi, β0i, β1i の値が曲面形状に影響を与えることは，図 2.8より明らかである．図 2.8の

(a)–(d)は，それぞれ Case 1–4に対応しており，各例の上段の図は曲面上の離散ガウス曲率分布，下段の

図は大変形後の曲面を示している．

Case 1および Case 2は，同一の β0i, β1i の設定のもとで θi を変更した 2例である．Case 1では i = 8

および 9番目のシェブロン・ロッドに与えた θi が他のシェブロン・ロッドよりも小さく，反対に Case 2

では大きい．Case 1は，i = 8, 9のシェブロン・ロッド上の節点での離散ガウス曲率が周囲と比較して大

きな値を示している．一方で，Case 2では曲面の中央付近で離散ガウス曲率の値が大きくなってはいるも

のの，i = 8, 9番目のシェブロン・ロッドの節点における離散ガウス曲率は小さい．さらに，Case 2の曲

面における離散ガウス曲率の値の最大値は，Case 1の最大値の 1/10程度である点も異なる．

Case 3 および Case 4 は，同一の θi の設定のもとで β0i と β1i を変更した 2 例である．Case 3 では，

各シェブロン・ロッドの断面せいが，境界付近で小さく中央部分で大きい．反対に，Case 4では，各シェ

ブロン・ロッドの断面せいが，境界付近で大きく中央部分で小さい．Case 3は，曲面中央付近の離散ガウ

ス曲率が大きく，境界付近では小さい．一方で，Case 4では境界付近の離散ガウス曲率の値が大きく，曲

面中央付近では小さい．Case 3と Case 4の曲面における離散ガウス曲率の最大値は，概ね近い値を示し

ている．

最適化問題は，以下のように定式化できる．

max. F = min
1≤j≤N

Kj (θ,β0,β1) (2.7a)

subject to Hz
j (θ,β0,β1) ≥ 0, (j = 1, . . . , N) (2.7b)

θL ≤ θ ≤ θU, βL
0 ≤ β0 ≤ βU

0 , βL
1 ≤ β1 ≤ βU

1 (2.7c)

上添字 U および L はそれぞれ，設計変数の上限値，下限値を表す．目的関数 F は，設計変数に対して

非線形性の強い関数である．このような問題の場合，目的関数を設計変数で陽に記述することは難しく，
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図 2.8: 異なるパラメータ θi, β0i, β1i に基づき生成される曲面の離散ガウス曲率分布と形状; (a) Case 1,

(b) Case 2, (c) Case 3, (d) Case 4.
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表 2.1: Case 1–4の変数 θi, β0i, β1i.

Parameters Case 1 Case 2 Case 3 Case 4

θ8 and θ9 0 2π/9 π/6 π/6

θi(i 6= 8 or 9) 2π/9 0 π/6 π/6

β0i (i = 1, . . . , 16) 0.10 0.10 0.01 0.30

β1i (i = 1, . . . , 16) 0.10 0.10 0.30 0.01

感度解析を行うことは困難である．したがって，感度解析を必要としない最適化問題の解法としてメタ

ヒューリスティクスの一つである，粒子群最適化（particle swarm optimization: PSO）を用いる [121]．

無作為に生成された多数の粒子（初期解）が，各粒子のもつ局所的情報と粒子全体で共有する大域的情報

に基づき，実行可能領域内で最良の位置を発見する，というのが PSOの考え方である．PSOのアルゴリ

ズムの詳細は付録に記す．

2.5 最適化による ABAG曲面の形状生成例

本問題に対する数値例題として，6つの例について検討する．本問題を解く目的は，局所的に上に凸と

なる領域（特定領域）を指定した ABAG曲面を設計することである．これにより，未だ確立されていな

い ABAG曲面の設計法の一例を提示することができる．以下では，モデルの種類を，ABAGを構成する

ユニットがリエントラント・ハニカムであるなら Type RH，リエントラント四辺形なら Type RQと呼

称する．

部材の材料定数は，ガラス繊維補強ポリマー（glass fiber reinforced polymer: GFRP）を想定してヤ

ング係数 25 GPa，ポアソン比 0.221とする．GFRPは，軽量さ，高強度，柔軟性の観点からベンディン

グアクティブ構造に適した材料である [129]．

部材の断面は，矩形断面とする．タイ・ロッドのせいと幅をそれぞれ，0.10 m, 0.01 mとする．一方，

シェブロン・ロッドについて，断面せいを式 (2.6)で決定し，幅を 0.01 mとする．シェブロン・ロッドの

断面せいを定める設計変数 β0,β1 の下限値は，βL
0 = βL

1 = 0.01 mとする．なお，βL
0 および βL

1 の値は

シェブロン・ロッドの断面せいの下限値に直接対応している．また，上限値は，βU
0 = βU

1 = 0.30とする．

表 2.2は，ABAGの初期格子状平板の形状と断面せいに関するパラメータを示している．ここで，ユニッ

トが負のポアソン比を有する形状となる範囲での検討を行うため，設計変数 θ は正値から選ぶ．θ の上限

値は 2.2.1節で説明した幾何学的な制約に基づき設定する．以下の例題において，PSOのパラメータは，

ω = 0.75, c1 = 0.75, c2 = 0.5と定める．粒子数を 100，最大くり返し数を 30とする．目的関数値に対す

るパラメータの影響については付録で検証する．

大変形解析に対して，準静的増分解析を実行する．荷重パラメータ τ は，最大時間増分 5.0 × 10−2 で

線形的に増加する．さらに，解析における全時間は 2 つのフェーズに分割される．0.0 ≤ τ ≤ 1.0 では，

全部材に対して自重と同じ大きさの鉛直上向きの補助的な荷重を作用させる．このフェーズにより，解析

初期における部材の真直性に伴う分岐座屈の問題が解消される．1.0 ≤ τ ≤ 2.0では，前のフェーズで与

えた補助的な荷重で変形した曲面の境界に対し，強制変位を作用させる．同時に補助的な荷重を除去し
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表 2.2: ABAGの初期格子状平板の形状と最適化に関するパラメータ．

Type w (m) d (m) θL θU βL
0 βU

0 βL
1 βU

1

RH 0.75 0.75 0 2π/9 0.01 0.30 0.01 0.30

RT 0.60 0.30
√
3 0 5π/18 0.01 0.30 0.01 0.30

Chevron rod i = 1

i = 2

i = m

Element k = 1 k = ni

Node 1 Node 25

x

y

Node 13

Node 13

(a)
(b)

図 2.9: 境界条件と強制変位（矢印）; (a) Type RH, (b) Type RQ.

て，全部材に対して自重を載荷する．以下の例では，最適化に対しては PSOの Pythonライブラリであ

る pyswarm 0.6 [130]を使用する．

2.5.1 例題: Type RH

図 2.9(a)に示すように，Type RHの初期格子状平板は 173のリエントラント・ハニカムで構成される．

各シェブロン・ロッドの要素数は ni = 24であり，シェブロン・ロッド数はm = 16本である．境界条件

として，1番目とm番目のシェブロン・ロッドの外側の位置に存在する接合部を，y 方向に沿って可動な

ローラー支点とする．なお，シェブロン・ロッドの番号は y の値の昇順とする．図 2.9(a)内の矢印の方向

に沿って，0.30 mの大きさの強制変位を全ての支点に作用させる．

初期格子状平板の x方向のサイズは全ての例で 9.0000 mであり，RH1, RH2, RH3の y 方向のサイズ

はそれぞれ 7.4243 m, 7.7977 m, 9.0115 mである．RH1から RH3の結果をそれぞれ，図 2.10–2.12に

示す．図 2.10(a)と図 2.12の上段は，曲面上の節点における離散ガウス曲率を示しており，目標節点は灰

色の領域で示している．これらの図に示されるように，断面せい分布が対称なため，離散ガウス曲率分布

は yz 平面に平行な平面についてほぼ対称である．図 2.10(b)，(c)，(d) はそれぞれ，シェブロン・ロッ

ドの要素の断面せい分布，xz 平面上への曲面の投影図，yz 平面上への曲面の投影図である．図 2.11は，

RH1の最適解での形状であり，コントアは各要素の軸応力を示す．図 2.12の下段は，RH2および RH3

の最適解に対する大変形後の曲面であり，コントアは z 方向変位を表す．このように，特定領域の分布を

変更することで，リエントラント・ハニカムで構成された ABAG のさまざまな形状を得られる．表 2.3

は，RH1, RH2, RH3の最適解での角度 θ の値 (180/2π)θ (deg.)を示している．
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表 2.3: RH1, RH2, RH3の最適解での角度 (180/2π)θ (deg.)．

i RH1 RH2 RH3 RQ1 RQ2 RQ3

1 40.0000 14.7488 13.7760 12.0472 31.0229 0.0000

2 30.2662 27.4255 24.3656 50.0000 50.0000 34.7531

3 39.9802 21.4771 7.4422 50.0000 50.0000 6.2228

4 40.0000 32.3327 14.2857 46.2684 50.0000 8.1381

5 40.0000 40.0000 10.9126 50.0000 11.3319 13.6342

6 40.0000 40.0000 7.0731 21.1182 14.1451 11.3380

7 40.0000 39.7786 40.0000 34.2966 23.9030 50.0000

8 17.3203 32.3755 0.0000 8.3701 21.9299 25.2091

9 12.6809 39.7769 40.0000 7.9463 49.2106 26.4698

10 39.1963 28.4857 31.7535 16.6086 43.5232 44.6211

11 40.0000 32.5705 40.0000 26.7399 13.1501 32.1896

12 40.0000 38.8833 0.0000 42.6460 17.1515 50.0000

13 35.5555 25.2261 40.0000 50.0000 9.1816 29.9167

14 40.0000 22.7660 0.0000 22.9564 39.1471 16.3895

15 40.0000 38.8350 40.0000 0.0924 50.0000 50.0000

16 10.0372 28.9499 0.0000 50.0000 37.3468 1.1488

表 2.4: 目標節点における離散ガウス曲率の平均値，最大値，最小値 (×10−3).

RH1 RH2 RH3 RQ1 RQ2 RQ3

Mean 15.4336 6.8785 5.8467 6.1106 2.0966 4.1352

Max. 16.0029 9.6618 7.5583 6.7981 4.6344 5.8518

Min. 15.0946 5.7211 4.9573 5.6182 1.4762 4.1352

図 2.13(a)，(b)，(c)はそれぞれ，RH1，RH2，RH3の最適解での目標節点の離散ガウス曲率Kj の値

を示している．目標節点を有するシェブロン・ロッドの数は RH1, RH2, RH3 のそれぞれについて，2,

12, 4である．結果より，RH1, RH2, RH3の全ての Kj の値は正であり，凸な形状が得られていること

がわかった．表 2.4に，RH1, RH2, RH3のKj の平均値，最大値，最小値を示す．RH1について，x方

向に広く分布する目標節点において比較的大きな値の離散ガウス曲率が生じている．また，図 2.14 は，

RH1, RH2, RH3の目的関数値の推移履歴を示している．全ステップの 2/3程度で目的関数はほぼ収束し

ている．
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2.5.2 例題: Type RQ

図 2.9(b)に示すように，Type RQの初期格子状平板は 345のリエントラント四辺形で構成される．各

シェブロン・ロッドの要素数は ni = 24 (i = 1, . . . , 15)および nm = 22であり，シェブロン・ロッド数は

m = 16本である．境界条件は Type RHと同様に，1番目とm番目のシェブロン・ロッドの外側の位置

に存在する接合部を y方向に沿って可動なローラー支点とする．図 2.9(b)内の矢印の方向に沿って，0.30

mの大きさの強制変位を全ての支点に作用させる．
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図 2.15: RQ1 の最適解での形状と離散ガウス曲率分布; (a) 離散ガウス曲率と目標節点（灰色の領域）,

(b) シェブロン・ロッドの断面せい分布, (c) xz 平面図, (d) yz 平面図.
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図 2.17: RQ2 と RQ3 の離散ガウス曲率分布と最適解の形状（コントア：z 方向変位）; (a) RQ2, (b)

RQ3.

最適解に対する初期格子状平板の x方向のサイズは全ての例で 7.2000 mであり，RQ1, RQ2, RQ3の

y 方向のサイズはそれぞれ 8.1518 m, 8.0232 m, 7.8002 mである．RQ1, RQ2, RQ3の最適化の結果を

それぞれ図 2.15–2.17に示す．図 2.15(a)と図 2.17の上段は，曲面上の節点における離散ガウス曲率を示

しており，特定領域は灰色の領域で示している．図 2.10(b)，(c)，(d)はそれぞれ，シェブロン・ロッド

の要素の断面せい分布，xz 平面上への曲面の投影図，yz 平面上への曲面の投影図である．これらの図に

示されるように，断面せい分布が対称なため，離散ガウス曲率分布は yz 平面に平行な平面について概ね

対称である．また，目標曲面を対称に配置した RQ1, RQ2の曲面上の離散ガウス曲率分布は，xz 平面に

平行な平面について明らかに非対称である．これは，リエントラント四辺形のユニット形状が xz 平面に

平行な平面について非対称であることに起因している．以上の結果から，リエントラント四辺形で構成さ

れた ABAGについても本最適化手法を適用することで，さまざまな形状を導出できることが確認できる．

表 2.3には，RQ1, RQ2, RQ3の最適解での角度 θ の (180/2π)θ (deg.)を示している．RQ1, RQ3の θ

に着目すると，目標節点を有するシェブロン・ロッドの角度 θi は周囲の θi より小さいことがわかる．こ

れは，Type RHと同じ解傾向である．

図 2.13(d), (e), (f)はそれぞれ，RQ1, RQ2, RQ3の Kj の値を示している．目標節点を有するシェブ

ロン・ロッドの数は RQ1, RQ2, RQ3のそれぞれについて，2, 12, 4である．結果より，Type RHと同様

に，RQ1, RQ2, RQ3の全ての Kj の値は正であり，凸な形状が得られていることがわかった．表 2.4は

RQ1, RQ2, RQ3の Kj の平均値，最大値，最小値を示している．RQ2の最適解の曲面では，Type RQ
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表 2.5: GAと SAのパラメータ．

Method Parameters Values

GA

Population size 300

Probability of mutation 20%

Probability of crossover 50%

Maximum number of generations 50

SA

Maximum number of steps 1000

Initial temperature 5230

Temperature at starting re-annealing 0.1046

表 2.6: RH1の最適解における目的関数と計算時間．

PSO GA SA

Objective function 0.0151 0.0113 0.0172

Computation time (h) 9.9 20.6 277.0

の他の例よりも小さい値の Kj が確認できる．これは，特定領域が y 方向に広く分布することによるもの

と考えられる． また，図 2.14は，RQ1, RQ2, RQ3の目的関数値の推移を示している．Type RQについ

ても，全ステップの 2/3程度で目的関数はほぼ収束している．

2.6 異なる最適化アルゴリズムに対する最適解の検証

PSOで得られた RH1の最適解を検証するため，異なる 2つのメタヒューリスティックスである遺伝的

アルゴリズム（genetic algorithm: GA）と焼きなまし法（simulated annealing: SA）で得られた結果を

比較する．以下の例では、GAの Pythonライブラリである DEAP [122]，SAの Pythonライブラリであ

る dual annealing [123]を使用する．GAと SAのパラメータは表 2.5に示すとおりである．計算機とし

て，Intel Core i7-8700 CPU 3.20 GHz, 16.0GB RAM, 6 coreの PCを使用する．

表 2.6 は，RH1 の最適解における目的関数，および，計算時間を示している．PSO を使用した場合，

計算時間が最も短くなる．目的関数値については，3つのアルゴリズムの中で最大の値を導出した SAの

結果と近い値が得られた．GAで得られた目的関数は 3つのアルゴリズムの中で最小であり，計算時間は

PSO の約 2 倍であった．SA を使用した場合，検討したアルゴリズムの中で最良の目的関数値が得られ

た．しかし，計算には 277.0時間という，他のアルゴリズムに比べると長大な時間を要しており，本問題

に対して SAは実用的な手法とは言えない．図 2.18は，3つのアルゴリズムで得られた RH1の最適解の

曲面形状，および離散ガウス曲率分布を示している．

3つのアルゴリズムで得られた最適解では，設計変数 θ8, θ9 が他のシェブロン・ロッドの θi に比べて小

さく，それぞれの曲面は互いに近い形状である．そのため，本最適化問題に対しては，いずれのアルゴリ

ズムを用いても概ね良好な解を得ることができる．
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図 2.18: 3種のメタヒューリスティクスによる RH1の離散ガウス曲率分布と曲面形状; (a) PSO, (b) GA,

(c) SA.

2.7 非均一なユニットで構成される ABAGの形状設計法

本節では，非均一なユニットで構成される ABAGの形状設計法について説明する．一般に，平面的な

オーゼティック構造の幾何形状は，リエントラント・パターンの均一な形状により周期性を有する．リエ

ントラント・ハニカムとリエントラント四辺形は，単純な形状を持つため多様なオーゼティック構造の格

子形状として採用されている．しかし，従来の単純なリエントラント・パターンに基づく格子形状を持つ

ABAG曲面は，生成可能な形状について制約が存在する．

上記の制約に対する解決策として，非均一で複雑なリエントラント・パターンを有する格子状平板から

曲面を生成する方法が考えられる．しかし，単にパターンを複雑にしたとして，負のポアソン比の発現の

有無や設計・施工の難度が課題となる．そのため，リエントラント・ハニカムとリエントラント四辺形の

単純な格子形状を活用しつつ，生成される曲面形状の複雑さを向上させるため，以下の 3種の格子設計法

を提案する．

1. 非周期型 ABAG

2. ハイブリッド型 ABAG

3. 複合型 ABAG

非周期型 ABAGは，一方向に対して周期性を崩したリエントラント・ハニカムあるいはリエントラント

四辺形で構成される格子状平板から生成される ABAG 曲面である．一方向に対して周期性を崩すには，

その方向に対するユニットのサイズを非均一に設計する．ハイブリッド型 ABAGは，2つの異なる種類

のリエントラント・パターンを混在させた格子状平板から生成される曲面である．リエントラント・ハニ

カムとリエントラント四辺形は，シェブロン・ロッドを有する点で共通している．そのため，シェブロン・
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ロッドの配置方法でパターンを決定することができる．複合型 ABAGは上記の 2種類の格子設計法を組

合わせて生成される ABAG曲面である．非均一なパターンを用いることで，均一なリエントラント・パ

ターンで構成された曲面よりも，非対称でより複雑な形状の ABAG曲面を得ることができる．

2.7.1 リエントラント・パターンの形状パラメータ θi と幾何学的な制約条件の再設定

　 2.2.1節で定義したリエントラント・パターンの形状パラメータ θi を再設定し，ユニットの設計にお

いて満たすべき制約条件の修正を行う．再設定を行う理由は，ハイブリッド型 ABAG と複合型 ABAG

について，以下では角度 θi の符号を用いてリエントラント・パターンの配置を決定するので，2.2.1節の

設定をそのまま用いるのは難しいためである．リエントラント・ハニカムとリエントラント四辺形の両方

に対して，θi に対する正方向を反時計回りとして再設定する．これにより，リエントラント・ハニカムの

部材の接触・交差の回避に関する幾何学的な制約条件を次式のように修正する．

d− 1

2
w (tan θi − tan θi+1) > 0 for 0 < θi < π/2 and − π/2 < θi+1 < 0 (2.8)

d− 1

2
w (− tan θi + tan θi+1) > 0 for− π/2 < θi < 0 and 0 < θi+1 < π/2 (2.9)

同様に，リエントラント四辺形については，以下の条件を与える．

d− 1

2
w (tan θi − tan θi+1) > 0 (2.10)

θ (>0)i

dw

x

y

chevron rod tie rod

θ    (<0)i+1
�(w/2)tanθi+1

(w/2)tanθi

(a)

θi

d

w

x

y

θi+1

tie rod

chevron rod

(w/2)tanθi+1

(w/2)tanθi

(b)

図 2.19: 角度 θi の正方向の再設定; (a) リエントラント・ハニカム, (b) リエントラント四辺形.

2.7.2 非周期型 ABAGとハイブリッド型 ABAG

均一なリエントラント・パターンによる曲面形状への制約を克服するため，ABAGの格子状平板を非均

一なリエントラント・パターンによって設計する．従来のリエントラント・パターンの単純さを犠牲にし

て，より複雑な形状の曲面を得ることを目的とする．
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(a)

5

(b)

図 2.20: 形状パラメータ γD (D = 1, . . . , 4); (a) γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = 1.00, (b) γ1 = 1.00, γ2 =

0.75, γ3 = 2.00, γ4 = 0.5.

非周期型 ABAG

Dmax 個のサブ領域を有する格子状平板に対して，形状パラメータ γD, D = (1, . . . , Dmax)を与える．

非周期型 ABAGの格子状平板は，各サブ領域の x方向のサイズに対し，対応する形状パラメータ γD を

乗じた値を設定する．このとき，タイ・ロッドの長さ，および部材の接続関係は変更しない．図 2.20は，

y 方向に沿って分割された 4 つのサブ領域を有する格子状平板である．各サブ領域に対して，形状パラ

メータ γ1, γ2, γ3, γ4 を割り当てる．図 2.20(a)の周期型 ABAGにおいて，シェブロン・ロッドと x軸の

なす角度の大きさを |θi| = π/6, (i = 1, . . . ,m)とする．図 2.20(b)は，γ1 = 1.00, γ2 = 0.75, γ3 = 2.00,

γ4 = 0.50とした格子状平板である．このように，γD の値を調整すると，x方向に対して周期性が崩れた

格子状平板を容易に生成できる．

ハイブリッド型 ABAG

既往研究 [79-82]を含め，2.6節までに示した ABAGの格子状平板は，1種類のリエントラント・パター

ン，すなわち，リエントラント・ハニカムあるいはリエントラント四辺形のみを用いて設計されている．

ハイブリッド型 ABAGは，図 2.1に示すような，異なる 2種類のリエントラント・パターンを 1つの格

子状平板に混在させた構造である．

リエントラント四辺形は一様な形状のシェブロン・ロッドが平行に配置されており，リエントラント・

ハニカムは互いに対称な 2本のシェブロン・ロッドが交互に配置されている．このシェブロン・ロッドの

幾何特性を活用して格子状平板を設計する．リエントラント・パターンの配置は，i番目と (i+ 1)番目の

シェブロン・ロッドの形状パラメータ θi および θi+1 の符号によって決まる．図 2.19に示すように，θi と

θi+1 の積 θiθi+1 が負の場合，2 本のシェブロン・ロッドの間のパターンはリエントラント・ハニカムと

し，正の場合はリエントラント四辺形とする．図 2.20(a)は，均一なリエントラント四辺形で構成された

格子状平板である．青の線分切片で示す部材は，構造解析において不安定になる要素を安定化させるため

に与えた部材である．図 2.20(b)は，ハイブリッド型 ABAGの格子状平板の例である．黄色の領域はリ
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extra tie rod

(a)
(b)

図 2.21: 均一なリエントラント・パターンで構成された ABAGとハイブリッド型 ABAG; (a) 均一なパ

ターンで構成された ABAG, (b) ハイブリッド型 ABAG.

表 2.7: 形状パラメータ γD．

Model γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6

Non-periodic 1 1.00 0.50 1.20 0.80 0.50 1.00

Non-periodic 2 1.00 2.00 0.50 2.00 1.00 0.50

Mixed 1.00 0.75 1.50 0.50 0.75 1.25

エントラント・ハニカムを表し，青色の領域はリエントラント四辺形を表している．

2.7.3 非均一なユニットで構成される ABAGの曲面

非周期型，ハイブリッド型，複合型 ABAGの曲面形状と離散ガウス曲率分布を検証する．本節の全ての

例に対して，同一の境界条件を適用する．格子状平板の境界形状は矩形とする．シェブロン・ロッドの両

端は x方向に沿って可動なローラー支点とし，1番目とm番目のシェブロン・ロッドとタイ・ロッドの全

接合部を xy 平面内で可動なローラー支点とする．大変形解析の手順は，2.5節で説明したとおりである．

部材の材料定数は GFRPを想定し，ヤング係数 25 GPa，ポアソン比 0.221とする．部材は全て矩形断

面とし，断面せいを 0.10 m，幅を 0.01 mとする．

非周期型 ABAG

2 例の非周期型 ABAG の曲面について検証する．非周期型モデル 1 は 242 個のリエントラント・ハ

ニカムで構成され，非周期型モデル 2 は 232 個のリエントラント四辺形で構成される．これらのリエン

トラント・パターンの形状は，初期格子状平板に定めた 6 個のサブ領域に対して与える形状パラメータ

γD (D = 1, . . . , 6)で調整される．表 2.7に非周期型モデル 1，2に与える γD の値を示す．

各ユニットのサイズは w = 0.75, d = 0.75とする．強制変位は，シェブロン・ロッドの両端の支点に対

して x方向に沿って 0.30 m与える．図 2.22, 2.23にそれぞれ，非周期型モデル 1, 2の大変形解析の結果
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図 2.22: 非周期型モデル 1; (a) 曲面形状, (b) 離散ガウス曲率分布, (c) xz 平面, (d) yz 平面.

を示す．図 2.22(a), (b), (c), (d)はそれぞれ，非周期型モデル 1の曲面，離散ガウス曲率分布，xz 平面

図，yz平面図である．図 2.22(b)に示すとおり，離散ガウス曲率の値が周囲より大きい節点は，γD の値が

比較的小さいサブ領域に存在する．最大の離散ガウス曲率を持つ節点は，γ2 = 0.50を割り当てた左から

2番目のサブ領域内に位置する．離散ガウス曲率の分布は xz 平面に平行な平面について対称である．図

2.22(c), (d)にはそれぞれ，非周期型モデル 1の非対称な投影図と対称な投影図を示す．図 2.23(a), (b),

(c), (d)は，非周期型モデル 2の結果である．図 2.23(b)から，境界付近を除き，比較的小さい γD が与え

られたサブ領域内の節点において，離散ガウス曲率が大きくなることが確認できる．

非周期型モデル 1および 2により，γD の設定によって生成される曲面の離散ガウス曲率の分布をある

程度操作できることがわかる．とくに，γD を局所的に小さく設定したサブ領域では，そうでないサブ領

域に比べて，大きな値の離散ガウス曲率を持つ節点が生じやすい傾向にある．

ハイブリッド型 ABAG

2つのハイブリッド型 ABAGの曲面について，各節点における離散ガウス曲率分布を確認する．ハイ

ブリッド型モデル 1は，図 2.24に示すように，145個のリエントラント・ハニカムと 261個のリエント

ラント四辺形で構成される．一方で，ハイブリッド型モデル 2は，図 2.25に示すように，115個のリエン

トラント・ハニカムと 252個のリエントラント四辺形で構成されており，これらのパターンは交互に配置

される．各ユニットのサイズを w = 0.75, d = 0.75とする．曲面の生成において，シェブロン・ロッドの

両端の支点に 0.30 mの大きさの強制変位を与える．図 2.24および 2.25はそれぞれ，ハイブリッド型モ

デル 1および 2の大変形解析の結果を示している．図 2.24(a)は曲面形状を示し，図 2.24(b)は曲面の xy
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図 2.23: 非周期型モデル 2; (a) 曲面形状, (b) 離散ガウス曲率分布, (c) xz 平面, (d) yz 平面.
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図 2.24: ハイブリッド型モデル 1; (a) 曲面形状, (b) 離散ガウス曲率分布, (c) xz 平面, (d) yz 平面.

40



U, U3

+0.000e+00
+1.154e−01
+2.308e−01
+3.462e−01
+4.616e−01
+5.770e−01
+6.924e−01
+8.078e−01
+9.232e−01
+1.039e+00
+1.154e+00
+1.269e+00
+1.385e+00

X

Y

Z

(a)

0

2

4

6

8

10

12

14

-2 0 2 4 6 8 10 12

y
 (

m
)

x (m)

-0.002

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

(b)

0
0.5

1
1.5

2

0 1 2 3 4 5 6 7 8

z
 (

m
)

x (m)

(c)

0
1
2

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415

z
 (

m
)

y (m)

(d)

図 2.25: ハイブリッド型モデル 2; (a) 曲面形状, (b) 離散ガウス曲率分布, (c) xz 平面, (d) yz 平面.

平面図と離散ガウス曲率分布を示している．リエントラント・パターンが x方向に周期性を持つため，離

散ガウス曲率分布は yz 平面に平行な平面について対称である．図 2.24(c), (d)はそれぞれ，ハイブリッ

ド型モデル 1の xz 平面図と yz 平面図である．ハイブリッド型モデル 1と同様にして，ハイブリッド型

モデル 2の結果を図 2.25に示す．図 2.25(b)は，ハイブリッド型モデル 2の離散ガウス曲率の分布を示

しており，この分布には対称性が確認できる．この対称性の出現についても，x方向に周期性のあるリエ

ントラント・パターンの存在が影響している．加えて，ハイブリッド型モデル 2の場合は xz 平面に平行

な平面だけでなく，yz 平面に平行な平面についても対称である．これは，リエントラント・パターンが交

互に配置されたことで生じた，格子形状の幾何的な対称性に起因する．

ハイブリッド型 ABAGとして格子を設計すれば，異なるリエントラント・パターンの配置方法により，

ハイブリッド型モデル 1のように y 方向への対称性を崩したり，ハイブリッド型モデル 2のように格子状

平板全体で均質な力学特性を与えたりすることができる．

複合型モデル

複合型モデルは，非周期型モデルとハイブリッド型モデルを同一の格子状平板の設計に適用したモデ

ルであり，複雑で非対称な ABAG 曲面を容易に生成できる点で有効である．各ユニットのサイズは，

w = 0.75, d = 0.75とする．各シェブロン・ロッドの両端の支点に対して，0.30 mの強制変位を作用させ

る．形状パラメータ γD (D = 1, . . . , 6)を表 2.7に示す．複合型モデルは，218個のリエントラント・ハ

ニカムと 232個のリエントラント四辺形で構成される．図 2.26は，複合型モデルの大変形解析の結果で

ある．図 2.26(a), (b), (c), (d)はそれぞれ，曲面形状，xy 平面図と離散ガウス曲率分布，xz 平面図，yz

平面図を表す．曲面に生じた離散ガウス曲率分布は規則性がなく複雑である．形状パラメータ γD が 1未
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図 2.26: 複合型モデル; (a) 曲面形状, (b) 離散ガウス曲率分布, (c) xz 平面, (d) yz 平面.

満のサブ領域の節点において，離散ガウス曲率の値が比較的大きい．これは，非周期型モデル 1，2と同

様の解傾向である．また，異なるリエントラント・パターンを配置したことで，形状の対称性が失われて

いる．リエントラント・ハニカムとリエントラント四辺形の間に位置するシェブロン・ロッド上の節点に

おいて，離散ガウス曲率が増大しやすい．

2.7.4 非均一なユニットで構成される ABAGの最適化問題の定式化

本節では，2.4.3節で導入した最適化手法を用いた，非均一なユニットからなる ABAGの形状設計法に

ついて述べる．以下では，リエントラント・ハニカムからなる非周期型 ABAG，ハイブリッド型 ABAG，

複合型 ABAGに関する 3つの例題を示す．

設計変数には，2.5節で提示した θ,β0,β1 に加え，非周期型 ABAGの初期格子状平板の設計に用いる

γ = {γ1, . . . , γD}を導入する．また，2.7.1節で再設定したリエントラント・パターンの形状パラメータ

に応じて，設計変数 θ の下限値を負の値まで拡張する．

表 2.8に，ABAGの形状パラメータと最適化に関するパラメータを記す．非周期型 ABAGはリエント

ラント・ハニカムで構成されるため，設計変数 θの正負は隣り合うシェブロン・ロッド間で異なる．なお，

ハイブリッド型 ABAGの最適化問題では，サブ領域を設けないため，設計変数 γ を考慮しない．

最適化問題は，以下のように定式化できる．

max. F = min
1≤j≤N

Kj (θ,β0,β1,γ) (2.11a)

subject to Hz
j (θ,β0,β1,γ) ≥ 0, (j = 1, . . . , N) (2.11b)

θL ≤ θ ≤ θU, βL
0 ≤ β0 ≤ βU

0 , βL
1 ≤ β1 ≤ βU

1 , γL ≤ γ ≤ γU (2.11c)
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表 2.8: 非均一ユニットからなる ABAGの初期格子状平板の形状と最適化に関するパラメータ．

Type w (m) d (m) θL θU βL
0 βU

0 βL
1 βU

1 γL γU

Non-periodic (RH) 0.75 0.75 0 2π/9 0.01 0.30 0.01 0.30 0.30 2.00

Hybrid 0.75 0.75 −2π/9 2π/9 0.01 0.30 0.01 0.30 – –

Mixed 0.75 0.75 −2π/9 2π/9 0.01 0.30 0.01 0.30 0.10 2.00

表 2.9: Surface1と Surface3の設計変数 γ の最適解．

Model γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6 γ7 γ8

Non-periodic (Type RH) 1.2133 1.8731 0.3000 0.4375 0.3978 0.3309 1.2224 1.6611

Mixed 1.2513 1.2632 0.2982 0.6564 0.3783 0.5270 1.4213 1.7454

解法には，2.4.3節と同様にして PSOを用いる．

2.7.5 非周期型，ハイブリッド型，複合型 ABAGの最適化

非均一なリエントラント・パターンからなる ABAG の形状設計例として，2.7.4 節で定式化した最適

化問題を解いて得られる曲面を示す．例題として，非周期型 ABAG，ハイブリッド型 ABAG，複合型

ABAGのそれぞれの格子設計法に基づく曲面，Surface1，Surface2，Surce3について最適化の例を示す．

全ての例題において，各シェブロン・ロッドの要素数を ni = 24とし，シェブロン・ロッド数をm = 16

本とする．境界条件は，図 2.27に示すように，例題に応じて変更する．図 2.27(a)のように，Surface1の

初期格子状平板は 159個のリエントラント・ハニカムで構成される．

図 2.27(a)のように Surface1および Surface3では，1番目とm番目のシェブロン・ロッドの外側の位

置に存在する全接合部を y 方向に沿って可動なローラー支点とし，全てのシェブロン・ロッドの両端の支

点は，xy 平面で可動なローラーとする．また，図 2.27(b) のように Surface2 では，1 番目と m 番目の

シェブロン・ロッドの外側の位置に存在する全接合部を xy 平面で可動なローラー支点とし，全てのシェ

ブロン・ロッドの両端の支点を，x 方向に沿って可動なローラーとする．変形に用いる強制変位は，図

2.27(a), (b)内の矢印の位置の支点に対して，矢印の方向に 0.30 m作用させる．大変形解析の手順は，前

節までのものと同じとする．

非周期型 ABAGである Surface1と複合型 ABAGである Surface3には，形状パラメータ γD を与える

サブ領域を設定する．サブ領域の分割は，図 2.27(a)の白色と灰色の領域に示すとおりであり，各サブ領

域に含まれるシェブロン・ロッド 1本あたりの要素数は 3とする．サブ領域の番号は，x座標の増加に応

じて 1から 8へと順に割り当てる．

Surface1（非周期型 ABAG）の最適化

図 2.28は，非周期型 ABAGである Surface1の最適解の形状である．コントアは節点の z 方向変位を

表す．最適解の格子状平板の x 方向のサイズは 8.3657 m であり，y 方向のサイズは 9.1081 m である．

図 2.29(a)は，曲面上の節点における離散ガウス曲率を示しており，特定領域を灰色の領域で示している．
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図 2.27: 境界条件と強制変位（矢印）; (a) Surface1（非周期型 ABAG）と Surface3（複合型 ABAG）,

(b) Surface2（ハイブリッド型 ABAG）.
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図 2.28: Surface1の最適解の形状（コントア：z 方向変位）．

図 2.29(b)，(c)，(d)はそれぞれ，シェブロン・ロッドの要素の断面せい分布，xz 平面への曲面の投影図，

yz 平面への曲面の投影図である．表 2.9は，設計変数 γ の最適解を示している．表 2.10は，最適解 θ か

ら算出した値 (180/2π)θ (deg.)を示している．

最適解 γ について，曲面の境界付近のサブ領域 1, 2, 7, 8に対する解は 1以上の値が得られ，残りの曲

面中央付近のサブ領域 3, 4, 5, 6には 1より小さい値が得られた．この結果は，2.7.3節で紹介した非周期

型 ABAG で生成される曲面上の離散ガウス曲率分布の性質を捉えている．つまり，γD の値が相対的に

小さいサブ領域上の節点における離散ガウス曲率は，その他のサブ領域内の節点に比べて大きくなりやす

い，という解傾向が最適解にも確認できた．設計変数 θ の最適解について，特定領域に含まれる節点が存

在するシェブロン・ロッドの角度 θ8, θ9 は，他の全ての角度より絶対値が小さい．この結果は，図 2.8(a),

(b)で示した結果や 2.5節の最適解で確認した解傾向に一致している．すなわち，離散ガウス曲率が曲面

内で相対的に大きい節点を有するシェブロン・ロッドの角度 θi は，隣り合うシェブロン・ロッドに比して
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図 2.29: Surface1 の最適解での形状と離散ガウス曲率分布; (a) 離散ガウス曲率と目標節点（灰色の領

域）, (b) シェブロン・ロッドの断面せい, (c) xz 平面図, (d) yz 平面図．

小さいという結果が，非周期型モデルの最適解でも確認できた．

図 2.29(b)に示すように，シェブロン・ロッドの断面せい分布は，部材の中央に関して対称に与えられ

る．しかし，表 2.9に示すように，γ の最適解によって x方向のユニットサイズに対する対称性が失われ

ている．そのため，yz 平面に平行な平面について，離散ガウス曲率の分布の対称性は見られない．図 2.10

は，Surface1，Surface2，Surface3の最適解での角度 θ の値 (180/π)θ (deg.)を示している．

図 2.30(a)は，Surface1の最適解に対する目標節点上の離散ガウス曲率 Kj の値を示している．目標節

点を有するシェブロン・ロッドは 2本である．最適化の結果として，Surface1の全ての Kj は正であり，

特定領域内で上に凸の形状が得られている．表 2.11において，Surface1の Kj の平均値，最大値，最小

値を示している．特定領域内で最小の離散ガウス曲率は，9番目のシェブロン・ロッド上の節点 19で生じ

ている．最大値は，9番目のシェブロン・ロッド上の節点 8で生じている．8番目のシェブロン・ロッド

の節点 12, 13, 14の離散ガウス曲率は最大値に近い値となった．特定領域外の離散ガウス曲率の値は，曲

面上の大半の箇所でおよそ 0である．以上より，特定領域内の全ての節点の離散ガウス曲率の値が増加し

ており，かつ，実行可能解を得ているため，局所的に上に凸の形状の曲面が得られたと判断できる．

Surface2（ハイブリッド型 ABAG）の最適化

図 2.31は Surface2の最適解での曲面形状であり，コントアは節点の z 方向変位を表す．最適解での格

子状平板の x方向のサイズは 9.0000 mであり，y 方向のサイズは 10.1902 mである．図 2.32(a)は，曲
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図 2.30: 目標節点を有するシェブロン・ロッド上の離散ガウス曲率 Kj , (a) Surface1 , (b) Surface2, (c)

Surface3.
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表 2.10: Surface1，Surface2，Surface3の最適解での角度 (180/2π)θ (deg.)．

i Non-periodic (Type RH) Hybrid Mixed

1 0.0092 −21.7721 −12.8387
2 −28.9373 −7.2880 −0.0098
3 21.9426 −28.7674 −17.1340
4 −24.8894 −26.8339 39.1395

5 26.0536 40.0000 39.3135

6 −16.0666 40.0000 −21.4748
7 40.0000 -40.0000 -39.7819

8 −3.3226 −5.9311 38.7891

9 4.6204 −5.8864 4.7354

10 −27.5779 26.1277 −29.0702
11 31.5926 −39.9999 39.8651

12 −38.7370 −21.9373 −31.3823
13 12.0642 −38.8050 −21.3103
14 −12.6912 24.8195 −18.9581
15 9.0207 −1.1693 −34.2104
16 −0.1164 38.1928 34.7261

表 2.11: 目標節点における離散ガウス曲率の平均値，最大値，最小値 (×10−3).

Surface1 Surface2 Surface3

Mean 25.0383 30.1649 36.5514

Max. 30.0432 46.9606 60.1301

Min. 20.6392 24.6291 26.0870

面上の節点における離散ガウス曲率を示しており，特定領域は灰色の領域である．図 2.32(a)に示すよう

に，最適解の初期格子状平板は 80のリエントラント・ハニカムと 184のリエントラント四辺形で構成さ

れる．図 2.32(b)，(c)，(d)はそれぞれ，シェブロン・ロッドの要素の断面せい分布，xz平面上への曲面の

投影図，yz 平面上への曲面の投影図である．最適解での角度 θ の値 (180/2π)θ (deg.)を表 2.10に示す．

最適解 θ について，特定領域に含まれる節点を有するシェブロン・ロッドの角度 θ8, θ9 は，他の全ての

角度に比べて小さい値となった．この結果は，ここまでで示してきた例題の最適解と同じ解傾向を示して

いる．なお，Surface2の境界条件は，図 2.27(b)に示すように，Surface1とは異なる．そのため，異なる

境界条件を与えた ABAG曲面の形状設計例でも，特定領域を設定したシェブロン・ロッドが直線に比較

的近い形状で得られることが明らかになった．

図 2.32(b)に示すように，シェブロン・ロッドの断面せい分布は，部材の中央に関して対称に与えられ

る．加えて，ハイブリッド型モデルに対する最適化問題では，設計変数に γ を含まないので，xy平面に平
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図 2.31: Surface2の最適解での形状（コントア：z 方向変位）．

行な平面に関する離散ガウス曲率の分布は対称性を有する．結果より，得られたリエントラント・パター

ンの配置には周期性や規則性は見出せない．したがって，設計者が直感的にリエントラント・パターンを

配置して，最適解のような解を探索するのは困難であると考えられる．

図 2.30(b)は，最適解での目標節点の離散ガウス曲率 Kj の値を示している．目標節点を有するシェブ

ロン・ロッドは，曲面の中央付近に位置する i =8，9番目の 2本であり，これらのシェブロン・ロッド上

に位置する全てのKj は正の値をとる．

表 2.11に，Surface2の Kj の平均値，最大値，最小値を示している．特定領域内の離散ガウス曲率の

最小値（目的関数）は，9番目のシェブロン・ロッド上の節点 19で生じている．最大値は，9番目のシェ

ブロン・ロッド上の節点 10と 16で生じている．特定領域外の離散ガウス曲率の値は，ほとんどの箇所で

およそ 0である．以上より，特定領域内の全ての節点の離散ガウス曲率の値が増加しており，かつ，実行

可能解を得ているため，局所的に上に凸の形状の曲面が得られたと判断できる．

Surface3（複合型 ABAG）の最適化

図 2.33 は，Surface3 の最適解での曲面形状であり，コントアは節点の z 方向変位を表す．図 2.34(a)

に示すように，最適解の格子状平板は 80のリエントラント・ハニカムと 184のリエントラント四辺形で

構成され，平板の x方向のサイズは 8.4839 m，y 方向のサイズは 9.4390 mである．図 2.33(a)は，曲面

上の節点における離散ガウス曲率を示しており，特定領域は灰色の領域である．図 2.34(b)，(c)，(d)はそ

れぞれ，シェブロン・ロッドの要素の断面せい分布，xz 平面上への曲面の投影図，yz 平面上への曲面の

投影図である．Surface3の最適解 γ を表 2.9に示し，最適解での角度 θの値 (180/2π)θ (deg.)を表 2.10

に示す．

最適解 γ について，曲面の境界付近のサブ領域 1, 2, 7, 8に対する解は 1以上の値が得られ，残りの曲

面中央付近のサブ領域 3, 4, 5, 6には 1より小さい値が得られた．この結果は，Surface1の最適解と同じ

48



0

2

4

6

8

10

0 2 4 6 8 10

y
 (

m
)

x (m)

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

(a)

0

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

0.175

0.2

0.225

0.25

0.275

0.3

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

t i
k
 (

m
)

element

i=1

i=2

i=3

i=4

i=5

i=6

i=7

i=8

i=9

i=10

i=11

i=12

i=13

i=14

i=15

i=16

(b)

0
0.5

1
1.5

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

z
 (

m
)

x (m)

(c)

0
0.5

1
1.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

z
 (

m
)

y (m)

(d)

図 2.32: Surface2の最適解に対する曲面と離散ガウス曲率分布; (a) 離散ガウス曲率と目標節点（灰色の

領域）, (b) シェブロン・ロッドの断面せい, (c) xz 平面図, (d) yz 平面図．

解傾向を示している．最適解 θ について，特定領域に含まれる節点を有するシェブロン・ロッドの角度

θ9 は，他の全ての角度に比べて小さな値であった．しかし，同じ特定領域に含まれる θ8 の絶対値は，特

定領域に隣接する位置にあるシェブロン・ロッドに関する角度 θi に近い値が得られた．この点について，

Surface3の最適解は，他の例題とは異なる解傾向を示しているといえる．

図 2.34(b)に示すように，シェブロン・ロッドの断面せい分布は，部材の中央に関して対称に与えられ

る．しかし，表 2.9に示すように，最適解 γ の非対称な分布によって x方向のユニットサイズの対称性が

失われている．そのため，yz 平面に平行な平面について，離散ガウス曲率の分布は対称性を示さない．結

果より，リエントラント・ハニカムとリエントラント四辺形の分布に対する周期性や規則性は見出せず，

xz 平面に平行な平面についても，離散ガウス曲率の分布は対称性を持たない．

図 2.30(c)は，Surface3の最適解における目標節点上の離散ガウス曲率 Kj の値を示している．目標節

点を有するシェブロン・ロッドは，曲面の中央付近に位置する i =8，9番目の 2本である．この図から，

Surface3の全てのKj は正の値である．表 2.11は，Kj の平均値，最大値，最小値を示している．特定領

域内の離散ガウス曲率の最小値（目的関数）は，8番目のシェブロン・ロッド上の節点 12で生じている．

また，特定領域の端部の 4つの節点の離散ガウス曲率は，目的関数に概ね一致する．最大値は 0.0601で

あり，9番目のシェブロン・ロッド上の節点 15で生じている．特定領域に含まれない節点での離散ガウス

曲率は，ほとんどの箇所でおよそ 0である．以上より，特定領域内の全ての節点の離散ガウス曲率の値が

増加しており，かつ，実行可能解を得ているため，局所的に上に凸の形状の曲面が得られたと判断できる．
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図 2.33: Surface3の最適解での形状（コントア：z 方向変位）．
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図 2.34: Surface3の最適解における曲面と離散ガウス曲率分布; (a) 離散ガウス曲率と目標節点（灰色の

領域）, (b) シェブロン・ロッドの断面せい, (c) xz 平面図, (d) yz 平面図．
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2.8 第 2章の結論

本章では，負のポアソン比を持つ幾何形状によって設計した格子を有するグリッドシェルである ABAG

の形状設計法を提案した．提案手法により，局所的に上に凸な形状を有する曲面を生成できる．本手法

は，ABAGの離散的な幾何形状に対する定量化，および，最適化を用いた形状設計法である点で独自性を

有する．また，非均一なユニットを用いた格子状平板の設計により，均一なユニットで構成される平板か

ら生成される曲面よりも複雑な形状の曲面を容易に生成できることを示した．

2.2節では，負のポアソン比を持つリエントラント・パターンの設計に関するパラメータを導入し，格

子状平板の面内変形に対するポアソン比の符号によって，得られる曲面において支配的なガウス曲率の符

号が異なることを例証した．2.3節では，離散ガウス曲率および離散平均曲率ベクトルの定義式を示した．

2.4節では，ABAGの形状設計を目的とした最適化問題の定式化を行った．設計変数には，シェブロン・

ロッドと x軸の間の角度 θ，シェブロン・ロッドの断面せい分布に関するバーンスタイン係数 β0,β1 を

用いた．目的関数には離散ガウス曲率を用い，制約条件に離散平均曲率ベクトルの z 方向成分を与えた．

最適化手法にはメタヒューリスティクスの一種である PSOを使用した．2.5節では，最適化により生成さ

れた ABAGの曲面例を示し，最適解として得られる曲面の形状や離散ガウス曲率分布について考察した．

2.6節では，PSOを用いた場合の結果と SAと GAのそれぞれの結果を比較した．3つのアルゴリズムで

得られた結果はいずれも同様の解傾向を示した．なかでも PSOは，計算時間が他よりも短く，実用上の

価値が高いことを示した．2.7節では，非均一なユニットで構成される ABAGの形状設計法として，非周

期型，ハイブリッド型，複合型の 3種類の格子状平板の設計法を提案した．さらに，2.4節で提案した最

適化手法を適用することで，複雑な形状の曲面が生成できることを例証した．

本章で得られた知見を以下に示す．

1. 梁要素による ABAGのモデル化で負のポアソン比を持つ構造の力学特性が再現できる．

2. シェブロン・ロッドと x軸の間の角度，ならびに，シェブロン・ロッドの断面せい分布は，ABAG

曲面のガウス曲率分布に大きく影響する．

3. 本章で提案した最適化手法を用いれば，境界条件と強制変位を変更せずに，目的関数を変更するこ

とで異なる形状の ABAG曲面を生成できる．

4. 最適解より，特定領域内に存在する節点をもつシェブロン・ロッドの x 軸との角度は，隣接する

シェブロン・ロッドの角度に比べて小さくなることがわかった．しかし，特定領域の指定範囲が，

過半数以上のシェブロン・ロッドに及ぶ場合，曲面が全体的に上に凸になるような形状が生成され

るため，ここで示す最適解の傾向は確認できなかった．

5. シェブロン・ロッドの断面せい分布に関する最適解には，規則性がないことがわかった．しかし，

この事実は最適化を適用したことによってはじめて得られた知見である．

6. 非周期型 ABAGの最適解より，上の項目のシェブロン・ロッドに関する角度の傾向に加え，特定

領域に含まれる節点が存在するサブ領域の幅が小さくなる傾向が得られた．

7. ハイブリッド型 ABAGの最適解より，上記の項目で示したシェブロン・ロッドに関する角度の解

傾向と一致することが確認できた．

8. 複合型 ABAG の最適解では，サブ領域の幅を決定する設計変数 γ の分布について，非周期型
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ABAGの最適解と同様の解傾向を示した．しかし，シェブロン・ロッドに関する角度については，

他の例と異なる結果が得られた．複合型 ABAGは，非周期型とハイブリッド型の 2つの性質を備

えるため，最適化問題の解の探索範囲が広く，局所解に陥っている可能性がある．しかし，特定

領域内の離散ガウス曲率は，他の例題で得られたものよりも平均的に大きい．そのため，複合型

ABAGは，多様な曲面形状を生成するのに最も適した設計法であると考えられる．

9. 最適化問題では，応力に関する制約は与えていない．現状では，設計者が応力を確認する必要があ

り，最適化問題に組込むことは今後の課題である．また，1.2.1節で述べたように，従来の四辺形格

子を持つグリッドシェルの実際の設計では形状生成後にブレースやパネルを付与させて剛性の向上

を図るため，ABAGについても実用に際して，剛性を高めるための考慮が必要である．
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第 3章

均一な六角形格子で構成された離散円筒機
構の開発

3.1 はじめに

本章では，オーゼティック構造の持つ幾何形状がもたらす特異な変形性状に着目し，それを活用した円

筒形の機構 “離散円筒機構”の開発を行う．離散円筒機構は，梁部材あるいは板材で構成される格子状円

筒面を有する構造である．格子形状には，2回回転対称性のある六角形を用いる．図 3.1は，リエントラ

ント・ハニカムや正六角形の回転対称性を示している．n 回回転対称性（n ∈ Z, Z は整数集合）は，中

180°

(a)

60°

(b)

図 3.1: 図形の回転対称性; (a) 2回回転対称性をもつ図形（リエントラント・ハニカム）, (b) 6回回転対

称性をもつ図形（正六角形）.
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心点について図形を (360/n) (deg.)回転させると元の形に一致する性質として定義される．正六角形は 6

回回転対称であるが，同時に 2回回転対称でもある．

本章では，上記の特徴を満たす離散円筒機構の形状設計法を提案し，静的構造解析を実行して力学特性

を確認する．

3.2 形状設計法

本節では，離散円筒機構の形状設計のための定式化を行う．提案する形状設計法は，2つの設計段階に

分類することができる．設計段階 1では，離散円筒機構の基本構造を決定する．基本構造は，離散円筒機

構の擬似円筒形状を構成する頂点と辺による幾何的な情報を指す．設計段階 1により，六角形ユニットの

形状と配置を決定する．辺を梁部材，頂点を部材間の接合部としてモデル化した機構を生成できる．3.3

節では，梁部材で構成される離散円筒機構に対する静的構造解析を行う．

設計段階 2では，基本構造の頂点をオフセットして生成した四辺形の板材で構成される離散円筒機構の

形状設計法を構築する．具体的には，機構の製作性の向上を目的として，四辺形を平面的に生成するた

めの頂点オフセットの方向を導出するアルゴリズムを提案する．設計段階 2については，3.2.2節で説明

する．

3.2.1 設計段階 1：離散円筒機構の基本構造の設計法

設計段階 1で提案するのは，カーボンナノチューブ (Carbon Nanotube: CNT) [131]の形状に関する，

離散幾何学に基づく定式化 [132]の拡張である．本手法の特徴は，2回回転対称性を持つ六角形ユニット

の形状，および配置を少数のパラメータで多様に設計できることである．

CNTは炭素原子を頂点とし，原子間結合を辺とする正六角形格子で構成された平面充填構造（グラフェ

ン・シート）を円筒形にした構造である．各頂点には，互いに平行でない 3辺が接続する．

l

ξ3

ξ1 ξ2

a2

a1

θ (>0)

lζ

η

θ (>0)

図 3.2: 2回回転対称な六角形に設定するベクトルと角度．

図 3.2は，2回回転対称な六角形を格子形状とする平面充填構造を示している．本章では図 3.2の辺を

シェブロン・エッジ（青），タイ・エッジ（赤）と呼ぶ．これらの 2種類の辺は前章のシェブロン・ロッド

54



ζ

η �

図 3.3: 六角形による平面充填構造，カイラル・ベクトル cおよび並進ベクトル tを用いて生成される平

行四辺形領域（灰色の領域）．

およびタイ・ロッドに対応するが，本章では梁部材だけでなく板材を構成する辺にも適用するため，別の

名称を使用する．

図 3.3は，2回回転対称な六角形ユニットによる平面充填構造である．2本のベクトル c, tはそれぞれ，

カイラル・ベクトルと並進ベクトルという．灰色の領域は，cと tから生成した平行四辺形領域である．ϕ

は，a1 と cのなす角度であり，カイラル角という．離散円筒機構の基本構造は，後述する，平行四辺形領

域の線形変換により得られる．

図 3.2に示すように，平面充填構造を ηζ 平面に定める．シェブロン・エッジが η 軸となす角を θ とす

る．角 θ が 0 < θ < π/6の範囲にあるとき，六角形ユニットはリエントラント・ハニカムの形状をなす．

−π/6 ≤ θ < 0のとき，ユニットは凸な六角形を形成する．なお，θ = −π/6のときユニットは正六角形
となり，θ = π/6のとき正三角形となる．そのため，角度 θ の範囲を −π/6 ≤ θ < π/6として定める．

いま，長さ l の辺で構成される六角形格子を考える．頂点に接続する 3 本の辺に沿ったベクトル

ξ1, ξ2, ξ3 を以下のように表す．

ξ1 = [−l cos θ, l sin θ] (3.1)

ξ2 = [l cos θ, l sin θ] (3.2)

ξ3 = [0, l] (3.3)

ξ1, ξ2, ξ3 を用いると，六角形ユニットの並進に関する基本格子ベクトルは以下のように定式化できる．

a1 = ξ2 − ξ1 = [2l cos θ, 0] (3.4)

a2 = ξ3 − ξ1 = [l cos θ, l (1− sin θ)] (3.5)

カイラル・ベクトル cは，カイラル指数 c1, c2 を用いて次式で書ける．

c (c1, c2, l, θ) = c1a1 + c2a2

= [(2c1 + c2) l cos θ, c2l(1− sin θ)] (3.6)

並進ベクトル tをカイラル指数と同様に，任意の並進指数 t1, t2 と基本格子ベクトル a1,a2 を用いた次式
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で計算する．
t (t1, t2, l, θ) = t1a1 + t2a2 (3.7)

並進ベクトル tは cと同じ始点を持つ．図 3.4に示すように，c1, c2, t1, t2 は，以下の条件を満たすように

設定する．

� cと tが平行でないこと．

� 平行四辺形領域の面積が離散円筒機構の成立に十分な大きさであること．

Bad

図 3.4: cと tの設定の良い例と悪い例．

また，六角形格子に対する頂点集合 V と辺集合 E は次式で表せる．

V =

{
ξ = α1a1 + α2a2

∣∣∣(α1, α2) ∈ Z× Z or

(
α1 +

1

2 (1− sin θ)
, α2 −

sin θ

1− sin θ

)
∈ Z× Z

}
(3.8)

E =

(α1a1 + α2a2, β1a1 + β2a2)

∣∣∣∣∣
α1 − β1 = ± 1

2(1−sin θ) , α2 − β2 = ∓ sin θ
2(1−sin θ)

α1 − β1 = ∓ 1−2 sin θ
2(1−sin θ) , α2 − β2 = ∓ sin θ

2(1−sin θ)

α1 − β1 = ± 1
2(1−sin θ) , α2 − β2 = ∓ 1

2(1−sin θ)

(3.9)
α1, α2 および β1, β2 は，基本格子ベクトルに対する係数を一般化したものであり，式 (3.8)および (3.9)内

の |の右側の条件を満たす．すなわち，この条件を満たすようにしてカイラル指数 c1, c2 と並進指数 t1, t2

を設定すれば，cと tの終点は平面充填構造の頂点に一致する．なお，本論文では簡単のため，c1, c2, t1, t2

は全て整数とする．

図 3.5は，平面充填構造から離散円筒機構の基本構造を生成する過程を示している．離散円筒機構の基

本構造は，図 3.5(a)に示す平面構造上の平行四辺形領域に含まれる頂点と辺を，合成写像 Pc1,c2,l,θ ◦ ρで
円筒形に変換することで得られる．ρ(c1, c2, θ)は，ηζ 座標系における四辺形領域をカイラル角 ϕだけ回

転させて cを η 軸と平行にする回転変換である．回転変換 ρ(c1, c2, θ)によって，平行四辺形領域は ηζ 座

標系から図 3.5(b)に示すような XY 座標系に移される．Pc1,c2,l,θ は，XY 座標系の平行四辺形領域内の

頂点と辺を，図 3.5(c)に示す円筒面上に移す変換である. ρ(c1, c2, θ)および Pc1,c2,l,θ は，以下のように定
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z
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図 3.5: 平面充填構造の平行四辺形から離散円筒機構の基本構造への変換過程; (a) 平行四辺形領域, (b) カ

イラル角 ϕに関する回転変換後の平行四辺形領域，(c) 写像 Pc1,c2,l,θ により平行四辺形領域から変換され

た離散円筒機構（青: シェブロン・ロッド, 赤: タイ・ロッド, 紫: 上限材，下限材）.
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式化される．

ρ(c1, c2, θ) =
cos θ

L0 (c1, c2, θ)

[
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

]

=
cos θ

L0 (c1, c2, θ)

 2c1 + c2

√
1−sin θ
1+sin θ c2

−
√

1−sin θ
1+sin θ c2 2c1 + c2

 (3.10)

Pc1,c2,l,θ : (X, Y ) 7→
(
r cos

X

r
, r sin

X

r
, Y

)
(3.11)

式 (3.11)の r(= |c|/2π)は機構の円筒断面の半径である．また，式 (3.10)の L0 (c1, c2, θ)は，

L0 (c1, c2, θ) =
|c|
l

= 2 cos θ

√
c12 + c1c2 +

c22

2 (1 + sin θ)
(3.12)

として計算される．

以上の変換によって生成された円筒形の下端と上端のそれぞれに対して，下限材と上限材という円周に

沿った部材を配置する．

図 3.6は，提案手法で生成される離散円筒機構の基本構造の例を示している．図 3.6の右下の形状を除

く全ての形状は，θ = π/9のリエントラント・ハニカムで構成され，カイラル指数 c2 のみを変更して得ら

れる. また，図 3.6の右下の形状は，θ = −π/9の凸な六角形ユニットを持つ．パラメータの変更により，
さまざまな形状の離散円筒機構を生成できる．
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θ = π/9, (c1, c2) = (8,−12), (t1, t2) = (0, 8). θ = π/9, (c1, c2) = (8,−8), (t1, t2) = (0, 8).

θ = π/9, (c1, c2) = (8,−4), (t1, t2) = (0, 8). θ = π/9, (c1, c2) = (8, 0), (t1, t2) = (0, 8).

θ = π/9, (c1, c2) = (8, 4), (t1, t2) = (0, 8). θ = π/9, (c1, c2) = (8, 8), (t1, t2) = (0, 8).

θ = π/9, (c1, c2) = (8, 12), (t1, t2) = (0, 8). θ = −π/9, (c1, c2) = (8, 5), (t1, t2) = (0, 8).

図 3.6: 離散円筒機構の基本構造.
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edge

vertex

translation

図 3.7: 頂点オフセットによる四辺形の生成過程．

図 3.8: 中心方向オフセットで設計された離散円筒機構の模型と板材の拡大図．

3.2.2 設計段階 2：板材で構成される離散円筒機構の設計法

梁部材からなる離散円筒機構は，ソフトロボットのアクチュエータやステントのように柔軟性が要求さ

れる場面で利用されるが，クラッシュバンパーや制振材など高い剛性を要する構造としての適用は難しい．

離散円筒機構の剛性を高めるには，機構の構造要素を梁でなく板材とする方法がある．しかし，板材を設

計する際に，板材の形状に生じる不整形性が問題となる．板材の不整形性は，当該機構の製作性を低下さ

せる [89]．この問題を解決するには，板材の不整形性を定量化し，それを低減させることが有効である．

具体的には，設計段階 1で生成した基本構造の全ての頂点をオフセット（並進移動で頂点および辺を複製）

して，板材の形状として適用する四辺形を生成する．この四辺形を平面として生成する頂点オフセット手

法を提案する．図 3.7は，頂点オフセットによる四辺形の生成過程を示す．以下では，提案手法による平

面的な四辺形の生成手法，板材のねじれに関する定量評価，および提案手法の適用限界について述べる．

まず，板材のねじれが発生する頂点オフセット法である中心方向オフセットを紹介する．中心方向オフ

セットは，基本構造の各頂点を，その頂点と同じ高さにある円筒中心軸上の点に向けて任意の距離だけ並

進移動させる．図 3.8は，中心方向オフセットを用いて設計した板材からなる離散円筒機構の 3Dプリン
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ティング模型である．図より，板材にねじれが生じていることが明らかである．

次に，本節で提案する手法について説明する．提案手法は，文献 [89]の平面的な四辺形を設計するため

の頂点オフセットの考えに基づく．文献 [89]では，ϕ = 0あるいは ϕ = π/2のカイラル角を持つ正六角

形ユニットからなる離散円筒機構を対象としている．これらの機構の基本構造は，円弧方向と母線方向に

タイ・エッジの軸方向が一致している．さらに，正六角形ユニットは高い回転対称性を有する．したがっ

て，各頂点に対応する四辺形を平面に設計できるオフセット方向が存在する．しかし，設計段階 1で生成

できる 0 < |ϕ| < π/2または −π/6 < θ < π/6を満たす基本構造を持つ機構には対応していない．

Primary tie edge: PTE

Secondary tie edge: STE

Cenvron edge: CE

図 3.9: PTE，STE，CEの分類．

本節で提案する頂点オフセットのアルゴリズムを以下に示す．全ての頂点に対するオフセット距離を d

とする．

Step 1: 図 3.9 に示すように，基本構造の辺を 3 種類 (Primary Tie Edge: PTE (赤), Secondary

Tie Edge: STE (紫), Chevron Edge: CE (青))に分類する．

Step 2: 図 3.10のように，i番目の PTEの中点をMP
i ，M

P
i と同じ高さの円筒中心軸上の点を M̄

P
i と

する．線分MP
i M̄

P
i と PTEが存在する平面内で頂点のオフセット方向を決定する．MP

i M̄
P
i

と平行な方向を基準方向と定める．頂点 VP
i0 を中心に基準方向から角度 ψ だけ回転した方

向を VP
i0 のオフセット方向とする．VP

i1 のオフセット方向は，板材面内でMP
i M̄

P
i に関して

VP
i0 のオフセット方向を鏡映反転させた方向とする．

Step 3: 図 3.11(a)のように，STEの中点をMS
i，M

S
i と同じ高さの円筒中心軸上の点を M̄

S
i とする．

線分MS
i M̄

S
i と STEが存在する平面を決定する．

Step 4: Step 3 で決定した平面に対する単位法線ベクトル n̂S
i を求める．図 3.11(b) に示す 2 本の

CEのうち頂点 VS
i0 に接続する CEに対する単位法線ベクトルを n̂C

0 とし，残りの単位法線

ベクトルを n̂C
1 とする．
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Step 5: VS
i0 の頂点オフセット方向を外積ベクトル n̂S

i × n̂C
0 とし，V

S
i1 の頂点オフセット方向を外積

ベクトル n̂C
1 × n̂S

i とする．

Step 6: オフセット量 dだけ VS
i0 および VS

i1 を Step 5で求めたそれぞれの頂点オフセット方向に移

動・複製して板材となる四辺形を生成する．

以下にアルゴリズムの詳細を記す．

はじめに，基本構造のタイ・エッジを，図 3.9のように PTEと STEに分類する．

次に，PTE に対応する四辺形を頂点オフセットで生成する．1 本の辺から四辺形の平面を生成するに

は，その四辺形が存在する平面を決定しなければならない．平面の決定には，PTEの他に辺を 1本定め

る必要があり，その辺を MP
i M̄

P
i とする．さらに，MP

i M̄
P
i を基準方向とし，それに対して先ほど決めた

面内で角度 ψ だけ傾いた方向を VP
i0 の頂点オフセット方向とする．同一平面内における VP

i1 の頂点オフ

セット方向は，簡単のため，MP
i M̄

P
i について VP

i0 の頂点オフセット方向と鏡映対称な方向とする．

続いて，STEに対応する四辺形を頂点オフセットで生成する．四辺形の存在する平面の決定は，PTE

と同様の方法で行う．なお，STEだけでなく全ての CEに対応する四辺形も同時に平面となる頂点オフ

セット方向を求めるのは，困難である．したがって，提案手法では，STEの 1つの端点に接続する 2本の

CEに対応する四辺形のうち，片方の四辺形だけが平面となるように頂点オフセット方向を決定する．残

りの CEに対応する四辺形は平面として設計できないため，これは提案手法の限界であるといえる．以下

では，各頂点の文字をボールドで表したものは位置ベクトルとして扱う．STEに対応する四辺形の単位法

線ベクトルを次式で表す．

n̂S
i =

(
V S
i0 − V S

i1

)
×
(
M̄S

i −MS
i

)∣∣V S
i0 − V S

i1

∣∣ ∣∣M̄S
i −MS

i

∣∣ (3.13)

図 3.11(b)内の 2本の CEに対応する四辺形の単位法線ベクトルは，以下のように導出する．

n̂C
0 =

(
V̄ P
i1 − V P

i1

)
×
(
V S
i0 − V P

i1

)∣∣V̄ P
i1 − V P

i1

∣∣ ∣∣V S
i0 − V P

i1

∣∣ (3.14)

n̂C
1 =

(
V̄ S
i1 − V P

(i+1)1

)
×
(
V̄ P
(i+1)0 − V P

(i+1)1

)
∣∣∣V̄ S

i1 − V P
(i+1)1

∣∣∣ ∣∣∣V̄ P
(i+1)0 − V P

(i+1)1

∣∣∣ (3.15)

オフセット量 dと式 (3.13)–(3.15)で求めたベクトルを用いて，頂点 VS
i0 および VS

i1 に対するそれぞれの

頂点オフセットは d(n̂S
i × n̂C

0 ), d(n̂
C
1 × n̂S

i )として得られる．

この頂点オフセットの操作は，全ての頂点に対して同時に行われる．また，先に述べたように，一部の

CEに対応する四辺形は平面として設計できない．すなわち，提案頂点オフセットでは，−π/6 < θ < π/6

または 0 < |ϕ| < π/2を満たす離散円筒機構の全ての板材を平面に設計できない．図 3.12は，平面的な

四辺形として設計された板材を表す．

3.2.3 頂点オフセットによる四辺形のねじれに関する定量評価法

設計段階 2により，四辺形の平面性が向上することを数値例題で確認する．ここで，四辺形の平面性と

は，各四辺形にねじれがなく平面であること，ならびに離散円筒機構の全板材のうち平面的な四辺形の板

材が占める割合を指す．
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図 3.10: i番目の PTEに対する頂点オフセットと平面に生成された四辺形．

以下では，各四辺形のねじれを定量化した指標をねじれ量と呼ぶ．ねじれ量は，スカラー 3重積の絶対

値として計算される，四辺形の外包体積と定義する．例えば，図 3.13に示す頂点 V0,V1, V̄0, V̄1 からな

る四辺形のねじれ量は， ∣∣(V1 − V0) ·
[(
V̄0 − V0

)
×
(
V̄1 − V0

)]∣∣ (3.16)

として計算される．ねじれ量が 0なら四辺形は平面である．

パラメータ l = 1.0, c1 = 8, c2 = −12, t1 = 0, t2 = 8で生成される基本構造に対して頂点オフセットを

行い，四辺形の板材を有する離散円筒機構を生成する．ここでの基本構造は円筒断面の外径に相当するも

のと考え，円筒の内側に向けて頂点オフセットを行う．提案した頂点オフセットで板材のねじれが有効

に低減されることを調べるため，中心方向オフセットの結果との比較を行う．比較項目は，機構全体の

ねじれ量の総和，ならびに，ねじれ量が 1.0× 10−10 以上である板材の数とする．異なる値のパラメータ

θ, d, ψ （ψ は提案頂点オフセットにのみ適用）を与えた例について検証する．

図 3.14, 3.15はそれぞれ，θ = π/9, θ = −π/6の六角形ユニットに基づく離散円筒機構であり，頂点オ
フセット量を d = 0.4とした板材で構成される．図 3.14(a)と 3.15(a)は中心方向オフセットで生成され

た板材で構成され，図 3.14(b)と 3.15(b)は提案した頂点オフセットで生成された板材で構成される．提

案頂点オフセットについて，PTEの頂点オフセットに関する角度は ψ = π/9である．表 3.1および 3.2

はそれぞれ，θ = π/9および θ = −π/6に対応する離散円筒機構の板材のねじれ量の総和を示す．表中で
“infeasible”と記される機構では，得られた形状において板材間の接触が確認された．

上記のパラメータで得られる機構の板材総数は，全ての例で 224個である．中心方向オフセットで生成

した機構の板材のうち，ねじれた四辺形の数は 200個であった．一方で，提案頂点オフセットで生成した

機構の板材のうち，ねじれた四辺形は 96個あるいは 81個であった．ねじれのある四辺形の数が 81個の

例は，θ = −π/6, ψ = 0のパラメータの組である．中心方向オフセットと提案頂点オフセットで得られる

板材のねじれ量の総和を比較すると，全ての例において提案頂点オフセットの方が小さくなることが明ら

かになった．

以上の結果から，提案頂点オフセットは板材のねじれを低減した離散円筒機構の形状設計法として有効
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図 3.11: STEの 2頂点に対する頂点オフセットの手順; (a) STEの中点 MP
i と同じ高さの円筒中心軸上

の点 M̄
P
i の結合, (b) STEと CEに対応する四辺形の単位法線ベクトルの導出, (c) 単位法線ベクトルに

よる頂点オフセット方向の導出, (d) 頂点オフセットと平面として設計された四辺形板材の生成.

であるといえる．
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図 3.12: 機構の一部を構成する平面的な四辺形．

V0 V1

V0

V1

図 3.13: ねじれ量が 0でない四辺形．

(a) (b)

図 3.14: θ = π/9, d = 0.4を与えた離散円筒機構の形状比較; (a) 中心方向オフセット, (b) 提案頂点オフ

セット（ψ = π/9）．

65



(a) (b)

図 3.15: θ = −π/6, d = 0.4を与えた離散円筒機構の形状比較; (a) 中心方向オフセット, (b) 提案頂点オ

フセット（ψ = π/9）．

表 3.1: 形状パラメータとねじれ量（θ = π/9）．

Method d ψ Quantity of distortion

Central offset 0.1 – 0.4242

Proposed offset 0.1 0 0.3200

Proposed offset 0.1 π/18 0.3282

Proposed offset 0.1 π/9 0.3236

Proposed offset 0.1 π/6 0.3338

Central offset 0.2 – 1.6969

Proposed offset 0.2 0 1.2798

Proposed offset 0.2 π/18 1.3130

Proposed offset 0.2 π/9 1.2945

Proposed offset 0.2 π/6 1.3353

Central offset 0.3 – 3.8179

Proposed offset 0.3 0 2.8796

Proposed offset 0.3 π/18 2.9542

Proposed offset 0.3 π/9 2.9127

Proposed offset 0.3 π/6 3.0045

Central offset 0.4 – 6.7874

Proposed offset 0.4 0 5.1194

Proposed offset 0.4 π/18 5.2519 (infeasible)

Proposed offset 0.4 π/9 5.1781

Proposed offset 0.4 π/6 5.3413
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表 3.2: 形状パラメータとねじれ量（θ = −π/6）．

Method d ψ Quantity of distortion

Central offset 0.1 – 0.2108

Proposed offset 0.1 0 0.1159

Proposed offset 0.1 π/18 0.0485

Proposed offset 0.1 π/9 0.0636

Proposed offset 0.1 π/6 0.1357

Central offset 0.2 – 0.8431

Proposed offset 0.2 0 0.4635

Proposed offset 0.2 π/18 0.1941

Proposed offset 0.2 π/9 0.2546

Proposed offset 0.2 π/6 0.5429

Central offset 0.3 – 1.8970

Proposed offset 0.3 0 1.0430

Proposed offset 0.3 π/18 0.4368

Proposed offset 0.3 π/9 0.5727

Proposed offset 0.3 π/6 1.2215

Central offset 0.4 – 3.3724

Proposed offset 0.4 0 1.8541

Proposed offset 0.4 π/18 0.7765

Proposed offset 0.4 π/9 1.0182

Proposed offset 0.4 π/6 2.1716
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図 3.16: モデルの境界条件と強制変位（矢印）．

表 3.3: 非螺旋モデル 1, 2および螺旋モデル 1, 2の形状パラメータ

l (m) c1 c2 t1 t2 θ

Achiral 1 0.10 8 0 0 8 −π/6,−π/9,−π/18, 0, π/18, π/9
Achiral 2 0.10 16 −32 2 0 −π/6,−π/9,−π/18, π/18, π/9
Chiral 1 0.10 8 −4 0 8 −π/6,−π/9,−π/18, 0, π/18, π/9
Chiral 2 0.10 8 −12 0 8 −π/6,−π/9,−π/18, 0, π/18, π/9

3.3 静的構造解析

本節では，設計段階 1 で生成した基本構造を梁要素でモデル化した機構について，静的構造解析によ

り力学特性を確認する．モデル化に際して，円筒機構の辺を梁部材とし，頂点を剛な接合部とする．梁の

長さを l = 0.10 mとし，断面を半径 0.003 mの中実円断面とする．1部材を 4要素を用いてモデル化す

る．材料定数は，GFRPの使用を想定して，ヤング係数を 25 GPa，ポアソン比を 0.221，降伏応力を 433

MPaとする．図 3.16に示すように，境界条件として円筒機構の下限材の全ての接合部を 3方向のピン支

点とし，自由端とした上限材の全ての接合部に対してモデルの高さの 10%の大きさの強制変位を圧縮方

向へ作用させる．

以下の全てのモデルの解析について，幾何学的非線形性を考慮する．解析には Abaqus Ver. 2018 [15]

を使用する．荷重パラメータ τ は最大時間増分 1.0 × 10−2 で，0.0 ≤ τ ≤ 1.0 の範囲で線形的に増加さ

せ，自由端に強制変位を作用させる．

解析モデルの初期形状に関するパラメータを表 3.3に記載する．4種の解析モデルを，六角形ユニット

の配置方向に応じて，表 3.3の上から順に，非螺旋モデル 1, 2および螺旋モデル 1, 2と呼ぶ．非螺旋モデ

ル 1，螺旋モデル 1，2について，角度 θ ∈ {−π/6,−π/9,−π/18, 0, π/18, π/9}で生成される機構の力学
特性を検証する．また，非螺旋モデル 2について，θ ∈ {−π/6,−π/9,−π/18, π/18, π/9}で生成される機
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(a) (b)

(c) (d)

図 3.17: モデルの初期形状（θ = π/9）; (a) 非螺旋モデル 1, (b) 非螺旋モデル 2, (c) 螺旋モデル 1, (d)

螺旋モデル 2.

構について検証するが，他のモデルとは異なり θ = 0の機構は除外している．この理由は，非螺旋モデル

2の θ = 0の機構の解析では開始直後に計算が発散してしまい，他のモデルと結果を比較することが困難

なためである．

各解析モデルのうち θ = π/9で生成される機構の初期形状を図 3.17に示す．図 3.18と 3.19は，各モ

デルについて θ = π/9で生成した機構の変形形状を示し，それぞれの図におけるコントアは Mises応力

と z 軸まわりの回転変位を表す．初期状態において，モデルの円筒中心軸は z 軸に一致している．図 3.20

は，θ = π/9の螺旋モデル１および 2の変形前の形状（黒）と変形後の形状（緑）を示しており，圧縮を

受ける機構が xy 平面内で円筒中心軸について対称に変形していることがわかる．そのため，機構の z 軸

まわりの回転変位は，ねじれ変形に相当する．

圧縮方向への強制変位に対する離散円筒機構の変形性状について述べる．図 3.18(a)を見ると，シェブ

ロン・エッジとタイ・エッジの接合部で応力が集中しており，各タイ・エッジに発生する応力は比較的小

さい．図 3.19(a)から，非螺旋モデル 1の自由端における節点の z 軸まわりの回転変位は微小である．こ

れは，タイ・エッジの軸方向が円筒中心軸に平行なため，六角形ユニットの配置が中心軸を通過する平面

について対称なことから明らかである．

図 3.18(b)および 3.19(b)より，非螺旋モデル 2は圧縮方向に対して直交する方向に収縮している．こ
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図 3.18: モデルの変形形状（θ = π/9）とMises応力分布; (a) 非螺旋モデル 1, (b) 非螺旋モデル 2, (c) 螺

旋モデル 1, (d) 螺旋モデル 2.

の変形性状は，オーゼティック構造の力学特性に一致する．応力は，円筒面の中央部に位置するシェブロ

ン・エッジの接合部で大きく，その接合部に接続するタイ・エッジでは小さい．非螺旋モデル 2も非螺旋

モデル 1と同様，六角形ユニットの配置が中心軸を通過する平面について対称であり，タイ・エッジの軸

方向は円周方向に一致している．そのため，図 3.19(b)で示すように，θ = π/9の非螺旋モデル 2の機構

も圧縮時に z 軸まわりの回転変位がほとんど生じていない．

螺旋モデル 1および 2では，図 3.20に示すように，圧縮方向の直交方向への収縮または膨張がほぼ生

じない．図 3.19(c), (d)に示すように，螺旋モデル 1および 2では z 軸まわりの回転変位が明確に生じて

おり，機構全体がねじれている．このような圧縮変形と同時にねじれ変形が生じる螺旋モデル特有の変形

性状は，機構の幾何形状に由来する．つまり，タイ・エッジの軸方向が圧縮方向に対して平行でも垂直で

もないため，機構の圧縮により，個々の六角形ユニットにはせん断変形が生じる．六角形ユニットにおけ

る局所的なせん断変形の連成が，機構全体のねじれに変換されている．

図 3.21–3.23は，各モデルの圧縮変形に対する応答の推移履歴を示している．これらの図内の複数の曲

線は，異なるパラメータ θ で生成される各機構の応答に対応している．途切れた曲線に対応する機構の解

析では，指定した強制変位量に到達するまでに計算が発散しており，発散する直前のステップまでの推移

履歴を記録している．

図 3.21, 3.22はそれぞれ，非螺旋モデル 1, 2および螺旋モデル 1, 2の圧縮変形に対する応答の推移履

歴である．上段と下段の両者について，横軸は圧縮方向に作用させた強制変位量の機構の中心軸方向のサ
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図 3.19: モデルの変形形状（θ = π/9）と z 軸まわりの回転変位; (a) 非螺旋モデル 1, (b) 非螺旋モデル

2, (c) 螺旋モデル 1, (d) 螺旋モデル 2.

(a) (b)

図 3.20: θ = π/9の螺旋モデル 1および 2の変形形状の xy 平面への投影図（黒: 変形前の形状，緑; 変形

後の形状）; (a) 螺旋モデル 1, (b) 螺旋モデル 2.
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図 3.21: 非螺旋モデル 1および 2の圧縮変形に対する応答の推移履歴．（上段） z 方向反力の合計値．（下

段） 等価軸応力; (a) 非螺旋モデル 1, (b) 非螺旋モデル 2.

イズに対する割合を表している．縦軸について，上段の図では全てのピン支点に発生した z 方向反力の合

計値を表し，下段の図では全てのピン支点に発生した z 方向反力の合計値を円筒の断面積で除した量を表

している．横軸の量を等価軸ひずみ，下段の図の縦軸を等価軸応力とし，等価軸応力の勾配を離散円筒機

構の等価弾性係数と定義する．

図 3.21(a)から，非螺旋モデル 1に分類される全ての機構の反力は概ね線形に増加しており，強制変位

を作用し終えるまで機構が弾性範囲内で変形していることがわかる．最終ステップでの z 方向反力の合計

値は，約 2500 Nから約 4500 Nの範囲で分布しており，機構によってばらつきがある．非螺旋モデル 1

の等価弾性係数は θ の増加とともに減少しており，六角形ユニットの形状が正六角形に近いほど軸方向に

変形しにくく，リエントラント・ハニカムの幾何特性が明確であるほど変形しやすいといえる．

非螺旋モデル 2に分類される機構の z 方向反力の合計値は，図 3.21(b)の上段の図のように，初期にお

いて線形に増加するが，等価軸ひずみの 1%付近から勾配が減少し始め，それ以降は図 3.18(b)や 3.19(b)

に示すような座屈が機構に発生するため，ほとんど増加しない．また，線形範囲では機構の z 方向反力の

合計値は，θ の絶対値が小さくなるにつれて増加する．θ = −π/6の機構を除く全ての機構について，最
終ステップで得られた z 軸方向反力は 5500 N付近に集中している．一方で，図 3.21(b)の下段の図から，

等価軸応力は機構ごとに大きくばらつき，θ が増加するにつれて等価弾性係数が増加していることがわか

る．反力と等価軸応力の履歴曲線が大きく異なる理由は，非螺旋モデル 2ではタイ・エッジが機構の円周
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図 3.22: 螺旋モデル 1および 2の圧縮変形に対する応答の推移履歴．（上段） z 方向反力の合計値．（下

段） 等価軸応力; (a) 螺旋モデル 1, (b) 螺旋モデル 2.
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図 3.23: 螺旋モデル 1および 2の円筒中心軸まわりの回転変位の推移履歴; (a) モデル 1, (b) モデル 2.
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方向に沿って配置されパラメータ θ による円周の変化率が大きいためである．

図 3.22(a)の上段から，螺旋モデル 1に分類される機構の線形範囲での z 方向反力は，θ の大きいモデ

ルほど小さいことが確認できる．θ = −π/6の機構は，等価軸ひずみの 5.5%付近で一部のシェブロン・

エッジが降伏し始め，最終的に崩壊する．この応答が生じた原因は，θ = −π/6の機構のタイ・エッジが
円周方向に一致していることにより，圧縮変形過程でシェブロン・エッジに応力が集中したためである．

θ = −π/6の機構を除く，螺旋モデル 1に分類される全ての機構の最終ステップにおける z 方向反力は，

約 1600 Nから約 2750 Nの範囲で分布する．図 3.22(a)の下段から，等価軸応力の推移履歴が z 方向反

力に概ね一致することが確認できる．

図 3.22(b)の上段に示すように，螺旋モデル 2に分類される機構の z 方向反力ついて，θ ≥ 0では θ が

小さくなるにつれて増加する．したがって，ユニットの形状がリエントラント・ハニカムとしての幾何特

性を顕著に示す機構ほど軸方向に柔軟に変形するといえる．θ = 0 と θ = −π/6 の機構は，変形の初期
において z 方向反力の推移履歴が概ね一致しているが，θ = 0 の機構の z 方向反力の勾配は，等価軸ひ

ずみが 2%付近に至ってから減少し始める．また，θ = −π/18と θ = −π/9の機構の z 方向反力の推移

は概ね一致しており，等価軸ひずみの 6%付近で一部の部材が降伏し，機構全体に弾塑性座屈が生じる．

これらの機構の最終ステップでの z 方向反力は，約 1750 Nから約 4700 Nの範囲でばらつきがある．図

3.22(b)の下段をみると，θ ≥ 0の 3つの機構と θ < 0の 3つの機構の最終ステップにおける等価軸応力

の大きさの序列が入れ替わっている．これは，θ の値による機構の円周の変化率が大きいことによる．と

くに，θ < 0の機構の等価軸応力に着目すると，z 方向反力が最終ステップで最大である θ = −π/6の機
構の最終ステップにおける等価軸応力は最小である．

図 3.23は，螺旋モデル 1および 2の z 軸まわりの回転変位の推移である．横軸は等価軸ひずみを表し

ており，縦軸は自由端の節点における z 軸まわりの回転変位を表している．上で述べたように，z 軸まわ

りの回転変位は機構の自由端でのねじれ変形に相当する．

図 3.23(a)より，螺旋モデル 1に分類される機構では θ の増加とともに回転変位量が増加している．た

だし，θ = −π/9の機構は例外的な応答を示しており，変形初期では他の機構の回転方向と反対方向に回
転しており，等価軸ひずみが約 6%を超えた時点で回転方向が反転する．また，θ = −π/6の機構は，円
筒中心軸を通る平面について対称な形状であるため，自由端で回転変位が生じない．

図 3.23(b)より，螺旋モデル 2では θ = −π/6を除く全ての機構の回転方向が正であり，回転変位量は
螺旋モデル 1に比べて平均して大きいことがわかる．θ ≥ 0では θ が大きくなるにつれて回転変位量が増

加しており，50(deg .)から 60(deg .)程度の値が得られた．θ = −π/18のモデルは，θ = π/9のモデルと

概ね同じ推移を示すが，座屈後から回転変位量の勾配が減少している．また，θ = −π/6の機構は，他の
機構の回転方向と反対の方向に回転することが明らかになった．

3.4 伸縮とねじれのカップリング変形とカイラリティに関する考察

3.3節では，さまざまな形状パラメータで生成される離散円筒機構の圧縮変形に対する変形性状につい

て確認した．本節では，螺旋モデルの変形性状として得られた伸縮とねじれのカップリング変形について

考察する．以下では，幾何学的カイラリティと動的カイラリティの 2つの概念と離散円筒機構の形状と変

形性状の共通点について説明し，離散円筒機構の螺旋モデルがカイラル・メタマテリアルとして成立する
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図 3.24: 互いに鏡映関係にある螺旋モデル.

可能性を示す．

3.4.1 幾何学的カイラリティと離散円筒機構の螺旋モデル

螺旋モデル 1および 2は，六角形ユニットが螺旋状に配置された幾何形状を有する．第 1章で説明した

通り，鏡映関係にある 2つの螺旋は重ならない．このことは，設計段階 1で生成される離散円筒機構の螺

旋モデルについても同様である．例えば，図 3.24に示すように，互いに鏡映関係にある 2つの螺旋モデ

ルは重ならない．鏡映関係にあって，かつ重ならない形状を持つ構造は，幾何学的カイラリティの性質を

持つとされる．なお，自明であるが，非螺旋モデルは鏡映しても同じ形状の構造が得られるため，幾何学

的カイラリティの性質には該当しない．

3.4.2 動的カイラリティと離散円筒機構の螺旋モデル

幾何学的カイラリティを広義のカイラリティとした場合，動的カイラリティは狭義のカイラリティであ

るといえる．動的カイラリティは，“回転と並進の結合” として再定義された “真のカイラリティ（true

chirality）”として解釈されている [134]．3.4.1節では，離散円筒機構の螺旋モデルが幾何学的カイラリ

ティの性質を持つ構造であると述べた．本節では，離散円筒機構の螺旋モデルが動的カイラリティの性質

も満たすことについて考察する．

動的カイラリティの定義は，空間反転（パリティ変換）対称性 P，純粋回転対称性 R，時間反転対称

性 T を用いて，“P は破れているが RT は破れていない状態” と表現される．図 3.25 は，動的カイラ

リティの概念を図示している．自転しながら回転中心軸に沿って真直な矢印の向きに並進する物体を

考える．この物体は円盤に円錐が付着した非対称な形をしており，円錐を円盤のどちらの面に付けるか

は，右ねじの法則に従って回転方向に合わせて決定する．この設定に則ると，図 3.25内の左の物体は並

進方向と円錐の頂点方向が一致する．この左の円盤の動きを Type R とする．Type R の円盤に対して

(x, y, z) 7→ (−x,−y,−z)の変換を行うと，右上の運動を行う円盤が得られる．この変換は，先に提示し
た空間反転に相当する．右上の円盤は Type Rとは反対の向きに並進するが，回転方向は同じである．し

たがって，回転方向に従って円錐の頂点は右向きとなる．このことから，右上の円盤に付着する円錐の頂

点方向と並進方向は反対向きとなる．ゆえに，この円盤の運動は Type Rとは異なり，これを Type Lと
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図 3.25: 動的カイラリティの概念図．

する．時間反転は，運動を反転させる操作である．右下の円盤は，左の Type Lの円盤を時間反転させた

ものである．並進方向は左であり，回転方向を表す円錐の頂点方向は左向きである．これは，並進方向と

頂点方向が一致するので左の円盤と同じ Type Rに相当する．右上と右下の円盤は，空間内でどのように

回転させても一致することはない．以上をまとめると，回転と並進を同時に行う物体は，空間反転で性質

が変化してしまうが，空間内での回転や時間反転では変化しない．これが先に示した動的カイラリティの

定義である．

図 3.26は，離散円筒機構の螺旋モデルの圧縮変形とねじれ変形を図 3.25に対応させたものである．左

の離散円筒機構は右側をピンで固定され，左側から強制変位により圧縮される．このときの離散円筒機構

のねじれ変形，すなわち中心軸まわりの回転変位の方向は，図 3.25の左の物体の回転方向に一致するので

Type Rとみなせる．また，右上の機構は左の機構を空間反転したものである．空間反転によりピン支点

の位置と強制変位の作用方向は入れ替わり，ねじれ変形の方向のみが Type Rに一致する．したがって，

これは Type Lに相当する回転と並進の結合を示す．さらに，右下の機構は左の機構を時間反転したもの

である．右下の機構は，圧縮された状態から左向きに引張られ，同時に，左の機構と反対方向にねじれる．

したがって，右下の機構の変形は Type Rの運動に相当する．Type Rと Type Lの機構の変形性状は，

空間内での回転では重ね合わせられない．以上より，離散円筒機構の螺旋モデルは幾何学的カイラリティ

だけでなく動的カイラリティの性質も持ち合わせ，カイラル・メタマテリアルとしての機能を有するとい

える．
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図 3.26: 螺旋モデルの変形と動的カイラリティの対応．
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3.5 第 3章の結論

本章では，均一な 2回回転対称な六角形ユニットで構成される離散円筒機構の形状設計法を提案し，提

案手法より生成された機構の力学特性を検証した．さらに，螺旋モデルの軸方向とねじれのカップリング

変形について，物理学的な対称性の概念を用いて考察した．

3.2節では，均一な 2回回転対称な六角形で構成される離散円筒機構の形状設計法について論じた．設

計段階 1では，頂点と辺からなる基本構造の設計法に関する定式化を行った．設計段階 2では，四辺形の

板材で構成される場合の離散円筒機構の製作性について考慮した頂点オフセット法を提案した．3.3節で

は，設計段階 1で設計した基本構造を梁部材でモデル化した離散円筒機構に対し，強制変位による圧縮変

形を作用させて変形性状を確認した．3.4節では，3.3節で行った静的構造解析の結果に基づき，圧縮と同

時に中心軸まわりにねじれが生じるカップリング変形について物理学の対称性の観点から考察した．提案

手法で生成される離散円筒機構のうち軸方向に対してねじれが生じるモデルは，カイラリティを持つメタ

マテリアルと考えることができる．

本章で得た知見を以下にまとめる．

1. 正六角形格子を有する CNT の幾何形状を円筒形に変換するための既往の式に対して，六角形ユ

ニットの形状に関する角度の範囲を拡張した式を提案した．これにより，2回回転対称な六角形ユ

ニットで構成された離散円筒機構の基本構造を生成できる．また，並進ベクトル tのパラメータを，

指定した条件の範囲内で設計者が任意に決定できる．平面充填構造から円筒形への変換は線形変換

であるため，くり返し計算は含まれない．

2. 四辺形の板材の設計に 3.2.2節で提案した頂点オフセットを用いることで，中心方向オフセットで

設計した機構に比して，ねじれ量およびねじれた四辺形の数が減少するという結果が得られた．提

案頂点オフセットの限界として，一部のシェブロン・エッジに対応する四辺形には必然的にねじれ

が生じてしまうことが挙げられる．また，提案頂点オフセットを適用したモデルの一部には，板材

間での交差が生じていた．

3. 数値例題を通じて，梁部材で構成される離散円筒機構は，形状パラメータの変更により機構形状と

円筒中心軸方向の反力および等価弾性係数をさまざまに調整できることを示した．また，螺旋モデ

ルの中には，圧縮によりねじれ変形が生じる機構が存在することを明らかにし，これらの機構が幾

何学的カイラリティおよび動的カイラリティの性質を有することについて考察した．
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第 4章

柔軟な変形構造の大変形解析のための 3次
元弾性梁モデルの開発

4.1 はじめに

本章では，大変形微小ひずみの仮定の下，動的緩和法（dynamic relaxation method: DRM）によるグ

リッドシェルの大変形解析のための 3次元弾性梁モデルを開発する．提案する梁モデルは，共回転梁要素

の概念に基づく [135,136]．提案モデルの特徴として，平板から変形したグリッドシェル曲面の接平面に

垂直な単位法線ベクトルを，梁要素の各節点に与え，局所座標を定義するために用いることが挙げられ

る．これにより，変形状態は，節点位置と曲面上の法線ベクトルによって一意に定まる．また，法線ベク

トルの 2 方向成分と法線ベクトルまわりの回転変位を独立変数として使用する．そして，陽的解法であ

る DRMでの使用のために，全ポテンシャル・エネルギーを偏微分して残差力を導出する．さらに、交差

する 2 つの梁部材に，曲面上の法線ベクトルまわりの回転変位をそれぞれ独立に持たせることで，節点

におけるヒンジ接合部を合理的に実装できる．提案手法の精度は，有限要素法（finite element method:

FEM）で得られる結果や，全ポテンシャル・エネルギー最小化に基づく最適化問題を解いて得られる結果

との比較を通じて，数値例題で検証する。加えて，提案手法を用いた，負のポアソン比を持つ格子形状で

あるリエントラント・ハニカムの面内および面外変形に関する解析結果を示す．

4.2 動的緩和法

DRMは，構造物の静的問題を動的に解くための陽的解法であり，1965年に Dayによって提案された

[24]．DRMは，主に膜構造 [137]，ケーブルネット [138]，テンセグリティ [139]，ベンディングアクティ

ブ構造 [28]のような柔軟な構造の形状探索法として用いられる．DRMでは，構造の形状をモデル化する

ために節点変位を利用し，逐次的に節点運動を追跡する．そして，人工減衰により節点運動を静的釣合い

状態に収束させる．

いま，梁要素で離散化された幾何学的非線形性を有する構造を考える．a, v, r, x, uをそれぞれ，加速

度ベクトル，速度ベクトル，構造の内力ベクトル，節点位置ベクトル，節点変位ベクトルとする．なお，

これらのベクトルは構造の全自由度を含む．また，質量行列をM とする．提案手法では，以下の DRM
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のアルゴリズムの Step 6で説明する人工減衰を使用するため，減衰行列は省略する．質量行列M は対角

行列なので，以下の式は各節点，あるいは各変位成分ごとに定式化できる．しかし，4.4節では，残差力

を単純な式で導くために，全自由度を含むベクトルおよび行列を用いている．静的な外力ベクトル pを作

用させた節点の運動は，次式の運動方程式で計算される．

Ma+ r = p (4.1)

式 (4.1)は，aが 0のときには，非線形な静的釣合い式を表す．現在の時刻 tにおける静的釣合い式の

残差力ベクトルRt は
Rt = −rt + p (4.2)

として書ける．以下では，上添字 t は時刻 t の値を表す．式 (4.1) は Rt を用いて以下のように書き直

せる．
Mat = Rt (4.3)

運動エネルギーK を，次式で定義する．

K =
1

2
vTMv (4.4)

DRMのアルゴリズムを以下にまとめる．

DRMのアルゴリズム:

Step 1: 初期の時間増分として ∆t = ∆tini とおく，初期の節点位置 x = x̄として設定する．変位ベ

クトルと速度ベクトルの初期条件（t = 0）はそれぞれ，ut = 0, vt−∆t/2 = 0とする．運動

エネルギーはKt−∆t/2 = 0として初期化する．

Step 2: 式 (4.2)から現在の残差力ベクトルを計算する．

Step 3: 式 (4.3)を用いて，現在の加速度ベクトル at を次のように計算する．

at = M−1Rt (4.5)

実際には質量行列の逆行列は計算しない．質量行列は対角行列であり，加速度の各成分は，

式 (4.5)を用いて独立に更新される．

Step 4: 速度ベクトル，変位ベクトル，位置ベクトルを順に更新する．

vt+∆t/2 = vt−∆t/2 +∆tat (4.6)

ut+∆t = ut +∆tvt+∆t/2 (4.7)

xt+∆t = x̄+ ut+∆t (4.8)

Step 5: 式 (4.4)から，運動エネルギーKt+∆t/2 を計算する．

Step 6: 運動エネルギーに関する不等式

Kt−∆t/2 ≥ Kt+∆t/2 (4.9)

を満たせば，Step 7へ．満たさなければ，時間を t← t+∆tと更新して，Step 2へ戻る．
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図 4.1: 大変形微小ひずみの仮定に基づく梁の形状．

Step 7: 残差力ベクトル Rt+∆t に関する収束条件を満たしたとき，アルゴリズムを終了させる．満

たさなければ，速度ベクトルを vt+∆t/2 = 0でリセットして，時間増分を ∆t ← ξ∆tとし

て更新し，時刻を t← t+∆tとして更新してから Step 2へ戻る． ξ は時間増分∆tを細分

化するパラメータである．∆tはアルゴリズムの初期において計算負荷を低減するために大

きめの値を与えておき，変形が静的釣合い解に収束するにつれて減少させていくことで解の

精度を向上させる．

4.3 3次元弾性梁モデルの定式化

DRMによる大変形解析への適用を目的とした，3次元弾性梁要素に対する幾何学的非線形性を考慮し

た全ポテンシャル・エネルギーの定式化の方法について説明する．グリッドシェルの梁は，図 4.1に示す

ように，複数の要素に分割する．また，節点の並進変位は大きく，かつ各要素における局所的な軸ひずみ

と曲げひずみを微小とする，大変形微小ひずみの仮定を用いる．

4.3.1 局所軸ベクトルと節点の回転変位

3次元オイラー・ベルヌーイ梁要素は一般に，独立な変数として 3方向の並進変位および 3軸まわりの

回転変位を有する 2節点で構成される．局所軸ベクトルは通常，節点の回転変形の大きさを表現するため

に用いられる [34-37,135,136]．提案手法では，回転変位を，節点における単位法線ベクトルから導出す

る．なお，回転変位は，剛体変位を除いた局所的な量である．図 4.2に示すように，単位法線ベクトルは，

曲線状に変形した交差する 2本の梁に対して垂直である．各節点における単位法線ベクトルの 2つの初期

平面への投影成分を，梁のねじれと曲げの 1成分の計算に用いる．梁の曲げに関する残りの 1成分を，単

位法線ベクトルの軸まわりの回転から求める．

図 4.3(a)は，節点 j と j +1を結ぶ要素 kである．節点 j から j +1へ向かう局所軸は t̂1,k で表す．節

点 j における曲面の位置ベクトルと単位法線ベクトルはそれぞれ，Xj , n̂j とする．以下では，(̂·)で表す
記号を単位ベクトルの意味で使用する．節点 j と j + 1の単位法線ベクトルの平均として定義される，要
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図 4.2: 梁部材からなる格子から生成される変形後の単位法線ベクトル．
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図 4.3: 局所軸ベクトルと，節点 j と j + 1を結ぶ要素 k の回転変位の定義; (a) 要素 k の局所軸ベクトル

t̂1,k, t̂2,k, t̂3,k, (b) 節点 j における単位法線ベクトルの幾何学的関係から導かれる回転変位 θ1jk, θ2jk．
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図 4.4: n̂j の投影成分．

素 k の単位ベクトル r̂k を用いると，局所軸ベクトル t̂1,k, t̂2,k, t̂3,k は以下のように定式化できる．

t̂1,k =
Xj+1 −Xj

||Xj+1 −Xj ||
(4.10)

t̂2,k =
r̂k × t̂1,k

||r̂k × t̂1,k||
(4.11)

t̂3,k =
t̂1,k × t̂2,k

||t̂1,k × t̂2,k||
(4.12)

r̂k =
n̂j + n̂j+1

||n̂j + n̂j+1||
(4.13)

図 4.3(b)に示すように，要素 k の節点 j における局所軸ベクトル t̂1,k および t̂2,k まわりの回転変位を

それぞれ，θ1jk と θ2jk とする．t̂3,k と n̂j の大きさはともに 1であることから，外積 t̂3,k × n̂j の大きさ

は，節点 j における，n̂j に垂直な平面内の局所回転角 ϕとしてみなせる．したがって，t̂1,k, t̂2,k まわり

の回転変位は次式で求められる [135]．

θ1jk = t̂1,k ·
(
t̂3,k × n̂j

)
(4.14)

θ2jk = t̂2,k ·
(
t̂3,k × n̂j

)
(4.15)

グリッドシェルは，初期状態では全体座標系 (x, y, z) における xy 平面に存在する．図 4.4 は，n̂j =

[nxj , n
y
j , n

z
j ]

T の xy 平面への投影 2成分 nxj , n
y
j を表す．xy 平面上の初期格子状平板に対して，n̂j の成分

は [0, 0, 1]
T である．4.6節の DRMの数値例題では，nxj , n

y
j の範囲には制約を与えないが，n

z
j は全ての
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節点で正となる制約を与える．このようにして，変形状態における n̂j の成分は次のように計算される．

n̂j =



[
nx
j√

nx
j
2+ny

j
2
,

ny
j√

nx
j
2+ny

j
2
, 0

]T
for nxj

2 + nyj
2
> 1[

nxj , n
y
j ,

√
1−

(
nxj

2 + nyj
2
)]T

for nxj
2 + nyj

2 ≤ 1

(4.16)

nRj を n̂j まわりの回転変位とすると，θ3jk = nRj が残りの独立変数，すなわち回転変位の第 3成分として

定義される．

4.3.2 要素間の接合部における回転の連続性

図 4.5(a)に示すように，複数の梁要素が節点 j に剛接合するとき，節点 j における単位法線ベクトルま

わりの回転変位は一つだけ独立変数として選ばれる．ここで，要素 k の回転変位 nRj を独立変数として選

び，要素 k と k + 1が節点 j に接続する場合について考える．α を節点 j における要素 k と k + 1間の

角度の初期平面への投影成分とおく．従属変数 θ3j(k+1) は，以下のアルゴリズムによって nRj から計算さ

れる．

Step 1: t̂1,k を n̂j に垂直な平面に投影し，そのベクトルを f1 とする．

Step 2: f̂1 = f1/||f1||として f1 を正規化する．

Step 3: n̂j まわりに角度 nRj + αだけ f̂1 を回転させて f̂2 を求める．

Step 4: 外積 f3 = t̂1,k+1 × f̂2 を計算し，n̂j の方向に対する f3 の投影成分として θ3j(k+1) を得る．

アルゴリズムの詳細を以下に記す．

まず，図 4.5(a)のように，節点 j における接平面に対する局所軸ベクトル t̂1,k の投影として f1 を定義

する．
f1 = t̂1,k −

(
t̂1,k · n̂j

)
n̂j (4.17)

次に，n̂j まわりに正規化ベクトル f̂1 = f1/||f1||を回転させる．Step 3では，角度 nRj + αは，要素 k

の変形から得られる節点回転変位 nRj = θ3jk と要素間の初期状態の角度 αの和を表している．すなわち，

節点 j における要素 k の軸方向は，角度 θ3jk による回転で決定し，要素 k + 1の軸方向は角度 αだけ追

加で回転させた方向として定まる．図 4.5(b)におけるベクトル f̂2 は，節点 j における要素 k + 1の変形

形状の接平面への投影曲線の接線方向を表す．このようにして，f̂2 は，n̂j まわりに f̂1 を回転させるこ

とで得られる．この過程は以下のように定式化できる．

f̂2 = f̂1 cos
(
nRj + α

)
+
(
n̂j × f̂1

)
sin
(
nRj + α

)
(4.18)

Step 4の過程を図 4.5(c)に示す．n̂j に投影された外積 f3 = t̂1,k+1 × f̂2 は，節点 j における要素 k + 1

の n̂j まわりの回転角 θ3j(k+1) に相当し，次式が成立する．

θ3j(k+1) = f3 · n̂j (4.19)
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図 4.5: 節点 j における単位法線ベクトルまわりの従属な回転変位の連続性; (a) Step 1–3 (アイソメト

リック), (b) Step 1–3 (接平面), (c) Step 4.
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図 4.6: 単位法線ベクトルを利用した 2節点間のヒンジ接合のモデル化．

4.3.3 剛な支持条件とヒンジ接合のモデル化

固定支持における回転境界条件の実装について説明する．いま，固定支持 j と自由節点 j + 1を結ぶ要

素 kを考える．部材軸方向に平行な局所軸ベクトルを，変形前の状態について t̂∗1,k と表し，変形後の状態

について t̂1,k と表す．これらのベクトルについて外積を計算する．

g1 = t̂1,k × t̂∗1,k (4.20)

外積 g1 は節点 j における局所的な回転変位のベクトルを表現している．最終的に，単位法線ベクトル n̂j

まわりの部材 k の回転変位は次のように計算される．

θ3jk = g1 · n̂j (4.21)

固定節点における回転変位 nRj は以下の制約を受ける．

nRj = θ3jk (4.22)

グリッドシェルの部材は一般に，一軸回転のヒンジ接合で接続される．2本の対応する梁は，ヒンジ接

合の軸を中心として，それぞれ独立に回転することができる．図 4.6に示すように，ヒンジ接合の軸は曲

面の単位法線ベクトルと平行である．提案モデルでは，ヒンジ接合の位置に重複して存在する 2節点を，

主節点と従節点に分類する．主節点には 6自由度を与え，従節点の並進変位と回転変位については，曲面

の単位法線ベクトルまわりの回転を除く全ての自由度を主節点と同一とする．これにより，従節点の自由

度は 1となり，3方向の力とヒンジまわりの曲げを除く 2軸まわりのモーメントは，ヒンジ接合によって

伝達される．

4.3.4 全ポテンシャル・エネルギーの定式化

本節では，全ポテンシャル・エネルギーの定式化を行う．以下では，E と Gをそれぞれ，梁のヤング係

数とせん断係数とし，断面積を A，ねじれ定数を J とする．
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簡単のため，ここでは，2軸に関して対称な断面の梁を考える．単位法線ベクトル n̂j は，節点に結合

する各要素の断面主軸の 1つと同一の向きを持つ．t̂2,k と t̂3,k は，断面二次モーメントを I2k と I3k とし

た要素 k の 2つの主軸に沿った方向とする．

節点荷重 Pj を受ける節点 j の変形前後の位置をそれぞれ，(X̄x
j , X̄

y
j , X̄

z
j )

T と (Xx
j , X

y
j , X

z
j )

T とする．

節点 j の並進変位は，(Ux
j , U

y
j , U

z
j )

T = (Xx
j , X

y
j , X

z
j )

T − (X̄x
j , X̄

y
j , X̄

z
j )

T とする．要素 k の伸び ek は，

変形後の要素長 Lk と初期長 L̄k から計算できる．そのとき，m本の部材と s個の自由節点をもつグリッ

ドシェルの全ポテンシャル・エネルギー Πtotal は，内力エネルギーと外力仕事から，以下のように定式化

できる．

Πtotal =

m∑
k=1

Πk
int −

s∑
j=1

Πj
ext (4.23)

Πk
int =

EA

2L̄k
ek

2 +
GJ

2L̄k

(
θ1(j+1)k − θ1jk

)2
+
EI2k
2L̄k

[
4 (θ2jk)

2
+ 4θ2jkθ2(j+1)k + 4

(
θ2(j+1)k

)2]
+
EI3k
2L̄k

[
4 (θ3jk)

2
+ 4θ3jkθ3(j+1)k + 4

(
θ3(j+1)k

)2]
(4.24)

Πj
ext = Pj ·

 Xx
j − X̄x

j

Xy
j − X̄

y
j

Xz
j − X̄z

j

 = Pj ·

 Ux
j

Uy
j

Uz
j

 (4.25)

ここで，Πk
int は節点 j と j +1を結ぶ要素 kの内部ひずみエネルギーであり，Πj

ext は節点 j における外力

仕事である．式 (4.23), (4.24)の内部ひずみエネルギー式は，部材端の局所回転に対応する微小ひずみに

基づいている [135]．さらに，曲げひずみエネルギーの項は，曲げ剛性行列を用いた，部材端の曲げモー

メント B1, B2 に関する以下の表現より導かれる．[
B1

B2

]
=
EIik
L̄k

[
2 1
1 2

] [
θijk

θi(j+1)k

]
, i = {2, 3} (4.26)

4.4 残差力の定式化

残差力は，内力と外力の差分として式 (4.2)で定義される．bi はベクトル bの第 i成分とする．i番目

の自由度に対応する残差力は，内部ひずみエネルギーと外力仕事を変位ベクトル uの第 i成分 ui につい

て微分することで次のように得られる．

Rt
i = −rti + pi

= −
m∑

k=1

∂Πk
int

∂ui
+

s∑
j=1

∂Πj
ext

∂ui
(4.27)

さらに，数値例題では，最適化問題を解いて釣合い形状を探索するために感度解析を用いている．それゆ

え，次に，独立変数に関する内部ひずみエネルギーと外力仕事の微分係数を導出する．

独立変数 Ux
j , U

y
j , U

z
j , n

x
j , n

y
j , n

R
j を代表する一般化変位 ui について式 (4.24), (4.25)の偏微分を計算
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して，以下の偏微分係数を得る．

∂Πk
int

∂ui
=
EA

L̄k
ek
∂ek
∂ui

+
GJ

L̄k

(
θ1(j+1)k − θ1jk

) ∂ (θ1(j+1)k − θ1jk
)

∂ui

+
2EI2k
L̄k

(
2∂θ2jk
∂ui

θ2jk +
∂θ2(j+1)k

∂ui
θ2jk +

∂θ2jk
∂ui

θ2(j+1)k +
2∂θ2(j+1)k

∂ui
θ2(j+1)k

)
+

2EI3k
L̄k

(
2∂θ3jk
∂ui

θ3jk +
∂θ3(j+1)k

∂ui
θ3jk +

∂θ3jk
∂ui

θ3(j+1)k +
2∂θ3(j+1)k

∂ui
θ3(j+1)k

)
(4.28)

∂Πj
ext

∂ui
= Pj ·


∂Ux

j

∂ui
∂Uy

j

∂ui
∂Uz

j

∂ui

 (4.29)

軸方向変形の感度係数は，変形後の要素長の感度に等しい．

∂ek
∂ui

=
∂
(
Lk − L̄k

)
∂ui

=
∂Lk

∂ui
(4.30)

さらに，これは次のように書ける．

∂Lk

∂ui
=

1

Lk

[
Xx

j+1 −Xx
j , Xy

j+1 −X
y
j , Xz

j+1 −Xz
j

] 
∂(Ux

j+1−Ux
j )

∂ui

∂(Uy
j+1−Uy

j )
∂ui

∂(Uz
j+1−Uz

j )
∂ui

 (4.31)

ui について式 (4.14), (4.15)を偏微分して回転変位の感度係数を得る．

∂θ1jk
∂ui

=
∂

∂ui

[
t̂1,k ·

(
t̂3,k × n̂j

)]
=
∂t̂1,k
∂ui

·
(
t̂3,k × n̂j

)
+ t̂1,k ·

(
∂t̂3,k
∂ui

× n̂j + t̂3,k ×
∂n̂j

∂ui

)
(4.32)

∂θ2jk
∂ui

=
∂

∂ui

[
t̂2,k ·

(
t̂3,k × n̂j

)]
=
∂t̂2,k
∂ui

·
(
t̂3,k × n̂j

)
+ t̂2,k ·

(
∂t̂3,k
∂ui

× n̂j + t̂3,k ×
∂n̂j

∂ui

)
(4.33)

n̂j の感度係数は式 (4.16)から次のように求められる．

∂n̂j

∂ui
=




∂nx

j

∂ui

1√
nx
j
2+ny

j
2
− nx

j

(nx
j
2+ny

j
2)

3/2

(
∂nx

j

∂ui
nxj +

∂ny
j

∂ui
nyj

)
∂ny

j

∂ui

1√
nx
j
2+ny

j
2
− ny

j

(nx
j
2+ny

j
2)

3/2

(
∂nx

j

∂ui
nxj +

∂ny
j

∂ui
nyj

)
0

 for nxj
2 + nyj

2
> 1


∂nx

j

∂ui
∂ny

j

∂ui

−
∂nx

j
∂ui

nx
j +

∂n
y
j

∂ui
ny
j√

1−(nx
j
2+ny

j
2)

 for nxj
2 + nyj

2 ≤ 1

(4.34)
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t̂1,k, t̂2,k, t̂3,k の感度係数は Lk = ||Xj+1 −Xj ||を用いて次のように表される．

∂t̂1,k
∂ui

= − 1

Lk
2

∂Lk

∂ui

 Xx
j+1 −Xx

j

Xy
j+1 −X

y
j

Xz
j+1 −Xz

j

+
1

Lk


∂(Ux

j+1−Ux
j )

∂ui

∂(Uy
j+1−Uy

j )
∂ui

∂(Uz
j+1−Uz

j )
∂ui

 (4.35)

∂t̂2,k
∂ui

= − r̂k × t̂1,k

||r̂k × t̂1,k||2
∂||r̂k × t̂1,k||

∂ui
+

1

||r̂k × t̂1,k||
∂
(
r̂k × t̂1,k

)
∂ui

(4.36)

∂t̂3,k
∂ui

= − t̂1,k × t̂2,k

||t̂1,k × t̂2,k||2
∂||t̂1,k × t̂2,k||

∂ui
+

1

||t̂1,k × t̂2,k||
∂
(
t̂1,k × t̂2,k

)
∂ui

(4.37)

∂r̂k
∂ui

= − n̂j + n̂j+1

||n̂j + n̂j+1||2
∂||n̂j + n̂j+1||

∂ui
+

1

||n̂j + n̂j+1||
∂ (n̂j + n̂j+1)

∂ui
(4.38)

t̂1,k, t̂2,k まわりの独立な回転変位の感度係数はそれぞれ，式 (4.32)と (4.33)に式 (4.34)–(4.38)を代入す

ることで導かれる．

回転変位は独立変数と従属変数に分類される．いま，節点 j に要素 k と k + 1 が接続する場合を考え

る．以下の式では，要素 k に関する節点回転角 nRj は独立変数であり，要素 k + 1 に関する節点回転角

θ3j(k+1) は従属変数である．独立変数 θ3j(k+1) の感度係数は，要素 k と要素 k + 1の回転変位 nRj と初期

角度 αを用いて，式 (4.17)–(4.19)の偏微分により，以下のように計算できる．

∂θ3j(k+1)

∂ui
=
∂f3

∂ui
· n̂j + f3 ·

∂n̂j

∂ui
, (4.39)

∂f3

∂ui
=
∂t̂1,k+1

∂ui
× f̂2 + t̂1,k+1 ×

∂f̂2

∂ui
(4.40)

∂f̂2

∂ui
=
∂f̂1

∂ui
cos
(
nRj + α

)
+ f̂1

(
− sin

(
nRj + α

) ∂nR
j

∂ui

)

+

(
∂n̂j

∂ui
× f̂1 + n̂j ×

∂f̂1

∂ui

)
sin
(
nRj + α

)
+
(
n̂j × f̂1

)
cos
(
nRj + α

) ∂nR
j

∂ui

(4.41)

∂f̂1

∂ui
= − f1

||f1||2
∂||f1||
∂ui

+
1

||f1||
∂f1

∂ui
(4.42)

∂f1

∂ui
=
∂t̂1,k
∂ui

−
[(

∂t̂1,k
∂ui

· n̂j + t̂1,k ·
∂n̂j

∂ui

)
n̂j +

(
t̂1,k · n̂j

) ∂n̂j

∂ui

]
(4.43)

節点 j を剛な支点とした場合，単位法線ベクトルまわりの回転変位の感度係数は次のように計算できる．

∂θ3jk
∂ui

=
∂g1
∂ui

n̂j + g1
∂n̂j

∂ui
(4.44)

∂g1
∂ui

=
∂t̂1,k
∂ui

× t̂∗1,k + t̂1,k ×
∂t̂∗1,k
∂ui

(4.45)
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4.5 人工質量，人工慣性モーメント，人工減衰の設定

DRMでは，人工質量および人工慣性モーメントを与え，式 (4.1)を用いて動的な応答を計算する．一

般化剛性 Sk は，並進に対しては EA/Lk とし，回転に対しては EI/Lk
3 として定義される．節点 j に対

して，q (≥ 1)本の要素が接続しているとする．節点 j における人工質量および人工慣性モーメントを計

算するために，Lefevre [28]が提案した手法を用いる．これは，重み係数 γ を用いて以下のように定式化

される．

Mj = γ∆tini
2

q∑
k=1

2nSk (4.46)

ここで，nはパラメータであり，Sk が並進に関する剛性を表す場合は n = 1となり，回転に関する剛性を

表す場合は n = 3となる．

要素長が小さくなる場合は，人工質量および人工慣性モーメントは大きくなり，DRMの収束性は悪化

する．つまり，短い要素があれば，計算終了までに多くの反復を要することになる．それゆえ，陽的解法

の時間増分を決定するための Courant-Friedrichs-Lewy条件を満足する人工質量，人工慣性モーメントの

適切な値に対応する重み係数 γ の値を探索する必要がある．節点 j の人工質量，人工慣性モーメント，お

よび節点 j に接続する要素の一般化剛性 Sk の和を用いて，Courant-Friedrichs-Lewy条件は次のように

定式化できる．
∆tini

2∑q
k=1 Sk

Mj
< 2 (4.47)

DRM は，一般的な振動問題と同様に，減衰がなければ静的釣合い状態に到達できない．したがって，

DRMでは通常，人工減衰が与えられる．人工減衰には，粘性減衰と運動減衰の 2種類がある [1]．前者

は，粘性減衰行列を利用して速度ベクトルを直接的に減少させるために用いられる [140]．本研究では後

者を用いる．運動減衰は，DRMアルゴリズムの Step 6で述べたように，運動エネルギーが局所的なピー

クに達した後にその値を 0にリセットする減衰方法である． 運動減衰を用いる場合，減衰行列は存在せ

ず，加速度ベクトルが式 (4.5)から求められる．また，速度ベクトルも次のようにリセットされる．

vt+∆t/2 =
∆t

2
M−1Rt (4.48)

4.6 グリッドシェルの大変形解析

本章で提案した DRMを，グリッドシェルの形状生成に対する大変形解析に適用する．残差力は全ポテ

ンシャル・エネルギー Πtotal を最小化することを目的とした最適化問題の微分情報としても使用し，無制

約最適化問題の解法には SNOPT Ver.7 [141]のライブラリ内の準ニュートン法を適用する．DRMアル

ゴリズムにおいて，運動エネルギーのピーク後の時間増分 ∆tを 0.9969∆tとして更新する．収束基準を

満たすために必要なステップ数が最小となるよう，予備的な解析を行って ξ = 0.9969という値を選択し

ている．式 (4.46)の重み係数 γ は 0.8とする．くわえて，Abaqus Ver. 2018 [15]を用いた FEMを，提
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図 4.7: 単純梁モデルの初期形状と境界条件（実線矢印：強制変位方向，点線矢印：y の正方向と z の正方

向への集中荷重．

案手法によって得られる形状の検証のために実行する．FEMの実行には，2.5節で説明した準静的増分解

析を適用する．FEMの最大時間増分は 5.0× 10−4 とする．

以下の例題では，ヤング係数 200 GPaとポアソン比 0.3の材料を用いる．梁は，直径 dd = 0.030 mと

厚み dt = 0.002 mのパイプ断面とする．各梁要素の初期長を l = 1.00 mとする．これにより，各要素の

細長比は 100.76(= 4l/
√
dd

2 + (dd − 2dt)2)となる．計算機には，2.6節で用いたものと同じものを使用

する．

4.6.1 1部材 4要素の単純梁モデル

初期状態において無応力かつ真直な単純梁を x軸に沿って配置する．この梁モデルを 5節点 4要素で構

成し，一端はピン支点，残りの一端は x方向に並進変位可能なローラー支点とする．また，FEMでは x

軸まわりの回転を両端の支点で拘束する．最適化問題では，Ux
j , U

y
j , U

z
j , n

x
j , n

y
j , n

R
j などの変数の範囲を

[−1.0, 1.0]としている．
本例題では，ローラー支点に対して，x方向に沿って 0.20 mの強制変位を作用させて曲線形状を生成

し，部材の中央の節点に対して，y方向および z 方向に 1000 Nの外力を作用させる．図 4.7は，単純梁モ

デルの初期形状と境界条件を示している．図 4.8(a), (b)はそれぞれ，xy 平面および xz 平面への単純梁

の釣合い形状の投影図である．図 4.8より，DRM，最適化，FEMの結果は良好に近似できることがわか

る．DRMと最適化から得られた全ポテンシャル・エネルギーの値はそれぞれ −367.933 Nm, −367.931
Nmであり，概ね一致する．DRMと最適化の全ステップ数はそれぞれ，1720と 860であった．DRMと

最適化の両者の各ステップでは，4.4節で示した感度計算を行う．しかし，最適化では全ポテンシャル・エ

ネルギーのヘッセ行列の近似計算を行うため，DRMに比べてより多くの計算負荷を要する．
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図 4.8: 単純梁モデルの釣合い形状; (a) xy 平面, (b) xz 平面 (×: FEM, 実線: DRM, ■: 最適化).

(a) (b)

図 4.9: 全節点の運動エネルギーの総和と部材中央の節点の z 方向への並進変位の推移履歴; (a) 運動エネ

ルギー, (b) 並進変位.

図 4.9(a), (b)はそれぞれ，DRMの結果として得られた，全節点の運動エネルギーの総和の推移履歴，

および部材の中央節点における z 方向変位の推移履歴を示している．全ステップ数は 1720 と大きいが，

全ステップ数の約半分のステップ数でおおよその近似解が得られている．

表 4.1は，x, y, z 方向に対する節点座標について，DRMと FEMの結果の差を示したものであり，そ

の最大値と平均値を掲載している．z 方向の差の最大値は，5.265× 10−4 mであり，モデルの全長と比較

すると十分に小さな値であると判断できる．
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表 4.1: 3つのモデルに対する DRMと FEM間の全節点座標に関する差の最大値と平均値．

x (m) y (m) z (m)

Simple beam model
Maximum 2.110 ×10−4 4.013 ×10−4 5.265 ×10−4

Average 8.441 ×10−5 2.318 ×10−4 2.208 ×10−4

Short span gridshell
Maximum 2.567 ×10−3 2.568 ×10−3 2.141 ×10−3

Average 3.878 ×10−4 3.878 ×10−4 7.013 ×10−4

Long span gridshell
Maximum 1.255 ×10−4 1.255 ×10−4 9.916 ×10−4

Average 3.644 ×10−5 3.644 ×10−5 2.974 ×10−4

x

z
y

0.1 m

0.1 m

0.1 m

0.1 m

4.0 m

4.0 m

図 4.10: 小スパンのグリッドシェル・モデルの初期形状と境界条件（4隅の矢印：強制変位）．

4.6.2 小スパンのグリッドシェル・モデル

4 × 4 (m)の正方形境界と中央で交差する 2本の内部部材を有するグリッドシェルのモデルを考える．

モデルは，4要素で分割された 6本の梁で構成される．(x, y, z) = (0, 0, 0), (4, 0, 0), (0, 4, 0), (4, 4, 0)に

位置する節点を x, y の 2方向に可動なローラー支点とし，(2, 2, 0)の中央節点を z 方向に可動なローラー

支点とする．変形の対称性を確保するため，中央節点では 3軸まわりの回転を拘束する．

四隅の支点には，
√
2/10 mの大きさの強制変位を (2, 2, 0)の中央節点に向けて作用させる．図 4.10は，

小スパンのグリッドシェルの初期形状と境界条件を示している．図 4.11に示すように，DRM，最適化，

FEMで得られたそれぞれのグリッドシェルの釣合い形状が概ね一致することが確認できる．DRMと最

適化の結果として得られた全ポテンシャル・エネルギーの値はそれぞれ，2.214 kNmと 2.320 kNmであ

る．DRMと最適化が要した全ステップ数はそれぞれ，3410と 1845であった．最適化手法において，変

数 Ux
j , U

y
j , U

z
j の範囲は [−1.5, 1.5]とし，変数 nxj , n

y
j , n

R
j の範囲は [−1.0, 1.0]とする．表 4.1は，x, y,

z 方向に対する節点座標について，DRMと FEMの結果を示したものであり，差の最大値と平均値を掲

載している．z 方向の差の最大値は，2.568 × 10−3 mであり，本モデルの要素長の 1/300以下に留まっ

ており，実用において問題ないといえる．
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図 4.11: 小スパンのグリッドシェル; (a) 釣合い形状, (b) xy 平面図, (c) xz 平面図（×: FEM, 実線:

DRM, ■: 最適化）．
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図 4.12: 大スパンのグリッドシェルの初期形状と境界条件（矢印: 強制変位）．

4.6.3 大スパンのグリッドシェル・モデル

全長 11.00 m の部材 20 本で構成される大スパンのグリッドシェルを考える．部材の半数は x 方向に

平行に配置し，残りの半数は y 方向に平行に配置する．全部材の両端は軸方向に沿って可動なローラー

支点とする．最適化において，変数 Ux
j , U

y
j , U

z
j の範囲を [−2.0, 2.0] とし，変数 nxj , n

y
j , n

R
j の範囲を

[−1.0, 1.0]とする．図 4.12は，大スパンのグリッドシェルの初期形状と境界条件を示している．図内の矢

印の位置の支点に 0.30 mの大きさの強制変位を作用させて，曲面を生成する．

図 4.13に示すように，DRM，最適化，FEMで得られたそれぞれのグリッドシェルの釣合い形状は良好

に近似できる．DRMと最適化の結果として得られた全ポテンシャル・エネルギーの値はそれぞれ，2.763

kNmと 3.870 kNmである．他の例題に比べて全ポテンシャル・エネルギーの差が大きい理由は，要素数

が増加したことや，スパンが大きいこと等の問題の規模によるものと考えられる．DRMと最適化が要し

た全ステップ数はそれぞれ，8449と 6375であった．ステップ数の差が 4.6.1節，4.6.2節の例題の順に増

加していることも，問題の規模が大きくなったことに起因する．表 4.1は，x, y, z 方向に対する節点座標

について，DRMと FEMの結果を示したものであり，差の最大値と平均値を掲載している．z 方向の差

の最大値は，9.916× 10−4 mであり，モデルの全長と比較すると十分に小さな値であると判断できる．
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図 4.13: 大スパンのグリッドシェル; (a) 釣合い形状, (b) xy 平面図, (c) xz 平面図（×: FEM, 実線:

DRM, ■: 最適化）．

4.7 リエントラント・ハニカムで構成された ABAGの大変形解析

本章で提案した手法を用いて，第 2章で提案したリエントラント・ハニカムを格子形状に持つ ABAG

の大変形解析を実行する．リエントラント・ハニカムの接合部のモデル化に際して，ABAGでは接合部に

ヒンジを与えず，梁間の初期角度 αが 0でないことを考慮し，4.3.2節で示した接合部における回転の連

続性を適用する．DRMと FEMにより，リエントラント・ハニカムの面内変形と面外変形の解析を実行
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図 4.14: 面内変形形状（×: FEM, 実線: DRM, 点線: 初期形状）; (a) ユニット数 1, (b) ユニット数 3,

(c) ユニット数 13．

する．

以下の例題では，4.6節と同じ材料定数，および断面形状を部材に与える．各梁要素の初期長を l = 0.75

mとする．シェブロン・ロッドと x軸のなす角度を π/6と設定する．DRMおよび FEMの解析に関する

パラメータは，4.6節と同じ設定を用いる．

4.7.1 面内変形

面内変形に用いるモデルとして，ユニット数 1, 3, 13の 3種類のリエントラント・ハニカムを考える．

1部材を 1要素でモデル化し，ユニットの接合部上の全ての節点を z 方向に固定する．図 4.14の上段は

各モデルの支持条件および強制変位を示し，下段は変形形状を示している．下段の図内では，構造の初期

形状を点線とし，変形後の形状を，DRMの結果については実線，FEMの結果については×のマーカー

で表す．図 4.14(a), (b), (c)はそれぞれ，ユニット数 1, 3, 13のモデルに対応する．表 4.2は，DRMと

FEMで得られた節点座標の差の絶対値について，最大値と平均値を記している．
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表 4.2: 面内変形および面外変形解析の結果に関する DRMと FEM間の全節点座標の差の最大値と平均

値．

Number of units x (m) y (m) z (m)

Inplane

1
Maximum 3.1138 ×10−4 1.0270 ×10−4 –

Average 1.3944 ×10−4 6.8348 ×10−5 –

3
Maximum 1.4165 ×10−2 1.6039 ×10−2 –

Average 4.1778 ×10−3 3.1699 ×10−3 –

13
Maximum 1.4215 ×10−3 3.9636 ×10−4 –

Average 6.2271 ×10−4 8.4231 ×10−5 –

Out of plane

13
Maximum 5.4339 ×10−4 3.5235 ×10−4 3.1816 ×10−3

Average 1.0116 ×10−4 8.2238 ×10−5 6.5060 ×10−4

46
Maximum 2.6876 ×10−3 3.2486 ×10−3 1.3577 ×10−2

Average 7.5283 ×10−4 3.4163 ×10−4 2.1070 ×10−3

ユニット数 1

ユニット数 1のリエントラント・ハニカムは，2要素を持つシェブロン・ロッド 2本とタイ・ロッド 2

本の全 6 部材で構成される．ユニットの中央の 2 節点を y 軸方向に沿って可動なローラーで支持し，図

4.14(a)の上段の矢印の向きに 0.10 mの強制変位を与える．図 4.14(a)の下段から，DRMと FEMの両

者の結果がほぼ一致していることがわかる．表 4.2 から，x 方向の差の最大値は 3.1138 × 10−4 m であ

り，微小な値であると判断できる．

ユニット数 3

ユニット数 3のリエントラント・ハニカムは，6要素からなるシェブロン・ロッド 2本とタイ・ロッド

4本の全 16部材で構成される．中央のユニットの中央 2節点を y 軸方向に沿って可動なローラーで支持

し，図 4.14(b)の上段の矢印の向きに 0.10 mの強制変位を与える．図 4.14(b)の下段について，DRMと

FEM の両者の結果は概ね一致している．表 4.2 から，y 方向の差の最大値は 1.6039 × 10−2 m であり，

端の 2つのユニットの中央の節点で生じている．ユニット数 1のモデルに比べると，DRMと FEMの変

形形状の差が大きい．しかし，モデルのサイズと比較すると，差の最大値は十分に小さいと判断できる．

ユニット数 13

ユニット数 13のリエントラント・ハニカムは，6要素からなるシェブロン・ロッド 6本とタイ・ロッド

18本の全 54部材で構成される．平板の端に位置するシェブロン・ロッドについて，シェブロン・ロッド

とタイ・ロッド間の接合部を y 軸方向に沿って可動なローラーで支持する．図 4.14(c)の上段の矢印の向

きに 0.05 mの強制変位を与える．図 4.14(c)の下段から，DRMと FEMの両者の結果が良好に一致して

いることがわかる．表 4.2から，y 方向の差の最大値は 3.9636× 10−4 mであり，微小な値であると判断

できる．
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以上の結果から，DRM と FEM で得られた面内変形解析の結果は良好な精度で一致している．また，

全ての例においてオーゼティック構造の力学特性である，一方向に圧縮されると直交方向に収縮するとい

う変形性状が確認できた．DRMに基づく提案手法の適用限界として，ユニット数 13のモデルに与える

強制変位の大きさを，上の例で示した 0.10 mから増加させていくと，FEMの結果とは異なる変形モード

となってしまう．これは，数値誤差が累積して形状の対称性が崩れたことが原因であると考えられる．そ

のため現状では，提案手法の適用範囲は，ユニット数が少ない小規模なモデルの解析，あるいは，ユニッ

ト数を多くした大規模なモデルに小さな量の強制変位を作用させる解析に限定される．

4.7.2 面外変形

面外変形の解析に用いるモデルとして，ユニット数が 13と 46のリエントラント・ハニカムを考える．

図 4.15および 4.16は，ユニット数 13のモデルと 46のモデルの境界条件等と結果である．表 4.2には，

DRMと FEMで得られた節点座標の差の絶対値について，最大値と平均値を記している．

ユニット数 13

ユニット数 13のリエントラント・ハニカムは，面内変形の例で示したものと同じ初期格子状平板を用

いる．図 4.15(a)は，モデルの境界条件と強制変位を示している．平板の端に位置するシェブロン・ロッ

ドについて，シェブロン・ロッドとタイ・ロッド間の接合部を y 軸方向に沿って可動なローラーで支持す

る．モデルを面外変形させるために，実線の矢印の向きに 0.05 mの強制変位を与え，点線の矢印が位置

する節点に 100 Nの外力を z 方向の正の向きに作用させる．

図 4.15(b), (c), (d), (e)はそれぞれ，曲面の釣合い形状，xy 平面投影図，xz 平面投影図，yz 平面投影

図を示す．図 4.15(c)の点線は，モデルの初期形状を表す．これらの図から，DRMと FEMの両者の結

果が良好に一致していることがわかる．表 4.2から，このモデルの面外変形形状において z 方向の差の最

大値は 3.1816× 10−3 mであり，微小であると判断できる．

ユニット数 46

ユニット数 46のリエントラント・ハニカムは，14要素のシェブロン・ロッド 8本とタイ・ロッド 53本

の計 165本の部材で構成される．図 4.16(a)は，モデルの境界条件と強制変位を示している．平板の端に

位置するシェブロン・ロッドについて，シェブロン・ロッドとタイ・ロッド間の接合部を y 軸方向に沿っ

て可動なローラーで支持する．加えて，上記以外のシェブロン・ロッドの両端を xy平面で可動なローラー

で支持する．モデルを面外変形させるため，実線の矢印の向きに 0.05 mの強制変位を与え，点線の矢印

が位置する節点に 100 Nの外力を z 方向の正の向きに作用させる．

図 4.16(b), (c), (d), (e)はそれぞれ，曲面の釣合い形状，xy 平面投影図，xz 平面投影図，yz 平面投影

図を示す．図 4.16(c)の点線は，モデルの初期形状を表す．これらの図から，DRMと FEMの両者の結

果が良好に一致していることがわかる．表 4.2から，このモデルの面外変形形状において z 方向の差の最

大値は 1.3577 × 10−2 mである．モデルの z 方向の最大変形量と比較すると，差は 4%以内に収まるた

め，実用上許容できる誤差といえる．
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図 4.15: ユニット数 13のモデルの面外変形形状（×: FEM, 実線: DRM, 点線: 初期形状）; (a) 支持条

件，強制変位，外力の設定, (b) 曲面形状, (c) xy 平面投影図, (d) xz 平面投影図, (e) yz 平面投影図．
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図 4.16: ユニット数 46のモデルの面外変形形状（×: FEM, 実線: DRM, 点線: 初期形状）; (a) 支持条

件，強制変位，外力の設定, (b) 曲面形状, (c) xy 平面投影図, (d) xz 平面投影図, (e) yz 平面投影図．
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4.8 第 4章の結論

本章では，グリッドシェルや ABAGをはじめとする柔な骨組構造を対象とした 3次元弾性梁の大変形

解析モデルの開発を行った．本手法の特色は，各節点において 6自由度を与えた梁モデルの回転変位につ

いてグリッドシェルの曲面に対する単位法線ベクトルの初期平面に対する傾きの成分を利用すること，一

軸回転のヒンジの自由度を単位法線ベクトルまわりの回転自由度を用いて表現すること，エネルギーに基

づく定式化を行うことである．また，数値例題でグリッドシェルのモデルとリエントラント・ハニカムか

らなる ABAGのモデルの大変形解析を実行し，FEMの結果と良好な精度で一致することを確認した．

4.2節では，DRMのアルゴリズムについて説明した．本章では，人工減衰に運動減衰を用いる．4.3節

では，提案手法の核となる 3次元弾性梁モデルを定式化した．単位法線ベクトルを用いた回転変位の導出

法について述べ，全ポテンシャル・エネルギーの式を示した．4.4節では，内力ベクトルと外力ベクトル

の差として定義される残差力ベクトルの定式化を行い，一般化変位に関する感度係数を導出した．4.5節

では，DRMに関する人工質量，人工慣性モーメント，人工減衰の設定法について説明した．4.6節および

4.7節では，それぞれグリッドシェルと ABAGの大変形解析を実行し，他の解析法との結果を比較した．

本章で得られた知見を以下にまとめる．

1. 全ポテンシャル・エネルギーに基づく定式化を行っているため，接線剛性行列を用いた釣合い式を

直接解くことなく，変形後の釣合い状態を求めることができる．

2. DRMの陽的解法に基づくアルゴリズムにより，解の更新に関する実装が容易となる．

3. 全ポテンシャル・エネルギーを目的関数として最小化することを目的とした無制約最適化問題を解

くことで，最適解において梁の釣合い形状を得ることができる．また，DRMにおける残差力ベク

トルは，最適化問題では目的関数の勾配に相当する．

4. DRMアルゴリズムの収束について Courant-Friedrichs-Lewy条件を満たすように各種パラメータ

を設定する必要がある．

5. DRMにおいて人工減衰に運動減衰を選択することで，エネルギーがピークに達する度に時間増分

を小さくする設定が容易に行える．これにより，釣合い解付近における解の振動を回避しやすく

なる．

6. ABAGのように梁部材間の接合部が一軸回転のヒンジではなく剛な骨組の場合，要素間の接合部

における回転の連続性を考慮したモデル化により良好な精度で解が得られる．しかし，提案モデル

ではパイプ断面のような 2軸対称な梁の適用を想定した定式化を行っており，長方形断面の梁を用

いた解析に使用するには更なる改良を要する．
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第 5章

本論文の結論

5.1 結論

本論文では，軽量で施工性に優れた，柔軟に変形する格子状曲面の設計法の提示を目的として，ABAG

の形状設計法の構築，離散円筒機構の形状設計法の構築および力学特性の検証，ならびに 3次元弾性梁に

対する簡易な大変形解析ツールの開発を行った．本研究で得られた成果を，第 2章から第 5章に分けて以

下に示す．

第 2章では，負のポアソン比を有する格子状平板から生成される ABAG曲面の形状設計法を提案した．

ABAGは，オーゼティック構造であるため，生成された曲面には主に正のガウス曲率が分布する．その

ため，ABAGは，微小な初期たわみを与えた格子状平板に，面内方向へ強制変位を作用させてドーム型の

曲面を生成できる，施工性に優れた空間構造といえる．一方で，格子形状に由来する面内剛性の小ささゆ

え，設計者が直感的に格子状平板や境界条件等を決定して所望の曲面を生成することは困難であった．こ

の問題に対して，本研究では，離散微分幾何学で定義される離散ガウス曲率と離散平均曲率ベクトルを曲

面形状の定量的な評価に使用した最適化手法による形状設計法を導入した．

ABAGの初期格子状平板は，2種類の部材，シェブロン・ロッドとタイ・ロッドで構成されるリエント

ラント・ハニカムあるいはリエントラント四辺形で構成される．シェブロン・ロッドは線分切片で構成さ

れた折れ線形状の部材であり，大変形過程で生じる曲げとねじれによって曲面形状の生成に寄与する．一

方で，タイ・ロッドは，隣り合うシェブロン・ロッドどうしを接続する部材である．

離散曲率の計算には，ABAG 曲面上に形成した三角形メッシュを用いる．ABAG 上での三角形メッ

シュの生成には，部材間の接合部に位置する節点を利用する．角度欠損として定義される離散ガウス曲率

は，曲面の局所的な凹凸の大きさを定量評価する．Cotangent formulaとして知られる離散平均曲率ベク

トルは，各節点における凸方向をベクトルとして表す．

最適化問題は，特定領域内で上に凸な形状を持つ ABAG曲面を設計する問題として定式化した．具体

的には，特定領域内における目標節点上の最小の離散ガウス曲率を目的関数として最大化し，かつ，凸

方向が鉛直上向きになるように，離散平均曲率ベクトルの鉛直成分に関する制約条件を設定した．設計

変数には，x軸とシェブロン・ロッドの左端がなす角度 θ，シェブロン・ロッドの断面せい分布に関する

係数 β0,β1 を与えた．係数 β0,β1 は，断面せい分布の決定に用いた 3次のバーンスタイン多項式に基づ

く．また，上記の設定は，シェブロン・ロッドを構成する線分切片の断面せいを曲線状に分布させ，かつ，
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最適化問題の設計変数の数を低減できる．最適化問題の解法にはメタヒューリスティクスの一つである

PSOを使用した．PSOは，関数の勾配が不要であり，非線形性の強い問題の解法として有効である．ま

た，最適化の結果について，PSOに関するパラメータへの依存性を検証した．さらに，PSOを用いた最

適化の結果を，GAおよび SAを用いた最適化の結果と比較した．3種のメタヒューリスティクスの最適

解は概ね一致しており，さらに，PSOを適用した場合は実用に対して合理的な計算時間で解を得ることが

わかった．

数値例題において，上記の最適化を用いたABAG曲面の形状設計例を示した．提案手法により，ABAG

上に異なる特定領域を指定することで，境界条件と強制変位を変更することなく異なる形状の曲面を生成

できることがわかった．最適解での目標節点の離散ガウス曲率の大きさは，特定領域の分布に依存するこ

とがわかった．

また，最適解でのシェブロン・ロッドの断面せい tik の分布は複雑で規則性がみられなかった．しかし，

直感とは異なる力学特性を有する ABAG曲面の形状設計に対し，設計者が不規則な最適解を発見するの

は困難であると予想される．そのため，この結果は，ABAGの形状設計問題に対して最適化を適用する有

効性を示唆している．

加えて，非均一なリエントラント・パターンで構成された格子状平板の設計法として，非周期型，ハイ

ブリッド型，複合型 ABAGを提案した．これらの提案手法で設計した格子状平板を用いることで，均一

なリエントラント・パターンで構成された格子状平板から生成される ABAG曲面よりも複雑な形状の曲

面を容易に生成できる．数値例題として，任意のパラメータを与えて設計した非周期型 ABAG，ハイブ

リッド型 ABAG，複合型 ABAGの曲面の例を示した．非周期型 ABAGの設計では，y 方向に沿って分

割した複数のサブ領域の x方向のサイズを形状パラメータ γD で調整する．生成された非周期型 ABAG

の曲面は y 方向に沿った平面に関して形状が非対称になる．結果として，比較的小さな値の γD を与え

た狭小なサブ領域において，離散ガウス曲率が増加しやすいことがわかった．一方で，ハイブリッド型

ABAGは，2つの異なるリエントラント・パターンで構成されており，これらのパターンの配置に応じて

さまざまな曲面が生成される．ハイブリッド型 ABAGでは，y 方向について対称な形状の曲面が得られ

る．また，2種類のリエントラント・パターンを交互に配置すると，平板全体が幾何的な対称性を持つよ

うになり，x方向，y 方向に沿った 2つの平面について対称な曲面が得られる．また，非周期型とハイブ

リッド型を組合わせた複合型 ABAGとして格子状平板を設計すれば，複雑で非対称な形状の曲面が生成

できることを確認した．非周期型 ABAGと同様，複合型 ABAGについても，γD が周囲より小さな値の

サブ領域において離散ガウス曲率が比較的大きくなることがわかった．

非周期型，ハイブリッド型，複合型の ABAGの形状設計に対して，上記の最適化を用いて生成される曲

面を例示した．設計変数には，上の問題で導入した変数以外に，非周期型と複合型に与える形状パラメー

タ γ を追加した．

非周期型 ABAG の最適解として，目標節点を持つシェブロン・ロッドに関する角度 θ8 および θ9 は，

それに隣接する角度に比して小さな値であった．これは，2.5節の例題で得た最適解の解傾向に一致する．

また，設計変数 γ について，目標節点が存在するサブ領域には，そうでないサブ領域に比べて小さな値が

最適解として得られた．すなわち，ABAG曲面において離散ガウス曲率が大きい箇所はサブ領域が狭く

なり，そうでない箇所では広くなる．これは，上で論じた非周期型 ABAGの解傾向に一致している．

ハイブリッド型 ABAGの最適解においても，目標節点を有するシェブロン・ロッドに関する角度 θ8 と
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θ9 が比較的小さな値として得られた．この結果は，他のモデルと同様の傾向を示している．最適解のリエ

ントラント・パターンの配置は，シェブロン・ロッドの断面せいの分布と同様にして，不規則であった．

ハイブリッド型 ABAGにはサブ領域を設定しないため，y 方向に沿った平面に関して離散ガウス曲率の

分布は対称であり，x方向に沿った平面に関しては非対称であった．この非対称性は，リエントラント・

パターンの不規則な配置に起因する．

複合型 ABAGの最適解では，目標節点を持つシェブロン・ロッドに関する角度 θ8 は他のシェブロン・

ロッドの角度 θi に比べて小さい．しかし，同じしくして目標節点をもつシェブロン・ロッドの角度 θ9 は

θ8 と同程度に減少しなかった．この結果は，リエントラント・パターンの配置が非周期型 ABAGとは異

なり不規則なことに起因すると考えられる．また，サブ領域に対する設計変数 γ の分布について，目標節

点が含まれる箇所では比較的小さな値が，そうでない箇所は大きな値が最適解で得られた．この結果は，

他のモデルと同じ解傾向を示している．さらに，得られた曲面の離散ガウス曲率の平均値は，非均一ユ

ニットを有する ABAGの最適化問題に関する例題として扱った 3つの曲面の中で最大であった．このこ

とから，より多様で複雑な形状の曲面の設計に対する複合型 ABAGの有効性が示された．

第 2章で提案した最適化手法および非均一なユニットを持つ格子状平板の設計法は，未だ数少ない研究

例に留まっている ABAGの形状設計法の一つとして提示される．とくに，最適化を用いることで設計者

の勘と経験に依存しない形状設計法を提案した点，数値例題を通じて格子状平板の設計パラメータの決定

方針を導いた点で貢献するといえる．

第 3章では，均一な 2回回転対称な六角形ユニットで構成される離散円筒機構の形状設計法の提案，お

よび提案手法で生成した機構の力学特性の検証を行った．本章で得た成果を以下にまとめる．

円筒形を離散的に表現する頂点と辺からなる基本構造は，離散幾何学で定式化される CNTの幾何形状

の式の拡張形式を用いて生成できる．これにより，均一な 2回回転対称の六角形ユニットで構成される離

散円筒機構の形状を導出できる．提案手法の利点は，少ないパラメータで多様な形状を生成できること，

加えて，平面を円筒形に変換する上で困難な，継目における格子の周期性の維持が容易であることが挙げ

られる．

次に，四辺形の板材で構成される離散円筒機構の形状設計について，四辺形を平面的に設計するための

頂点オフセットを考案した．提案した頂点オフセットを適用した機構では，中心方向オフセットで設計し

た板材からなる機構に比べ，ねじれ量およびねじれた四辺形数が減少することが確認できた．ただし，提

案頂点オフセットで平面化されるのは，全てのタイ・エッジと一部のシェブロン・エッジに対応する四辺

形に限定される．すなわち，機構を構成する全ての四辺形を平面的に設計することはできない．

基本構造の幾何的な情報から梁部材で構成される離散円筒機構をモデル化し，中心軸に沿って圧縮方向

に強制変位を作用させたときの機構の変形性状を調べた．形状パラメータの選定によって，機構の形状と

柔軟性を多様に設計できることがわかった．さらに，螺旋モデルでは，圧縮変形と同時に，機構全体にね

じれ変形が生じることがわかった．物理的な対称性の観点から論じると，伸縮とねじれのカップリング変

形は，カイラル・メタマテリアルに分類される機構とみなせる．第 3章で提案した離散円筒機構のうち，

リエントラント・ハニカムで構成され，かつ，伸縮とねじれのカップリング変形が生じる構造は，2つの

異なるメタマテリアルの特性を併せ持つ．

第 4章では，グリッドシェルの大変形解析に適用する，3次元弾性梁モデルを提案した．DRMでは動
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的な釣合い式を陽に解くため，釣合い式の増分形式および接線剛性行列が不要な点で実装が容易である．

提案した一連の式において，グリッドシェルの曲面上の各節点における単位法線ベクトルは，梁の局所

的な変形を得るために使用される．本手法では，1つの節点につき 6つの独立変数を与えており，そのう

ちの 3つの変数は 3方向に対する並進変位である．残りの 3つの成分のうち 2つは，変形状態における単

位法線ベクトルの初期平面に対する投影成分であり，これらは部材軸に関する局所座標系からの単位法線

ベクトルの傾きを表す．最後の 1つの独立変数は，変形状態における単位法線ベクトルまわりの節点の回

転変位である．梁要素の 2つの端点における曲げとねじれは，各節点の単位法線ベクトルと梁要素の局所

軸との幾何学的関係により計算される．全ポテンシャル・エネルギーは変形状態について定式化され，残

差力は全ポテンシャル・エネルギーの一般化変位に関する偏微分として求まる．それゆえ，提案式は大回

転の増分形式を必要とせず，さらに，共回転梁要素に関する複雑な計算も不要である．

全ポテンシャル・エネルギーを目的関数とした最適化問題において，残差力は感度係数に相当するため，

最適化手法によっても変形後の釣合い状態を求められる．数値例題では，グリッドシェルのモデルとリエ

ントラント・ハニカムからなる ABAGのモデルについて，DRMと FEMの結果を比較した．グリッド

シェルのモデルについては DRMの妥当性を確認するため，全ポテンシャル・エネルギーの最小化を目的

とした最適化の結果も比較した．全ての例題において，各手法で得られた結果が互いに良好に一致するこ

とがわかった．

一般の設計者は，高度な最適化ライブラリや FEMソフトウェアパッケージの使用権限を持たないため，

設計者が簡単に利用できる DRMの手法を開発することは重要な課題である．第 4章では，その課題に対

する解決策の一つを提供した．全てのモデルにおいて，DRMを用いて得られたグリッドシェルと ABAG

の変形形状は，FEMソフトウェアパッケージによって得られた形状に概ね等しい．この結果は，単位法

線ベクトルによって記述される 3次元弾性梁モデルがグリッドシェルや ABAGの形状探索ツールとして

有効に適用できることを示唆している．

5.2 今後の展望

本研究で取り組んだ課題に関する今後の展望を以下に示す．

本論文では，ABAGの格子形状に，リエントラント・ハニカムとリエントラント四辺形の 2つを適用し

た．負のポアソン比を持つ格子形状は，上記以外にも数多く存在する．より多様な形状の ABAG曲面を

生成するには，さまざまな種類の負のポアソン比を持つ格子状平板を用いた検証が必要であり，新たな格

子形状を生成するにはトポロジー最適化手法の適用が有効であると考えられる．また，本論文では，全て

の例題で格子をオーゼティック構造として機能する幾何形状で設計したが，オーゼティック構造でない格

子形状を平板内に混在させることも，多様な曲面を生成する上で検討すべき事項である．格子形状の検討

は，離散円筒機構の設計においても重要な課題である．また，第 2章では，局所的に上に凸な形状を有す

る ABAG曲面を生成することを目的として，最適化問題を定式化した．本論文で提案した最適化問題は，

ABAGによって設計者の所望する曲面形状を自在に設計するという目標の達成に向けた最初の足掛かり

に過ぎない．上記の大目標の実現には，ABAG曲面上の離散ガウス曲率の分布や凸方向を自在に，かつ，

容易に指定できるような形状設計法を開発する必要がある．さらに，ABAGの形状生成後には，剛性を向

上させるためにブレースやパネルを用いた補強が必要となる．多目的最適化等を利用し，形状設計と剛性
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の増大を目的とした設計法の構築を行うことは，ABAGによる空間構造設計の実用化に対して必須の課

題といえる．

板材で構成される離散円筒機構の形状設計法では，提案した頂点オフセットでは，全ての板材を平面化

することができない点が課題として残っている．梁部材で構成された離散円筒機構の静的構造解析につい

て，本論文では圧縮変形のみを検討・考察した．今後は，対称曲げや反対称曲げを与えて変形性状を確認

する．また，有限要素解析におけるモデル作成の省略や計算負荷の低減化を目的として，離散円筒機構の

変形応答に基づくサロゲートモデルを開発することが，当該機構の実用化に対して重要である．

第 4章で提案した 3次元弾性梁モデルは，2軸対称な断面を持つ梁部材を用いることを仮定している．

したがって，長方形のような 2軸対称でない断面を持つ部材で構成された平板の面外変形では，提案手法

と FEMの結果に大きな差が生じる．面内変形の結果は良好に一致しているため，面外変形の解析精度を

向上させるには，ねじれ変形の計算に改良が必要である．また，提案した梁モデルは，単位法線ベクトル

の初期平面に対する傾きによって局所的な回転変位を表現している．しかし，離散円筒機構のように初期

平面を唯一に指定できない構造への適用は難しいため，実装には工夫を要する．

107



　

108



付録

粒子群最適化

粒子群最適化（particle swarm optimization: PSO）は，メタヒューリスティックスの一つであり，そ

のアルゴリズムは鳥や魚のような群をなす生物の集団採餌行動の模倣に基づく [121]．PSOでは，粒子と

呼ばれる多数の解 x が高次元空間を大域的に探索する多点探索によって最適解を発見する．解の更新に

は，目的関数 F (x)の勾配を用いない．そのため，PSOは目的関数 F (x)の微分演算が困難である問題に

対して有効である．各粒子には位置情報と速度情報が与えられている．粒子はこれらの情報を相互に交換

し合い，位置ベクトルと速度ベクトルの和として更新される新たな速度ベクトルに基づき，探索方向を決

定する．第 2章の問題に対する PSOのアルゴリズムを以下にまとめる．

PSOのアルゴリズム:

Step 1: 設計変数の上下限値に基づき，位置ベクトル x0
J = {x0J1

, . . . , x0JD
} および速度ベクトル

v0
J = {v0J1

, . . . , v0JD
} (J = 1, . . . ,M ;D = 1, . . . , 3m) をランダムな値に初期化する．　こ

こで，3mは，第 2章 2.4.3節において θ, β0, β1 で表される設計変数の全数であり，M は

解（または粒子）の数である．

Step 2: xγ
p,J と xγ

g をそれぞれ，イテレーション γ における，J 番目の粒子が記憶している最良の位

置情報（局所的な最良解）と全粒子が個別に有する最良の位置情報の中でも最良の情報（大

域的な最良解）とする．J = 1, . . . ,M に対し，γ = 0および x0
p,J = x0

J として初期化する．

x0
g を，全粒子の中で最大の目的関数を持つ粒子の位置情報として，粒子番号を J = 1とし

て設定する．

Step 3: イテレーション γ における J 番目の粒子の速度ベクトルと位置ベクトルは次のように更新

される．

vγ+1
J = ωvγ

J + c1r1
(
xγ
g − xγ

J

)
+ c2r2

(
xγ
p,J − xγ

J

)
xγ+1
J = xγ

J + vγ+1
J

慣性重み ω は，速度 vγ
J の大きさを調整する．パラメータ c1, c2 をそれぞれ，大域的な最良

解および局所的な最良解の方向に移動しない粒子の割合とする．また，パラメータ r1, r2 を

それぞれ，0 ≤ r1 ≤ 1, 0 ≤ r2 ≤ 1の範囲の値の乱数とする．

Step 4: 目的関数 F (xγ+1
J )を計算する．

Step 5: 条件 F (xγ+1
J ) > F (xγ

p,J)を満たす場合，x
γ
p,J ← xγ+1

J として更新し，Step 6へ行く．この
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表 5.1: PSOパラメータと RH1の目的関数．

ω c1 c2 objective function F

0.25

0.25

0.25 0.0073

0.50 0.0066

0.75 0.0063

0.50

0.25 0.0093

0.50 0.0077

0.75 0.0068

0.75

0.25 0.0083

0.50 0.0089

0.75 infeasible

0.50

0.25

0.25 0.0082

0.50 0.0086

0.75 0.0080

0.50

0.25 0.0093

0.50 0.0102

0.75 0.0106

0.75

0.25 0.0137

0.50 0.0124

0.75 0.0130

ω c1 c2 objective function F

0.75

0.25

0.25 0.0117

0.50 0.0130

0.75 0.0114

0.50

0.25 0.0139

0.50 0.0146

0.75 0.0137

0.75

0.25 0.0151

0.50 0.0151

0.75 0.0139

1.00

0.25

0.25 0.0114

0.50 0.0099

0.75 0.0109

0.50

0.25 0.0141

0.50 0.0125

0.75 0.0109

0.75

0.25 0.0114

0.50 0.0123

0.75 0.0132

条件を満たさない場合，J ← J + 1の更新を行い，Step 3へ戻る．

Step 6: F (xγ+1
p,J ) > F (xγ

g)の場合，xγ
g ← xγ+1

p,J として更新する．J < M のとき，J ← J + 1とし

て更新し，Step 3へ行く．収束条件を満足するか，あるいは γ が最大イテレーションに達

したら Step 7へ．J ≥M なら，J = 1として Step 3へ戻る．

Step 7: アルゴリズムを終了させ，xγ+1
g を最適解として出力する．

続いて，第 2章 2.5節で例題として扱った曲面 RH1の最適化に用いた PSOパラメータの設定について

の検討結果を示す．表 5.1は，36組の PSOパラメータのセットと，それを用いた最適化で得られた RH1

の目的関数を示している．慣性重み ωは，1.00よりも大きい値の設定が可能だが，ω ≥ 1.25では実行可能

解は得られなかった．そのため，パラメータ ω ∈ {0.25, 0.50, 0.75, 1.00}, ci ∈ {0.25, 0.50, 0.75} (i = 1, 2)

で得られた，それぞれの目的関数の値を比較した．結果として，ω = 0.75, c1 = 0.75, c2 = 0.50というパ

ラメータの組が目的関数の最大値を導くことがわかった．
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[119] Saka MP, HasanÇebi O, Geem ZW. Metaheuristics in structural optimization and discussions

on harmony search algorithm. Swarm Evol Comput 2016;28:88–97.

[120] Kaveh A, Javadi SM. Chaos-based firefly algorithms for optimization of cyclically large-size

braced steel domes with multiple frequency constraints. Comput Struct 2019;214:28-39.

[121] Kennedy J, Eberhart R. Particle swarm optimization, Proc ICNN’95 – Int Conf on Neural

Networks (ICNN95) 1995;4:1942-1948.

[122] Fortin FA, De Rainville FM, Parizeau M, Gagné C. DEAP: Evolutionary algorithm made easy,
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