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概要

二次多項式 fc(z)= z2 + cをランダムに選択するときのランダム合成 fenO'・ • O fc2 O Jc,に

関して，複素平面内のアトラクターが消滅するパラメータ Tbifを決定したい．とくに，パラメー

夕 C= 0,-1付近における分岐パラメータの非自明な評価を述べる．また，決定論的な文脈にお

ける分岐を表すマンデルブロ集合の境界 BMとの関連性について，ランダムカ学系の意味での分

岐がどのように関係し，どのように関係しないかを論じたい．

1 ::Iロ旱
自忠

素朴なランダムカ学系の平均安定性に関する分岐を研究したい．具体的には， fc(z)＝丑＋c(cE (['.) 

の形の二次多項式をランダムに選択するときの「ランダム合成」 fcn O'''O f c2 O fc,に関して，複素

平面におけるアトラクターの消失を考える．その動機づけとして，近年のランダムカ学系理論の発展

と古くからの（決定論的）複素力学系理論について先行研究を紹介する．

ランダムカ学系の研究は急速に発展しており，広い範囲の諸科学への応用が期待されている．決定

論的な自励力学系では，例えば xn+1=f(％)のような差分方程式により時間発展が記述される．そ

の理論は物理学や生物学，工学から経済学まで広範な分野で数理モデルとして応用されている．ラン

ダムカ学系理論は，時間発展の法則にランダム性（ノイズ）が加わったモデルの研究であり，数理モ

デルの観点からもこれらは非常に軍要な研究対象であると思われる．例えば， Xn+i= f (xn) + Vn+l 
のようにノイズ項％＋1が加わっている状況を想像されたい．

応用への期待もさることながら，ランダムカ学系は決定論の自然な発展として数学的な価値があり，

ランダム性特有の現象がみられることは最も基本的で重要な事実である．数学的な理論については，

Arnoldによる教科書［1]などが参考になる．

本稿の範疇である，複素解析的な写像のランダム合成に関する研究は FornぉssとSibony[4]に

よって始められた彼らはノイズが十分小さいときには，平均的に極めて安定的な振る舞いが生じる
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ことを証明したこの安定性もランダム性特有の現象の一種である．そこで，ノイズが大きくなるに

したがって力学系がどのように変化するか，という疑問が生じる．

角大輝は Forn邸 ssとSibonyの結果を大幅に拡張して，ノイズが大きい場合でも genericには同様

の安定性が生じることを証明した [10]．角は極小集合をT寧に分析することで，これを平均安定性と

いう概念へと昇華した．関連する結果については [11,12]や，平均安定性をさらに独立同分布でない

場合に拡張した [13,14]を参照されたい．本稿では， 2次多項式族 {fc}cE<Cに関するランダムカ学

系について，平均安定でないものを分岐パラメータと考えてそれを詳細に解析することが目標である．

二次多項式 fcの自励力学系は二十世紀から研究されており，その重要性はいくら強調してもしす

ぎることがない．その分岐と関係しているのはかの有名なマンデルブロ集合 M である． Maii6と

Sad, Sullivan [6]は fcのジュリア集合がパラメータに関して連続的に動く挙動を J-stabilityと名

付け， J-stableなパラメータ全体の集合がパラメータ空間で開かつ桐密に存在することを証明した．

J-stableでないパラメータの集合はマンデルブロ集合の境界 8Mであり，本稿とは異なる意味で分

岐パラメータである．詳しくは McMullen[7]や Milnor[8]を参照されたい．

本稿では，二次多項式のランダムカ学系に関する分岐について，現在得られている結果を紹介する．

また，決定論的な文脈における分岐を表すマンデルブロ集合の境界 8Mとの関連性について述べた

い．本稿の構成は以下の通りである． 2節では決定論的な力学系の甚本的な用語を準備する．古典的

な複素力学系理論を既に知っている読者はこの節を読み飛ばして 3節に進むとよい． 3節ではランダ

ムカ学系に関する先行研究を紹介しつつ，本稿の考察対象である「分岐半径」を定義する．その後， 4

節で主結果を述べる．本稿の主結果はパラメータ C= 0, -1の付近で分岐半径に関する非自明な評価

を得たことである．さらに，マンデルブロ集合 M とランダムカ学系の意味での分岐がどのように関

係し，どのように関係しないかを論じたい．そして 5節では 4節の内容を振り返りつつ，いくつかの

問題と予想を提示する．

2 決定論的自励力学系からの準備

決定論的な自励力学系の用語と基本的な結果について復習する．以下，多項式写像 gを複素平面 c
からそれ自身への写像とみて，その力学系を考える．証明は抜きで主張を述べるが，詳細は Milnor

[8]を参照されたい．

Definition 2.1.多項式 gに対して，その充填ジュリア集合を

K(g) = {z E IC: g0n(z)が(X)(n→(X)）｝ 

により定義する．その境界 oK(g)= J(g)をジュリア集合と呼ぶ． ここで， g0n= g O • • • O g O gはg

の n団合成である．

マンデルブロ集合が c平面内の集合であるのに対して，（充填）ジュリア集合は z平面内であるの

に注意せよ．ジュリア集合及び充填ジュリア集合は gの作用に関して完全不変になっており，そこで

の力学系は非自明である．しかし，以下の定理により大部分が理解できる．
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Theorem 2.2.充填ジュリア集合の内部 intK(g)について，その連結成分 U'は前周期的である．

すなわち，ある n,p ENに対し，像 u= gon(u')もまた intK(g)の連結成分であり gopは Uか

ら Uへの正則分岐被覆写像である．この連結成分 U を周期成分と呼ぶ．さらに，制限した力学系

9op: U→ Uは以下のいずれかに分類される．

•吸引的：成分 U は吸引的周期点を含む．すなわち， aEU が存在して goP(a) = aかつ複素微分

の絶対値が l(goP)'(a)I< 1を満たす．このとき，任怠の ZEUに対して gokp(z)→a(k→oo) 

が成り立つ．

•放物的：成分の境界 au は放物的周期点を含む．すなわち， bE auが存在して gOP(b)= bかつ

複素微分が (g0P)'(b)= 1を満たす．このとき，任意の zEUに対して 9okp(z)→b(k→oo) 

が成り立っ．

•回転的：力学系 gOP: U→Uは単位円板上の無理数回転と共役である．
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図 1 黒い部分がジュリア集合 J(g)であり，その内側を「充填」したものが K(g)である．左か

らそれぞれ吸引的，放物的，回転的な連結成分をもつ多項式 gの例である．

多項式 gの力学系を考える上で無限遠点 00 を考えることで，無限遠に収束する初期点の集合

{oo}UC¥K(g)も（超）吸引的（ファトウ）成分であるが，今回は平面的な領域しか考えないことに

する．さて，上記で分類した連結成分は，臨界点の軌道と密接に関係する．二次多項式 fAz)＝丑＋c

に対しては， z=Oが共通の臨界点である．

Theorem 2.3.力学系 fc:C→ Cについて，以下が成り立つ．

•内部 intK(fc) が吸引的な周期成分 U をもつとき， 0 EUである．

•内部 intK(fc) が放物的な周期成分 U をもつとき， 0 EUである．

•内部 intK(fc) が回転的な固期成分 U をもつとき，軌道の閉包 {f含n(O): n EN}が境界 au

を含む．

特に，二次多項式の場合は高々一つの周期成分しか（平面内には）存在しない．

上の分類により，パラメータ cを分類することができる．
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Definition 2.4.吸引的な周期成分しか持たないパラメータ cを双曲的パラメータと呼ぶ．

放物的・回転的なパラメータもそれぞれ存在するが，本稿では必要としない．なお，「双曲的」とい

う用語は力学系全般での用語と共通であり，複素一次元の場合はジュリア集合上で拡大的であること

と同値である．

双曲的パラメータは Mane-Sad-Sullivanの意味での J-stableなパラメータであるが，逆に J-stable

なら双曲的であろうと予想されている．これは複素力学系理論における最も重要な予想の一つである

が，二次多項式の場合はマンデルブロ集合の境界 8Mが局所連結であろうという予想が正しければ

これも正しい［7]. このように，マンデルブロ集合（とくにその境界）は重要な未解決問題を含む興味

深い研究対象であるが，本稿では予想の重要性を強調するに留めてこれ以上深くには踏み込まない．

改めて，マンデルブロ集合を定義する．ここでも臨界点 z=Oが重要な役割を果たしていることに

注意せよ．

Definition 2.5.以下の集合をマンデルブロ集合という．

M={cEIC:f戸（0)介 oo(n→oo)}. 

また，マンデルブロ集合 M 内の双曲的パラメータ全体の集合を 1{と表記する．

Theorem 2.3と関連して，次のことが知られている．パラメータ CEM ならば充填ジュリア集

合及びジュリア集合は連結である．逆に， crf_Mならば充填ジュリア集合 K(fc)は内点を含まず

K(f』=J(fc)である．さらにこのとき， J(fc)は完全不連結で孤立点を持たない，カントール型の

集合である．

... 

図 2 マンデルブロ集合 M.

図 2を見ると，中央やや右にカージオイド形があり，中央より少し左側に円板形の部位が見える．
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実際にこの観察は正しく，以下のように定式化できる．

Theorem 2.6.領域を D1= { c = -A 2 / 4 +入／2E C: |入|＜ 1}とD2= { c E IC: 14c + 41 < 1}に

より定める．このとき， p=1, 2に対して CEDpならば fcは周期 pの吸引的周期点をもつ．さら

に，凡は Hの連結成分の一つである．

より一般に，双曲パラメータ集合 H の連結成分は，吸引的周期点の multiplier （周期点での複素

微分の値）により単位円板へと双正則に写像されることが知られている [3]．上記の定理は，周期が 1

及び 2の場合に計算したものを具体的に表している．

以下の注意にて，本節での準備を終える．

Remark 2.7.パラメータ C= 0, -1はそれぞれ連結成分 Di,D2の「中心」に相当する．すなわ

ち，これらのパラメータにおいて fcはmultiplierが 0の（超吸引的）周期軌道をもつ．
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図3 充填ジュリア集合 K(fc)．左が C=-1,右が C=0. 

3 ランダムカ学系の先行研究

正則写像をランダムに選択したときの漸近挙動は， FornぉssとSibonyにより最初に研究された．

その後の角による発展と関連する結果を本節で紹介しつつ，本稿での主結果を述べるために必要不可

欠な「分岐半径」を Definition3.5で定義する．本稿の主題は二次多項式なので，例えば有理関数の

力学系などの一般的な状況でも成立する結果について，少し特殊な設定で主張を述べることにする．

興味のある読者は原論文を参照されたい．

さて，数学的な設定を以下で定義する．

Setting 3.1.パラメータ平面 C上のボレル確率測度μを中心 c, 半径 r>Oの閉円板 B(c,r)= 

{ c'EC: le'-cl ~ r}上の正規化されたルベーグ測度とする．ただし， r=Oのときは点 c上のディ

ラック測度とする．片側無限直積空間 n= rr~=l B(c, r)上のボレル確率測度 lP'をμの片側無限積
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とする．パラメータの無限列 w= (en)~=l E Q とn€ Nに対して，ランダム合成（または非自励的

合成）を F炉：＝ fenO,,, 0 f,⇔ °ムによって定義する．

この Settingは，以下のような確率過程としても解釈できる． Setting3.1で与えられた確率測度

μを―cだけ平行移動したものを μoとすると，その台は B(O,r)である．その μoにしたがう，複

素数値の独立確率変数列｛％｝芹＝1に対して，確率過程を Zn+i= fc(Zn) + Vn+iによって帰納的に定

めたとき，確率変数 Znは Setting3.1における fenO'''O fc2 O Jc,(zo)と等価である．いずれにし

ても，このランダムカ学系は fcの決定論的自励力学系の「ランダム摂動」であり，半径パラメータ r

はノイズの大きさを記述している．

本設定は一様分布にしたがうランダムカ学系であるが，後述するように分布μよりむしろその台

B(c,r)の方が重要である．

さて，ランダムカ学系に関する結果を決定論の場合と比較しながら紹介したい．

Definition 3.2. Setting 3.1のもと，各 wE Qに対して sample-wiseJulia setまたはランダムジュ

リア集合を Jw=8{Z €C: F炉（z)-I+ oo (n→00)｝によって定義する．

Definition 2.1と比較すれば，上記の定義は決定論的自励力学系の場合の自然な拡張であることが

わかる．また，古典的な場合と同様に， Jw は {F~n)}nEN が同程度連続でない点全体と一致する．

I _ i-: --I _ i-：--I _ i-: -
Re•l p●rt 阪●LO●rt Real part 

図4 三つのサンプルに対して描画した sample-wiseJulia sets （黒い部分の境界）．

Forn①ssとSibonyは微小なノイズが，極めて安定的な力学系をつくることを証明した．

Theorem 3.3 ([4]). Setting 3.1のもと，十分小さい r>Oに対して以下のことが成り立つ．

•パラメータが C f/c 1{のとき，任意の z€ Cに対して， lP'に関してほとんど全ての w € Q に

ついて F炉 (z)→oo(n→oo)となる．

•パラメータが c€1{ のとき，連続関数 Too: <C→[O, 1]が存在して，任意の z€C に対して以

下が成り立っ．

ーボレル集合訊 enが存在して T00(z)= lP'（おz)かつ任意の w€おz に対して Fin) （z） → 
oo (n→oo)となる．

ーボレル集合 cze Qが存在して l-T00(z)= lP'(ltz)かつ任意の w € Cz に対して F~n)(z)

は fcの吸引的周期軌道の近傍に近付く．

すなわち，ランダム軌道 F炉 (z)は確率 T00(z)で無限遠点 00に収束し，確率 l-T00(z)で fcの
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吸引的周期軌道の近傍に近付くのであり，どちらにしても安定的な振る舞いをする．この系として，

ランダムジュリア集合 Jいは lP'に関してほとんど全ての wE 0 についてルベーグ測度 0であること

がわかる．

Forn::BssとSibonyによる結果は，決定論的な力学系では起こりえないランダムカ学系特有の現象

である．というのも， r-=0の場合に確率の関数 TOOを考えると，充填ジュリア集合上で 0, その外

で 1の値をとり，したがって関数 TOOはジュリア集合上で不連続である．この急激な値の変化が，ノ

イズの効果により連続的に「なめさ」れる点がランダムカ学系特有である．

例として c=Oのときを考えてみよう．このとき， Joは z=Oに（超）吸引固定点をもち，その

充填ジュリア集合は図 3右のように閉単位円板である．このとき， 1z|＝ 1ならば lfo(z)I= 1であ

るが，ノイズの効果により 1fC1(z)|＞ 1または lfc1(z)I< 1となることがある． Theorem3.3によ

れば，確率 1で， F炉(z)は CX) に収束するか 0の近傍に収束する．さらに， CX) に収束する確率

TOO(z)は連続である．

園 5は c=Oで T= 0.2のときの確率 TOOを描画したものである．つまり，各初期点 zに対して

100通りのランダム軌道を計算し，絶対値が閾値を超えた個数に応じて着色した．図中の「白さ」が

確率 TOOを表しており，逆に「黒さ」は 0の近傍に収束する確率を表している．（有限時間の計算で

は，閾値を超えず，かつ 0の近くにもないような中間的な軌道も存在する．）色合いが連続的に変化

していることが TOOの連続性を表している．
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図5 パラメータが c=Oかつ r= 0.2のときの， 00に収束する確率 Too,右の図は確率の値を

表記したカラーバー．

Theorem 3.3はノイズが小さい場合であったが，角は多項式写像が作る半群の作用について極小集

合を解析することで， Theorem3.3をrが大きい場合へと拡張した．特に CEHのとき，ある段階
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までは Fornぉss-Sibony型の状況が成り立ち，その後平面内のアトラクタが消滅してほとんど全ての

軌道が無限遠へ発散する．半群の作用と極小集合については後述することにして，拡張された定理と

分岐半径の定義を述べる．

Theorem 3.4 ([11]). Setting 3.1のもと，以下のことが成り立つ．

•パラメータが C rt 1{のとき，任意の,,.> 0と任意の z€ Cに対して， lP'-a.e. w E 0で

F炉(z)→oo(n→oo)となる．

•パラメータが cEH のとき， c に依存する正の数几if(c) ＞0が存在して以下が成り立つ．

(i)半径パラメータが 0<,,.く凡if(c）なら，連続関数 Too:C→[O, 1]が存在して任意の

Z E C に対してランダム軌道 FJn)(z)は確率 T00(z)で無限遠点 ooに収束し，確率

1 -T00(z)で平面アトラクタに収束する．

(ii)半径パラメータが r＞几if(c）なら，任意の z€ Cに対して lP'-a.e.w E 0で Fin)（z）→ 
oo (n→oo)となる．

Definition 3.5.任意の C€ Cに対して， Crt 1{なら応if(c)＝ 0により， cEHなら Theorem3.4 

により分岐半径 7bif(c)を定義する．同じことだが， 7bif(C)は Setting3.1のランダムカ学系が「任

意の zECに対して lP'-a.e.w E 0でFin)(z)→oo(n→oo)となる」ような,,.> 0の下限である．

分岐半径 7bifを具体的に決定することが筆者の目標である．本稿の主結果を述べるにはこの定義

だけで十分ではあるが，さらに一段高い視座から状況を俯廠できるように抽象論を続ける．実際，分

岐半径は半群作用の観点から特徴づけることができ，これにより 7bifが分布μよりむしろその台

B(c,r)で決定されることがわかる．まずは多項式半群を定義しよう．

Definition 3.6.確率測度μの台 B(c,r)が生成する多項式半群 Gc,rとは，

g = fen ° ・ ・ ・ 0 fc2 ° fc,, n EN, c1,..., Cn E B(c, r) 

の形で書かれる多項式 gの集合であり，写像の合成により非可換な積を入れる．

多項式半群のジュリア集合について，以下が成り立つ．

Lemma 3.7.半群 Gc,rについて，そのジュリア集合を

J(Gc,r) = {z EC: Gc,rが zの任意の近傍で同程度連続でない｝

により定義する．このとき， J(Gc,r)= UwE!1 Jwがなりたっ．

上の結果は annealedな対象と quenchedなそれを結びつける結果と言える．証町は，有限生成な

多項式半群に関する [9]と本質的に同じ方法で出来る．

次に，極小集合とその分類について述べる．本稿では多項式の場合を議論するので，無限遠のみの

一点集合 {oo}は自明な極小集合であり，それ以外の平面的な極小集合について考える．

Definition 3.8.空でないコンパクト集合 L'cCが Gc,rの不変集合であるとは， g(L')CL'が任
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意の gE Gc,rに対して成立することをいう．また，不変集合 Lが極小であるとは， Lが不変集合の

集合において包含関係 C に関して極小なものをいう．

空でないコンパクト集合 Le Cが極小であることは，任意の zELに対して LJgEGc,r{g(z)} = L 

となることと同値である．

Definition 3.9.極小集合 Lが吸引的 (attracting)であるとは，ある N E N, a < 1, K > 0が

存在して，任怠の kEN, en E B(c, r) (n = 1,..., kN)，そして Lの近くの初期点 z,Zoに対して

d(f年 No...o fc, (z), f保 No... o fc, (zo)）::;Ka位(z,zo) 

となることをいう．

Theorem 3.10 ([11]）．極小集合 Lは以下の三種類のうちいずれかただ一つである．

• Lは吸引的である．

• Lはジュリア集合 J(Gc,r)と交わる．（J-touchingであるという．）

• Lはジュリア集合 J(Gc,r)と交わらず，ある gE Gc,rの回転的な周期成分と交わる．（Sub-

rotativeであるという．）

Definition 3.11.多項式半群 Gc,rの力学系が平均安定 (meanstable)であるとは，全ての極小集

合が吸引的であることをいう．

Theorem 3.10及び Definition3.11を，それぞれ古典的な文脈における周期成分の分類定理

(Theorem 2.2) 及び双曲性の定義 (Definition2.4) と比較せよ．

なお，古典的な力学系は Gc,Oの力学系に対応するが，この場合は周期軌道や回転的周期成分内の

不変円周が極小集合である．後者は sub-rotativeな極小集合であるが，前者については周期軌道の

multiplierなどによって極小集合としての型が決まる．すなわち，軌道が吸引的なら吸引的，放物的・

Cremer・反発的なら J-touching,Siegelなら sub-rotativeな極小集合である．とくに， Gc,Oは反

発的な周期点を（無限個）もつので平均安定ではない．ここで， Cremerや Siegelといった用語につ

いては [8]を参照せよ．

さて，簡単な観察で次がわかる．

Lemma 3.12. 

台が B(c1,r1) C B(c2五）なら Gc2,r2の極小集合は GC1,r1の極小集合を含む．とくに， Gc,,r1の極

小集合の数は Gc2,r2のそれ以上である．

この補題と Theorem3.3により，次のことがわかる．以下は，角による結果 Theorem3.4を極小

集合により換言したものであり，分岐半径を極小集合により特徴付ける．多項式半群及び極小集合は

確率測度μというよりはその台 B(c,r)から定義されているので，分岐半径加fは台 B(c,r)のみか

ら定まる量である．

Theorem 3.13. Setting 3.1のもと，任意の CE Cに対してノイズがない r=Oのとき， Gc,Oは無
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限個の極小集合をもっ．また，パラメータに応じて以下が成り立つ．

•もし c¢1-l なら，任意の r>O に対して Gc,r は平面内に極小集合を持たない．

•もし c E 1-£ なら，平面的な極小集合が消失するパラメータ几if(c)> 0が存在する．より正確

には， Gc,rはO<rく国(c)でただ一つの吸引的極小集合をもち， r=凡if(C)で吸引的でな

い極小集合 Lbifをもち，そして T> 7bif(C)では平面内に極小集合をもたない．

以上のことから，平均安定なパラメータが開かつ桐密に存在することがわかる．決定論的力学系と

比較するとこれは「双曲的パラメータが開かつ桐密」であることのランダムカ学系的類似である．

Corollary 3.14.各 c€ Cに対して， Gc,rは r=Oと凡if(C)を除いて平均安定である．ただし，

加 f(c)= 0も起こりうる．さらに，｛（c,r) E (C X [0,(X)）： Gc,rは平均安定｝は開かつ桐密である．

4 主結果

本研究は分岐半径凡if の決定を目標とする．現在までに得られている結果を紹介するが，証明

は主にアイデアを述べるにとどめ背景と関連する間題を中心的に議論したい．とくに，パラメータ

C = 0, -1付近での結果をそれぞれ小節 4.1と4.2で述べる．これらのパラメータは Remark2.7で

論じたように，周期が 1,2の超吸引的パラメータである．

まず，任意のパラメータで成り立つ BriickとBiiger,Reitzによる結果 [2,Lemma 2.1]から始め

る．これにより Corollary4.2がしたがい，マンデルブロ集合との関係が現れる．標語的にいうと，

ランダムな分岐は決定論的な分岐の前に起こる．

Lemma 4.1 ([2]）．台が B(c,r)n (C ¥M) =I-0を満たすとする．このとき，任意の zECに対し

てある wE Qが存在して Fln)(z)→ oo(n→ oo)となる．とくに， Gc,rは平面内に極小集合をもた

ず，几if(c)：：：：： rである．

Corollary 4.2.任意の CECに対して応if(c)：：：：： dist(c,8M)である．ここで， dist(c,8M)は点 c

と集合 8Mとのユークリッド距離を表す．

さらに， Lemma3.12から次のことがわかる．

Theorem 4.3.関数として凡if:C → 民 は 1リプシッツ連続である．すなわち，任意の c,c'EC 

に対して I凡if(c)一几if(c'）|：：：：： c-cりとなる．

以上の結果を用いて，パラメータ C= 0, -1付近での結果をそれぞれ小節 4.1と4.2で述べる．

4.1 パラメータ c=O

例えば C= 0に Corollary4.2を適用すると 7bir(O):::; dist(O, 8M) = 1/4を得る．いま，

dist(O, 8M) = 1/4であることは B(O,1/4)が 8MとC= 1/4で交わることからわかるが， C= 1/4 
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は Theorem2.6で述べたカージオイド形の連結成分 D1のカスプに相当する．このパラメータ

C = 1/4は以下の補題の証明でも重要であり，写像 f1/4が z= 1/2に放物的固定点をもつことが鍵

である．次の補題は [2,Theorem 1.6]に依る．

Lemma 4.4 ([2]）．パラメータ c=Oとr= 1/4のとき， lP'('.D)= 1なるポレル集合 '.DC0が存在

して，任意の w€のと z €万1;2 = {z E IC: lzl：：：：： 1/2}に対してその軌道 {F炉(z)€ C: n € N} 

は万1/2内で桐密である．

上の補題により几if(O)を決定でき，それと Theorem4.3とを合わせると正の実数 cに対して分岐

半径が計算できる．

Theorem 4.5.半群 G。,1/4はJ-touchingな極小集合万1/2をもち 7bif(O)= 1/4である．

Corollary 4.6.任意の実数〇：：：：： c ：：：：： 1/4に対して，凡if(c)= 1/4 -C となる．

これは 7bir(c)= dist(c, 8M)が〇：：：：： c ：：：：： 1/4に対して成立することを意味する． Theorem4.5と

Corollary 4.2, 4.6から次の問題が生じる：「任意の C € 1{に対して凡ir(c)= dist(c, 8M)となるだ

ろうか？」答えは否定的である．実際，筆者は凡if(c)= dist(c, 8M)となる cは〇：：：：： c ：：：：： 1/4以外

に知らない．

絶対値が小さい負の実数 c<Oに対して 7bir(c)< dist(c, 8M)となることを示そう．分岐半径に

上からの評価を与えるために有用な補題を準備する．以下の結果により，超吸引的パラメータを含む

ときは臨界点 z=Oの軌道だけで分岐の様子がわかる．

Lemma 4.7.台 B(c,r)が超吸引的パラメータ coを内部に含むと仮定する．つまり， fば(0)= 0 

かつ coE intB(c, r)．もし w€Q が存在して F炉 (0) → oo (n→ oo)ならば， r > rbif(c)である．

Proof．任意の z€ Cに対して， c;_, c;, ・ ・ ・ E B(c, r) をとって f位゜ •..of令°化 (z) → ooとなるこ

とを示せばよい．

•もし Zr/- K(fc0)なら fば(z)→ 00である．

•もし Z E 8K(fc0)なら c;_E B(c, r) が存在して fc~(z) r/-K(fふしたがって fば0fc~ (z)→ 00 

となる．

•もし Z E intK(fc0)なら Theorem2.2の前半より f悶(z)は 0のムによる超吸引的周

期軌道に収束する．ゆえに， n1 ENが存在して Jin1(z)は 0に十分近い．このとき，

F炉(f炉 (z)）→ 00である．

口

LechとZdunikによる結果 [5,Theorem B]より以下がしたがう．

Theorem 4.8. もし B(c,r)っB(O,1/4)かっ B(c,r)ヂB(O,1/4)なら，ほとんど全ての W € O 

に対して F炉(0)→ oo(n→ oo)であり r> rbif(c)である．とくに，＿1/4：：：：： C< 0に対して
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7bif(c) < 1/4 -Cが成り立っ．

ここで，ー1/4さc<Oならば dist(c,oM) = 1/4-cであり，上の定理より 7bif(c)< dist(c, oM) 

である．また， LechとZdunikは B(c,r)っB(O,1/4)かっ B(c,r) -I B(O, 1/4)なら，ほとんど全

ての wE!1に対してランダムジュリア集合は完全不連結であることを示した．これ自体も興味深い

結果である．

4.2 パラメータ c=-1 

上からの精密な評価を与える十分条件を挙げる．

Theorem 4.9.台 B(c,r)が超吸引的パラメータ Coを含むと仮定する．もし c1,c2...,cNE B(c,r) 

が存在して fcN° ・ ・ ・ 0 f c2 ° fc,が放物的固期点をもてば， Tbif(c)さrである．

証明には Lemma4.7を用いる．これより Tbif(-1)を評価できる．

Corollary 4.10.絶対値 1の複素数知＝ e27ri/6を考える．いま

釘＝ーl+p虚， C2= -l+p＜炉，切＝ーl+p＜炉， C4= -l+p＜炉（4.1)

とする． このとき， p= 0.0399…と (P1,P2,Pふ p4)= (1,2,5,4)でJc,0 f c3 ° fc2 ° f c,は放物的固定

点をもつ．したがって， Tbif(-1)さpである．

ここで，写像 fc4° f c3 ° f c2 ° f ci は変数 zに関する次数 16のモニック多項式であり，その放物

的固定点は方程式 fc4° fc3 ° fc2 ° fc, (z) -Z = 0の重解である．よく知られているように，重解を

もっための条件は判別式△が 0となることで特徴づけられる．式 4.1の (P1,P2,p3,pりを固定すれ

ば判別式△は pを変数とする多項式となる． Mathematicaバージョン 12を用いた計算によると，

(P1,P2,Pふp4)= (1, 2, 5, 4)ならば△は整数環にく6を添加した環 Z［切に係数をもつ次数 32の多

項式である．その多項式の根を数値的に求めることにより Tbif(-1)<::'. 0.0399.．．がわかった．

筆者は式 4.1で (P1,P2,Pふp4)E {O, 1,..., 5ドとしたときのが＝ 1296通りを全てコンピュータ

で計算した．それによると，（P1,P2,Pふ四） ＝ （1,2,5,4)を含む 24通りで同じ評価 IPI= 0.0399… 

が得られた．

現時点では Corollary4.10が最良の評価であるが，改良できる可能性はある．式 4.1の (6を

く4= e27ri/4に置き換えたものも検討したが，最も良い評価を与えたのが Corollary4.10内の数値で

あった．今回は長さ 4までの合成 fc.0 fc3 ° f c2 ° fc,を考えたが，一般に多項式 fcn ° ・ ・ ・ 0 f c2 ° f c, 
でも同じ計算ができる．しかしその次数は 2れであり， nに伴って計算量が指数的に増大するため，

上記の方法でより良い評価を探すのはコンピュータを用いても限界がある．

さて， Tbif(-1)を上から評価したが，続いて下からの評価を考える．こちらは比較的簡単である．

Lemma 4.11.パラメータを C= -1とする．半径 6の閉円板瓦＝ ｛z EC: lzlさ6}について，
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fc2゚ ム（翫） C恥が任意の c1,c2 E B(-1,r)について成立するための必要十分条件は

炉＋ 2(1+ r)炉＋ r2+ 3r ≪:: !5 

となることである．

(4.2) 

Corollary 4.12.式 4.2を満たす中で最大の T= T max = 0.0386…が計算できて TmaxさTbifで

ある．

ここで， Tmaxは 6の関数 (V4炉＋48+9-282 -3)/2の [O,Omax]内での最大値である． この最

大値は，多項式 16『 +16炉＋ 32炉— 48 -1の根 o*r:::::: 0.229で達成される．また， OmaxR::: 0.453 

は 84+2炉— 6 の正の実数根である．

Corollary 4.12とCorollary4.10より以下がわかる．

Theorem 4.13.パラメータ C=-1について 0.0386<凡if(-1)< 0.0400である．

Corollary 4.14. 任意の€ € Cに対して 7bif(-1+ E) < 0.0400 + IEIである．

5 まとめ

前節で分岐半径について，とくにパラメータ C= 0, -1の近くでの結果を紹介した．前者の場

合は 7bif(O)= 1/4 = dist(O, oM)であり，一見マンデルブロ集合の境界と関係があるように見え

たしかし， 0≪:'. C ≪:'. 1/4に対して凡if(c)= dist(c, oM)であるものの，ー1/4≪:'. C < 0に対して

7bif(c) < dist(c, oM)であり，必ずしも直接的な関係があるとは言い切れない．また， 7bif(-1)< 0.04 

とdist(-1,oM) = 1/4とを比べると大きな差があり， c=O付近とは状況が異なっている．この原

因は元の力学系の非線形性がノイズを拡大していることに起因すると思われ，ランダムカ学系の観点

から興味深い現象であると筆者は考えている．なお，凡if のリプシッツ連続性から，小さい€ € Cに

対しても凡if(-1+ E) ≪ dist(-1 + E, oM)である．

以上の結果を得るための戦略は，主に臨界点のランダム軌道に注目することであり，とくに（自励

的な意味での）放物的な周期点が分岐の直前に存在する．決定論的な場合と同様に，臨界軌道が力学

系の大局的振る舞いを決定するのに役立つのである．本稿では述べなかったが，臨界点のランダム軌

道はランダムジュリア集合の連結性と密接に関係しており，本研究を応用して連結性を決定すること

は今後の課題である．

さらなる展望としては，以下のような問題が考えられる．まず，凡if(-1)を完全に決定することで

ある． Theorem4.13により誤差 0.0014で計算することはできたが，正確な値を求めたい．そして，

それがどのように力学系的な鼠と関係しているか，代数的な数か，他の数論的な性質はどうか，と

いった問題が考えられる．

他にも，周期が 3以上の超吸引的パラメータではどうなるか，という疑問がある．例えば周期 3の

いわゆる airplaneや Douady(anti-)rabbitのパラメータなどである．本稿の Corollary4.10と同様

の方法で上からの評価を与えることはできるが，周期が高いほど計算量が増大し良い評価を与えるの
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は困難になる．周期 pの超吸引的パラメータ Cpについて，凡if(%）が pについてどのように減少す

るか考察するのは興味深い問題であろう．筆者は自明な評価応if(cp)<::'. dist(cp, 8M)しか知らない

が，位＝ー1の類推から非常に早く減少するのではないかと予想している．

他にも，メインカージオイド D1内もまだまだ未開拓である．負の実数ー1/4<::'. C < Qにおいて

も凡;f(c)< dist(c, 8M)しかわかっておらず，正確な値やもっと良い（上下からの）評価を考えるべ

きである．この評価は例えば， 7bifの最大値を求めるためにも役立つであろう．さらに，本稿では超

吸引的なパラメータが台 B(c,r)に含まれる場合のみを考えたので，そうでない場合は完全に未解決

である．とくに，実軸上で右から c→ -3/4となる場合に凡if(C)はどのように 0に収束するかと

いう問題がある．ここで， C= -3/4は連結成分 D1とD2が境界で交わるパラメータである．他に

も，実数でない場合はさらに困難であるが，例えば cが D1内から周期 3の成分 D3に近付くとき

7bif(C)はどのように 0に収束するかも疑問である．

本稿の趣旨とは異なるが，実力学系に実ノイズが掛かった場合にも同様の問題が考えられ，それ

も非常に重要である．例えば，ロジスティック写像 g入(x)=入x(l-x)について，入を適切な区間

I c [0,4]上の一様分布にしたがって選択したときのランダム軌道 g心゜ ...og入2og入1(xo)とその分

岐は重要な研究対象である．

以上のように幾つもの未解決問題・予想が考えられ，分岐半径の決定に関する今後の発展が望ま

れる．
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