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区分的に凸なランダム写像の不変測度について

井上友喜

愛媛大学大学院理工学研究科

豊川永喜

北見工業大学工学部

概要

本稿では，単位区間上の区分的に凸な写像を確率的に選択して反復するランダム

力学系を考え，ルベーグ測度に絶対連続かつエルゴード的な¢有限不変測度が存在

するための十分条件を与える．また，得られた不変測度がいつ無限測度になるか判定

する条件も与える．主結果の具体例として，中立不動点及び確率的に縮小的な枝を同

時に持つランダム写像を含む．

1 導入

本稿では，ランダムカ学系の特別な場合である区分的に（下に）凸な一次元写像を

ランダムに反復して得られるランダムカ学系に焦点を絞り，それに対する不変測度の

存在について考察する．次の単位区間上の写像は，最も単純な区分的に凸な写像の例

のひとつである：

Tx:= ｛x(1+4x2) x E [O, 1/2]， 

(2x -1)3 x E (1/2, l]. 

上記の写像 Tにおいて，原点が中立不動点，つまり TO=0かつ T'O= 1であり，そ

の点において一様拡大性が崩れている．更に，中立不動点の右の枝による逆像 1/2に
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おける微分係数は， T'l/2= 0と非常に強い縮小性を示す．そのため典型的な初期点

から始まる軌道は，非常に長い時間原点近傍に滞在し，一時的に乱雑に動き，再び原

点近傍に捕らわれる，という意味で間欠性を示す（図 l参照）．本稿では，このような

例を含む写像たちを確率的に選択し，反復合成して得られるランダムカ学系の統計的

性質，特にルベーグ測度に絶対連続な不変測度の存在について考察する．
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図1:Tのグラフ（左）と典型的な初期点xoのTによる軌道（右）

右図では横軸が反復回数N,縦軸が位置 TNXOを表す．

4000 5000 

決定論的な場合（すなわち単一の写像のみを考えている場合）の区間上の区分的に

凸な写像に対する絶対連続な不変確率測度の存在およびエルゴード性より強い統計的

性質である exactnessに関しては [2,6]参照．［3]では同様に決定論において，絶対連

続な不変測度がび—有限な無限測度になる場合を取り扱っている．決定論的な写像で

はない，共通の中立不動点と確率的に縮小的な枝を同時に持つランダム写像について

は，例えば [9]を参照．

2 設定

本節では，数学的な設定を述べる．以下， X= [0, l], 13をX上ボレル集合族とし，

Aを(X,13)上のルベーグ測度とする．写像のパラメータ空間を A,Bとし，それぞれ

可測構造および確率測度 vん VBが備わっているとする．各パラメータ 0/EA,/3E B 

に対し， X上の写像を，

T(l',f3x=「(l'x x E [O, l/2]， 

s/3X XE  (1/2, 1] 
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で与える．ただし， Ta: [O, 1/2]→Xおよび s13:(1/2, 1]→Xはそれぞれ連続かつ非

特異，つまり J(N)= 0のとき ,1,(T贔N)= 0が成立する．更にいくつかの仮定（下記条

件(0)-(3)参照）を満たすとする．まず，ランダムカ学系を考えるため以下の条件(0)を

仮定する．

(0),lに関してほとんどすべての XEXについて， Ta(X)とS13(x)はaEAと/3E lBに

ついてそれぞれ可測

本稿では条件 (0)に加え，｛Ta,/3:a EA,/3E lB}は以下の条件 (1)および (2)（区分的凸

性，図 2参照）を満たすとする：

VAに関してほとんどすべての aEAとvBに関してほとんどすべての/3E lBにつ

いて，

(1) Taと卯は定義域上で Cl級関数かつ卯は区間 [1/2,1]に連続的に拡張可能で，

拡張したものも sf3と表すと， Ta(O)= 0, Ta(l/2) = 1, Sp(l/2) = O; 

(2) T；および s/3は区間 (0,1/2)上および区間 (1/2,1)上でそれぞれ広義単調増加で

あり，咋(0)~ 1, Sp(l/2)~o かつ区間 (0, 1/2)上で右(x)> 1, 区間(1/2,1)上で

Sp(x) > 0. 

注意 1.本稿における区分的に凸なランダム写像は，右(0)= 1または Sp(l/2)= 0で

あることを除外していない．すなわち，本稿で扱われるランダムカ学系は，共通の中

立不動点や臨界点が存在する場合を含む (4節具体例参照）．

本稿のランダムカ学系は条件(0)-(2)の下，以下のように定義される．ランダムカ

学系 {Ta,f3；VA，VJ8: a E A, /3 E lB}を次の推移確率で定まるマルコフ過程とする： Aに関

してほとんどすべての点 xEXおよび任意の AE !Bに対して，

lP'(x,A) = ixlB lA (Ta,f3x)d以 (a)d噸）．

Ta,f3の非特異性から，上記の推移確率はA(N)= 0のとき lP'(x,N)= 0をA閑してほとん

どすべての XEXについて満たす．それ故，ランダムカ学系 {Ta,f3びん咋： aEA, /3 E JB} 

に対応するマルコフ作用素 P:L1(X,A)→L1(X,A)を各fE L1(X,A)およびAE !Bに

対し，

l加＝ L f・ lP'(・,A)d,l (2.1) 

により定義できる．ただし作用素がマルコフ作用素であるとは，任意の非負関数fE

L1(X,,l) に対して Pf~ 0および IIPJIIL'=IIJIIL'を滴たすときにいう．
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(2.1)で定まるマルコフ作用素に対して，本稿における主対象である不変測度の定

義を与える．

定義 1（不変測度）．μがマルコフ作用素Pに対する絶対連続炉有限不変測度であると

は，µが A に絶対連続なぴ—有限測度であり，更に，µのラドン＝ニコディム微分 dµ/d,l

がPの不動点である場合にいう．

注意 2.マルコフ作用素の定義域は L1(X,,l)であったが，マルコフ作用素の正値性か

ら自然にぴ—有限測度の密度関数全体に拡張される．また， A およびB がそれぞれ l 点

集合であるとき (T= Ta,/3とおく），不変測度の定義は従来の定義μoT―1=μ と一致

する．

上記の条件(0)-(2)を濶たす区分的に凸なランダムカ学系に対する， Aに絶対連続

なぴ—有限不変測度を構成するために，以下の技術的な条件 (3) を導入する．そのた

めに必要な記号を定義する．各a=(a1心2,...)E AN に対して， x~ ＝功：＝ 1/2, ま

た，各 nこlに対して x恥：＝ Tは＿IO・・・ 0 T闊(1/2)と定める．つまり，埒は左の枝

Tai, Ta2, ・・・による 1/2 の n-l 回逆像をとったものである．更に各 aEAN と n~l に

対し，籾：＝（埒＋1凶：］と定義すると，これは区間 (0,1/2]の分割を与える．

以下右の枝 S13 による x~ 達の逆像を同様に定義するが， S13 が必ずしも全射とは限

らないため，必要な記号を先に定義する：

定義 2.T/：応 xlB→N U{O}をS13(l)EX菜a,f3）で定まる写像として定義する．

今定義された n を用いて， yna,1 を x~(a,f3)＋n の右の枝知による逆像すなわち各
n~l に対して，

Y1 
a,f3 

= YI := 1, 

忍：＝汀(xr,(a,f3）＋n)

と定める．更に各 n~ lに対して，汀,/3:=（Y:f1,Y:,f3]と定めと，区間 (1/2,1]の分割

を与える．

以下では， v';,をAN上の VAの直積確率測度とする．条件（1)と(2)から， v';,に関

してほとんどすべての a=(a1,a2,...) E ANと心に関してほとんどすべての/3E lBに

対して， Xの分割{x:;，が： n~ l}は次を満たす：各n~ lに対して， Tan,f3埒＝x:ー 19

T叫ゴ＝x;砂＋nかつ Ta,/3げ,f3=（埒(a,f3）＋l'S/3(1)]c X;(a，/3y 

上で定義した記号を用いて，条件 (3)を導入する．
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0.．．埒X：：埒埒 X1 .．． a,/3a,p "a,/3 
y4 沿均 Y1

図2:Ta,fJのグラフの一例．この例では， Taはある共通のバこ一致しており，ま

た， n（a,/3）＝ 1である．

(3)任意の 6>0に対してある NoENが存在して以下の不等式を満たす：

J汎'[+l―l/2

応 18 xf-x~ 
d吹(a)via(f3）＜ 6.

注意 3．咬に関してほとんどすべての aE ANと咋に関してほとんどすべての/JE lB 

に対して， y~-fJ → 1/2 (n→oo)は常に成立するが，条件(3)ではより強い意味での収

束を仮定している．また，条件 (3)の十分条件として，例えば以下の条件が得られる：

Aが有限集合で，更に，ある/JoE lBが存在して sfJo::; sfJがほとんどすべての/JE lB 

で成立するならば，条件 (3)が成立する．

3 主結果

本節では，前節で導入した条件(0)-(3)を満たす区分的に凸なランダム写像に対し，

主結果であるエルゴード的な絶対連続ぴ—有限不変測度の存在について述べる．

定義 3（不変集合，エルゴード性）．集合 EE13がマルコフ作用素 Pに対する不変集合

であるとは， P＊1E=1Eであるときをいう．ただし，ここで P*:L00(X,,l)→L00(X,,i) 

はPの随伴作用素．マルコフ作用素Pが測度μについてエルゴード的であるとは，任

意の不変集合Eがμ(E)= 0またはμ(X¥E) = 0を満たすときにいう．
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本稿の主結果は次の定理である．

定理 3.1.{Ta,f3直直： aEA,/3EE}を条件 (0)-(3)を満たす区分的に凸なランダム写

像とする．このとき， A に絶対連続かつエルゴード的なぴ—有限不変測度µがただ一つ

存在する．更に，μの密度関数は 0の小さい近傍を除外すると，ほとんどいたるとこ

ろで有界である．

証明はマルコフ作用素（ランダム写像）に対する，誘導作用素（ランダム誘導写像）

という手法 ([l,4, 8]参照）を用いる．更に，定理 3.1で得られた不変測度μがいつ無

限測度になるかの判定条件を与える結果も成立する．

系 3.2.{Ta,f3；VA心： aEA,/3EE}を定理 3.1と同様条件 (0)-(3)を満たす区分的に凸

なランダム写像とする．また，ある aoEAが存在して，以({ao})> 0かつ Ta0;;;=: Taが

VAに関してほとんどすべての aEAについて成り立つと仮定する．このとき，定理

3.1で与えられるμは十分大きな nに対して，

心 0)~ LEJa:17(ao,B)<n) (Y:げ＿TJ(ao./3）ーサ）dvia(f3）＋vB {/3 E B: n(a。9/3）;;;::n} 
(/3Ela:TJ(ao./3）＜n) 

が成立する．ただし， ao= (ao, ao, ao, ・ ・ ・) E ANと置いた．

注意 4.系3.2は，不変測度μは外゜9/3が1/2に収束する早さが遅いほど，右端点s/3(1)

の値が0に近い (S/3が縮小的である）ほど無限測度になりやすくなることを主張して

いる．決定論的な単一の変換を考えると nく ooなので，系 3.2の漸近式の第二項は十

分大きな nで消滅する．そのため，系 3.2の漸近式の第二項により不変測度が無限測

度になることは，ランダムカ学系特有の現象と言える．

系3.2内における aoの存在について，以(ao)> 0の条件を満たさない場合につい

ても，類似の不等式評価が成立するが簡単のため省略する．

4 具体例

この節では，定理3.1および系 3.2が適用可能な幾つかの具体例を提示する．最初

の例は，単純な区分的に線形な写像であるが，右の枝を確率的に強い縮小性を持つも

のにすることで，不変測度が無限測度になるランダム写像の例である．
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例 1.この例では，設定にあった Taがパラメータ aに依存しないため， aを省略して

記述する．パラメータ空間 BをNの部分集合とし， B上で確率測度茂が与えられて

いて， P/3:＝咋（船｝）とする．各BEBに対し， Tf3を，

2x XE [Q, 1/2], 

Tf3x = ｛戸(2x-l) X E (l/2, ll 
(4.1) 

により定義する．このとき，条件 (0)-(2)は明らかに満たされており， Xn= 2-nである

ことから， n(f3）＝Bかつ

1 1 
心＝5 + 戸

であることから条件(3)も満たされる．以上から，定理3.1と系 3.2を適用することに

より次を得る：

命題 1.ランダム写像 (4.1)は絶対連続かつエルゴード的な (T-有限不変測度μを持ち，

十分大きな nに対して，

1 
n-1 

μ((2―(n+l),2―nl)~テこ即＋こ即
B=1B凶n

を満たす．

上の命題から，例えば，ある k~2 を用いて 1B = {[kn] : n ~ 1}かつ P[k"l= 2-nで

ある場合，µが無限測度になる必要十分条件は k~2 であることがわかる．

次の例は，共通の中立不動点を持つランダム写像の例である．

例 2.パラメータ空間を，ある 0< ao < a1を固定して， A=[ao,a』, Bを可測空間

とする． VAとvBをそれぞれA,B上の確率測度とし， VA({ao})> 0を満たすとする．

各aEA, fi E 1Bに対し，

Ta,f3x = ｛x(l+ 2T) X E [O, 1/2] 

s/3X XE (1/2, 1]. 

(4.2) 

と定める．ただし，｛S13:/3ElB}は条件 (0)-(3)を満たし，更にある O<y<lが存在

し， essinf/3ElBSp(l/2)> yが成立すると仮定する．このとき，よく知られた [7,10]の

結果から，

ao,f3 1 
yn+l —— ~n 

-1/ao 

2 

と計算でき，定理 3.1と系 3.2を適用することで，次を得る：
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命題 2.ランダム写像 (4.2)は絶対連続かつエルゴード的な <T-有限不変測度μを持ち，

十分大きな nに対して，

μ(x:0) ~ n―1/a。

を満たす．帰結として，µが無限測度となる必要十分条件は a。~ 1である．

次の例は，（4.2)式で定まる上の例と似たランダム写像であるが，不変測度がより

無限測度になりやすい例である．

例3.パラメータ空間Ac(0,+oo)およびlBc (1, +oo）をそれぞれコンパクトな部分集

合とする．また VAおよび vBをAおよび B上の確率測度とし， ao= minAaに対し

以 ({ao})> 0を調たすと仮定する．各aEA, /3 E lBに対し，

Ta,f3x={x(l+ 2aザ） X E [O, 1/2] 

叫X- ½f X E  (1/2, 1] 

と定める．このとき，各a>Oと/3> 1に対し Ta,f3は中立不動点 0を持ち，

の逆像 1/2上での傾きが0である（図 3参照）．

Q ••• X5況X3 x x1 ・・• Y5泊Y3光 Yl 

図3:T,,，/3のグラフ

再び計算により，

a,f3 1 --~ n 
-1/(a/3) 

yn+1 2 

であるから以下を得る：

(4.3) 

更に，そ
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命題 3.ランダム写像(4.3)は絶対連続かつエルゴード的な <T-有限不変測度μを持ち，

十分大きな nに対して，

心 0)~ l n―1/(ao/3）dVR(J3) 
B 

を満たす．

上の命題の帰結として，咋 {/3El8: a0/3~ l} > 0のときμは無限測度であり，また，

ao < 1/maxR/3のときμは有限測度ということがわかる．

最後の例は，例3と似ているが， 1/2が平坦な点となっているため，不変測度が常

に無限測度になってしまう例である．

例4.パラメータ空間Ac(0, +oo)およびlBc [1, +oo)をコンパクト部分集合とし， VA

および店をそれぞれのパラメータ空間上の確率測度とする．各aEA,/3E lBに対し，

x(l + 2％ク） X E[0, 1/2] 

Ta,fJx=｛exp(2/3 -（X-l/2)―/3) x E (l/2, 1] 
(4.4) 

と定める．このとき， Ta,13は1/2における任意の階数の微分係数が0となる．前の例

と同様にして，

a,f3 1 
yn+1―"i ""(logn) 

-1//3 

であることから次を得る：

命題 4. ランダム写像 (4.4) は絶対連続かつエルゴード的なぴ—有限不変測度µを持ち，

十分大きな nに対して，

μ(符)""l(logn)―1//3 d疇）
B 

を満たす．すなわち， A，B,VAJBの選択に依らず，μは常に無限測度となる．
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