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記号の説明 

  記号   意味   単位  

 𝐀 or ሾ𝐴ሿ 切削力係数行列 1 

 ሾ𝐴଴ሿ 切削力係数行列の直流成分 1 

 𝑎 エンドミル加工における軸方向切込み深さ，または m 

  突切り加工における切削幅 

 𝑎୪୧୫ 安定限界切込み深さ m 

 𝑎୪୧୫୅ 𝑓୬௫ ൐ 𝑓୬௬ の動特性バランスで求められる安定限界 m 

  切込み深さ 

 𝑎୪୧୫୆ 𝑓୬௫ ൏ 𝑓୬௬ の動特性バランスで求められる安定限界 m 

  切込み深さ 

 𝑎୪୧୫௫，𝑎୪୧୫௬ ሾ𝐴଴ሿ のダイレクト項のみを考慮して求められる m 

  X 方向（エンドミル工具の送り方向に直交する工具 

  半径方向）および Y 方向（エンドミル工具の送り 

  方向）の安定限界切込み深さ 

 𝑎଴ 特性方程式の係数 m2/N2 

 𝑎ଵ 特性方程式の係数 m/N 

 𝐂 切削加工システムにおける機械システムの減衰行列 N/(m/s) 

 𝑐௫，𝑐𝑦 X 方向および Y 方向の等価減衰 N/(m/s) 

 𝐷 工具直径 m 

 𝐅୮ୢ プロセスダンピング力ベクトル N 

 𝐹୰ 切削力の背分力成分 N 

 𝐅ୱ 時間周期性を含む静的切削力ベクトル N 

 𝐹୲ 切削力の主分力成分 N 

 𝐹௫，𝐹𝑦 切削力の X 方向成分および Y 方向成分 N 

 𝑓୬ 固有振動数 Hz 

 𝑓୬௫，𝑓n𝑦 X 方向および Y 方向の固有振動数 Hz 

 ሾ𝐺ሿ 切削加工システムにおける機械システムの動特性， m/N 

  工具－工作物間のループコンプライアンス 

 𝐺௫௫，𝐺𝑦𝑦 X 方向および Y 方向のダイレクトコンプライアンス m/N 

 𝐺௫௬ Y 方向入力－X 方向変位のクロスコンプライアンス m/N 

 𝐺௬௫ X 方向入力－Y 方向変位のクロスコンプライアンス m/N 

 𝑗 切れ刃番号 1 

 𝐊 切削加工システムにおける機械システムの剛性行列 N/m 

 𝐾୲ 主分力方向の比切削抵抗 Pa 
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  記号   意味   単位  

 𝑘 モード次数 1 

 𝑘ୡ௫௫ X 方向変位の変動によって付加される X 方向の切削 N/m 

  剛性 

 𝑘ୡ௫௬ X 方向変位の変動によって付加される Y 方向の切削 N/m 

  剛性 

 𝑘ୡ௬௫ Y 方向変位の変動によって付加される X 方向の切削 N/m 

  剛性 

 𝑘ୡ௬௬ Y 方向変位の変動によって付加される Y 方向の切削 N/m 

  剛性 

 𝑘୫ 波数 1 

 𝑘୰ 分力比（主分力に対する背分力の比） 1 

 𝑘௫，𝑘𝑦 X 方向および Y 方向の等価剛性 N/m 

 𝐌 切削加工システムにおける機械システムの質量行列 kg 

 𝑚௫，𝑚𝑦 X 方向および Y 方向の等価質量 kg 

 𝑁 エンドミル工具の刃数 1 

 𝑛 主軸回転速度 min−1 

 𝑅ୢ 半径方向切込み深さ m 

 𝐫 変位ベクトル m 

 𝑇 切れ刃通過周期 s 

 𝑋，𝑌 X 方向変位および Y 方向変位のラプラス変換 m 

 𝑋௞，𝑌௞ 𝑘 次の X 方向固有モードおよび Y 方向固有モード m 

 𝑥 X 方向の変位（X 方向の工具－工作物間の相対変位） m 

 𝑦 Y 方向の変位（Y 方向の工具－工作物間の相対変位） m 

 𝛼௫௫ X 方向の切取り厚さの変動成分によって生じる X 方向 1 

  の切削力の変動成分を求めるための切削力係数 

 𝛼௫௬ Y 方向の切取り厚さの変動成分によって生じる X 方向 1 

  の切削力の変動成分を求めるための切削力係数 

 𝛼௬௫ X 方向の切取り厚さの変動成分によって生じる Y 方向 1 

  の切削力の変動成分を求めるための切削力係数 

 𝛼௬௬ Y 方向の切取り厚さの変動成分によって生じる Y 方向 1 

  の切削力の変動成分を求めるための切削力係数 

 𝛼଴௫௫ 𝛼௫௫ の直流成分 1 

 𝛼଴௫௬ 𝛼௫௬ の直流成分 1 

 𝛼଴௬௫ 𝛼௬௫ の直流成分 1 

 𝛼଴௬௬ 𝛼௬௬ の直流成分 1 
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  記号   意味   単位  

 𝛽௫ X 方向の固有角振動数に対する自励振動の角振動数の 1 

  比 

 𝛽௬ Y 方向の固有角振動数に対する自励振動の角振動数の 1 

  比 

 𝛾ଵ ሾ𝐴଴ሿ のクロス項のみを考慮した特性方程式より求め 1 

  られる 𝛬 の根号内の実部 

 𝛾ଶ ሾ𝐴଴ሿ のクロス項のみを考慮した特性方程式より求め 1 

  られる 𝛬 の根号内の虚部 

 𝜀 位相差（現在の刃の相対変位の位相と一刃前の相対 rad 

  変位の位相との差） 

 𝜀௫，𝜀௬ ሾ𝐴଴ሿ のダイレクト項のみを考慮して求められる rad 

  X 方向および Y 方向の位相差 

 𝜁௫，𝜁𝑦 X 方向および Y 方向の減衰比 1 

 𝜃 切れ刃の回転角度 rad 

 𝜃௝ 𝑗 番目の切れ刃の回転角度 rad 

 𝜃ୱ୲ 切れ刃の切削開始角度 rad 

 𝜃ୣ୶ 切れ刃の切削終了角度 rad 

 𝛬 特性方程式の解 N/m 

 𝛬ୖ，𝛬I 特性方程式の解の実部および虚部 N/m 

 𝛬ୖ௫，𝛬୍௫ 𝛬௫ の実部および虚部 N/m 

 𝛬ୖ௬，𝛬୍௬ 𝛬௬ の実部および虚部 N/m 

 𝛬௫，𝛬௬ ሾ𝐴଴ሿ のダイレクト項のみを考慮した特性方程式の解 N/m 

  𝜉 安定性向上率 1 

 𝜎 正の微小な実数 1 

 𝜏 遅延時間 s 

 𝜔 角振動数 rad/s 

 𝜔ୡ 自励振動の角振動数 rad/s 

 𝜔୬ 固有角振動数 rad/s 

 𝜔୬௞ 𝑘 次の固有角振動数 rad/s 

 𝜔୬௫，𝜔୬௬ X 方向および Y 方向の固有角振動数 rad/s 

 ∆𝐹௫，∆𝐹௬ X 方向および Y 方向の切削力の変動成分 N 

 ∆𝑥，∆𝑦 X 方向および Y 方向の切取り厚さの変動成分 m 
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 緒言 

金属加工および切削加工（広義の切削加工）の歴史は古く，その起源はいずれも先史時

代にまで遡る．また工作機械もその端緒を古代エジプト時代の壁画に見ることができ，長

い歴史をもつ．以来人類は自らの生存活動のため，そしてそれをより豊かなものにするた

めに，さまざまな器具を金属加工や切削加工によって作り出して利用するとともに，器具

を作るための器具である工作機械を発展させてきた．今日においても，工作機械を使用し

た金属切削加工（狭義の切削加工．以下では，切削加工とはこの狭義の切削加工を指す）

は，工業製品の生産加工に広く用いられている基本的かつ有用な加工法である． 

生産加工における普遍的な課題は“良いものを早く安く”生産することである．このう

ちの“早く”を切削加工において実現するための基本的なアプローチが高速・高能率での

加工である．しかし，その背反として切削加工で生じる問題の１つに，切削加工中に発生

する切削工具（以下，工具）と工作物との間の相対的な振動が挙げられる．この加工中の

振動は“びびり”あるいは“びびり振動”とも呼ばれ，仕上げ面性状の悪化（図 1.1），工

具の異常損耗，機械構造の損傷などを引き起こし，生産能率を低下させる[1]．したがって

加工中の振動は重要な問題であり国内外において古くから研究されている[2-3]． 

加工中の振動は，その発生メカニズムによって強制振動と自励振動に大別され，さらに

強制振動は力外乱型と変位外乱型の 2 つに，自励振動は主に再生型とモードカップリング

型の 2 つに分類される[4-5]． 

切削加工で生じる力外乱型の強制振動は，切削力の変動によって引き起こされる振動で

あり，切削力が変動する原因としては切削の断続性や切取り厚さの変動などが挙げられ

る．また変位外乱型の強制振動は，モータのコギングや液圧ポンプの脈動などに起因する

変位外乱による振動である． 

切削加工で生じる自励振動はそれぞれ独立したエネルギー源をもち，異なる原理によっ

て発生する[4]．再生型の自励振動は再生びびりとも呼ばれ，再生効果によって引き起こさ

れる．再生効果とは，前回切削時に振動のため切り残した仕上げ面の起伏が，次回に同じ

Fig.1.1  Chattered surface 

Chatter marks 
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位置を切削するときの切削力へ変動を与える現象であり，実用的な切削加工法のほぼすべ

てに存在する[5]．またモードカップリング型の自励振動は，2 方向の固有モードが近い固

有振動数をもつ場合にそれらが連成して自励振動を発生させる作用（以下，モードカップ

リング効果）に起因するもので，主に回転工具を用いる切削加工法で問題となり得る[6]．

このモードカップリング型の自励振動は単にモードカップリングとも呼ばれる．なお切削

加工で発生する自励振動の種類としては，再生型とモードカップリング型のほかに摩擦型

の自励振動もあるが，一般に摩擦型自励振動のエネルギーは再生型やモードカップリング

型と比較して小さく，実用上問題となりにくいため，本研究では取り扱わないこととす

る．摩擦型自励振動はスティックスリップ現象と同様のメカニズムによって切れ刃の進行

方向に発生する自励振動である． 

これら加工中の振動の発生メカニズムには，切削加工システム（切削加工系）の動特性

が大きく影響する[7]．本研究において切削加工システムとは，図 1.2 に示すように，工具

と工作物が相対的に振動しながら切削加工をおこなうことで工具－工作物間に切削力など

の力が生じる過程である切削加工プロセスと，力が加わることで工具－工作物間に相対的

な振動を生じさせる機械システム，および機械システムで発生した振動を切削加工プロセ

スへ戻すフィードバックループとで構成される振動系全体を指すものと定義する．また動

特性とは，機械的コンプライアンスの周波数応答特性を指すものとする．よって本研究に

おいて切削加工システムの動特性とは，実質的には切削加工システムにおける機械システ

ムの動特性を指し，工作機械や加工セットアップによって定まる機械的特性としての工具

－工作物間のループコンプライアンスを意味するものと定義する．図 1.3(a)に示す工作機

械を例にすれば，切削によって工具－工作物間に生じる力は，同図(b)に示すように機械内

部を流れる[8]．この力の流れ上に存在する工作機械，工具，工具ホルダ，工作物，工作物

固定用治具などより構成される一連の機械構造物を機械システムと呼び，機械システムに

よって決まる工具と工作物との相対的な動コンプライアンスを本研究では切削加工システ

ムの動特性，あるいは機械システムの動特性と呼ぶ．そのため切削剛性[9]やプロセスダン

ピング[10]などの“切削による剛性や減衰の付与”は，本研究で取り扱う切削加工システ

ムの動特性とは区別される．

 
Fig.1.2  Definition of cutting system 
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この切削加工システムの動特性には，工作機械や加工セットアップの構造によって異方

性があることが多い．切削加工システムの動特性に異方性がある状態とは，具体的には工

具－工作物間の 2 次元あるいは 3 次元のループコンプライアンスにおいて，ダイレクトコ

ンプライアンスの主要な固有モードの大きさや固有振動数が一致しない状態を指す．また

クロスコンプライアンスは通常の機械構造ではダイレクトコンプライアンスより相対的に

小さく，無視できることも多いが，このクロスコンプライアンスを大きくすることも動特

性へ異方性を与えることに含む．機械構造の動特性の異方性と振動現象との関係に着目し

た研究は，さまざまな機械構造を対象として行われており[11-12]，近年では切削加工の分

野においても切削加工システムの動特性の異方性に注目したさまざまな研究が行われてい

る[13-19]．しかし，加工中の振動を低減するために，切削加工システムの動特性は異方性

をもつほうが良いのか，また異方性をもつほうが良いならばどのような“バランス”をと

ることが望ましいのかについての知見は断片的にしか知られていない[20-21]． 

そこで本研究では，この切削加工システムの動特性のバランス（以下，動特性バラン

ス）に着目し，切削加工において加工中の振動を低減できる動特性バランスを明らかにし

て，加工精度・加工能率を向上可能な動特性バランスの設計指針を提示する．また，動特

性バランスによる振動安定性の向上を，実際の生産加工へ適用する方法についても提案す

る．切削加工法としては，2 次元のエンドミル加工を対象とする． 

本論文の構成は以下のとおりである．第 2 章では，加工中の振動の定義，加工中の振動

と動特性バランスとの関係，および工作機械の設計・製造プロセスにおける動特性の設計

の現状を整理し課題を考察する．第 3 章では，エンドミル加工システムの動特性の異方性

が振動安定性へ与える影響を，時間応答シミュレーションにより調査し，切削実験でその

Fig.1.3  Schematics of machine tool and force flow 
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傾向を検証する．第 4 章では，エンドミル加工システムにおいて加工安定性を向上できる

動特性バランスを，ゼロ次近似法にもとづいて理論的に導出する．第 5 章では，切削力係

数行列のダイレクト項とクロス項，および機械システムのクロスコンプライアンスがエン

ドミル加工の振動安定性に及ぼす影響についてそれぞれ考察する．そして，切削加工シス

テムの動特性がとるべきバランスについての設計指針を提示する．第 6 章では，動特性を

所望のバランスへ調整する方法を提案して効果を実証する．第 7 章は以上をまとめた本論

文の結言である． 
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 動特性バランスの設計の現状と課題 

2.1 緒論 

本章では，加工中の振動の定義，加工中の振動と切削加工システムの動特性バランスとの

関係，および工作機械の設計・製造プロセスにおける動特性の設計の現状について整理し，

動特性バランスの設計の課題を考察する．本章の構成は以下のとおりである．2.2 節では，

本研究で取り扱う加工中の振動の定義を示し，加工中の振動と動特性バランスとの関係に

おいて解明されている部分と未解明な部分について述べる．2.3 節では，動特性バランスの

設計に必要となる加工中の振動の解析方法について述べる．2.4 節では，工作機械の設計・

製造プロセスにおける動特性の設計の現状について述べる．2.5 節では，工作機械や加工セ

ットアップの設計段階で動特性バランスを作り込むための課題について述べる．2.6 節は本

章の結論である． 

2.2 加工中の振動と動特性バランスとの関係 

はじめに，本研究で取り扱う加工中の振動の範囲と，基礎式および基礎モデルを示す．切

削加工で発生する加工中の振動は，その発生メカニズムによって強制振動と自励振動に大

別され，さらに強制振動は力外乱型と変位外乱型の 2 つに，自励振動は主に再生型とモード

カップリング型の 2 つに分類される[4-5]．このうち変位外乱型の強制振動については，使用

する工作機械の仕様や調整状態，あるいは設置環境などに起因する個別の問題であるため，

本研究では取り扱わないこととする．つまり本研究では，力外乱型の強制振動，再生型の自

励振動，およびモードカップリング型の自励振動を取り扱う．以下では強制振動とは力外乱

型の強制振動を指すものとする．加工中の振動は，数学的には，次式に示す時間依存係数を

もつ遅延微分方程式として記述される[22]． 

 

𝐌𝐫ሷሺ𝑡ሻ ൅ 𝐂𝐫ሶሺ𝑡ሻ ൅ 𝐊𝐫ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐅ୱሺ𝑡ሻ ൅ 𝐾୲𝑎𝐀ሺ𝑡ሻሾ𝐫ሺ𝑡ሻ െ 𝐫ሺ𝑡 െ 𝜏ሻሿ ൅ 𝐅୮ୢ൫𝑡,  𝐫ሶሺ𝑡ሻ൯ (2.1) 

 

ここで，式(2.1)左辺の 𝐌，𝐂，𝐊 はそれぞれ切削加工システムにおける機械システムの質量，

減衰，剛性行列，𝐫ሺ𝑡ሻ は直交座標系における変位ベクトルをあらわす．また右辺第 1 項の 

𝐅ୱሺ𝑡ሻ は時間周期性を含む静的切削力，第 2 項は再生効果に関連する動的切削力であり 𝐾୲ 

は主分力方向の比切削抵抗，𝑎  は切削幅または切込み深さ，𝐀ሺ𝑡ሻ  は切削力係数行列[6]，𝜏 

は遅延時間，第 3 項の 𝐅୮ୢሺ𝑡ሻ はプロセスダンピング力をあらわす．式(2.1)において強制振

動は 𝐅ୱሺ𝑡ሻ によって考慮され，再生型の自励振動は右辺第 2 項によって考慮される．また

モードカップリング型の自励振動は左辺の 𝐂  や 𝐊  の非対角項（クロス項）が非ゼロであ

ること，および右辺第 2 項の 𝐀ሺ𝑡ሻ のクロス項によって考慮される．式(2.1)ではそのほかに，

切削の断続性が非常に強い場合に顕在化する係数励振の作用や，主に低切削速度時におい

て切れ刃のすくい面と工作物が接触・衝突して運動エネルギーが消散することにより自励
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振動の成長が抑制されるプロセスダンピング効果も考慮されているが，選択する切削加工

法やその加工条件によっては係数励振の作用の影響やプロセスダンピング効果は小さくな

り無視できることも多い．式(2.1)で記述される切削加工システムは，図 2.1 のように複数の

フィードバックループをもつブロック線図であらわされる．動特性バランスは，式(2.1)，お

よび図 2.1 であらわされる切削加工システムモデルにもとづいて設計する． 

 

 

 

続いて，加工中の振動と動特性バランスとの関係について述べる．“加工中の振動を低減

するために切削加工システムの動特性がとるべきバランス”についての従来の知見を表 2.1

に示す．強制振動，再生型自励振動，およびモードカップリング型自励振動の 3 種類の振動

を低減するために，ダイレクトコンプライアンスは等方性と異方性のいずれが望ましいか，

およびクロスコンプライアンスはどのように影響するかをそれぞれ示している． 

まず，ダイレクトコンプライアンスの等方性と異方性について述べる．強制振動の低減に

は一般的にダイレクトコンプライアンスは等方性が望ましいといえる．コンプライアンス

の大きさに異方性があれば，それぞれの位置の仕上げ面性状に差が生じ，また固有振動数に

異方性があれば，共振を回避可能な回転速度の選択が困難となるためである．一方でモード

カップリング型の自励振動の影響を回避するには，固有振動数に異方性を与えて 2 方向の

固有モード間の連成を阻害することが効果的であり[23]，実験でも証明されている[24]．た

だし，固有振動数に異方性を与える上で，大小関係をどうすべきかについての指針は示され

ていない．このように強制振動とモードカップリング型の自励振動に関しては，相反するも

のの，それぞれの低減のためにダイレクトコンプライアンスは等方性と異方性のいずれと

すべきかについての知見が得られている．これに対し，再生型自励振動について，あるいは

再生型とモードカップリング型の 2 つの自励振動が同時に発生する場合について，ダイレ

クトコンプライアンスは等方性と異方性のいずれが望ましいかは明らかにされていない．

Fig.2.1  Block diagram of cutting system represented by Eq. (2.1) 
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例えば Honeycutt と Schmitz[25]は 2 次元エンドミル加工の振動安定性について，動特性が等

方性である場合と弱い異方性（送りに直交する工具半径方向の固有振動数を送り方向より

10%小さくする）の場合とを比較し，異方性を与えることで振動挙動がより複雑になること

を示したが，振動安定性が向上するか否かについては考察していない． 

次に，クロスコンプライアンスの影響について述べる．加工プロセスが 2 次元切削に近似

される突切り加工やボーリング加工の再生型自励振動の安定性は，主に背分力方向のダイ

レクトコンプライアンスと切削力の背分力方向成分（つまり背分力方向の 1 次元）で定式化

されるが，クロスコンプライアンスが大きい場合には切削力の主分力方向成分によって背

分力方向へ生じる振動変位が加工安定性へ及ぼす影響を無視できなくなる．そのため，この

ような場合ではクロスコンプライアンスも考慮することによって安定限界の解析精度を向

上できる[13-14]．そしてこの考え方にもとづいてクロスコンプライアンスを適切に設計す

ることで，背分力方向のダイレクトコンプライアンスに起因する再生型自励振動を抑制で

きる[17]．また，強制振動も同様に低減できる[17]．しかし，モードカップリング型の自励

振動や，加工プロセスが 2 方向以上の相対振動が振動安定性へ影響するエンドミル加工な

どの切削加工法である場合に関しては，強制振動および再生型自励振動を低減するために

クロスコンプライアンスがどうあるべきかについては明らかにされていない． 

以上のように，エンドミル加工では，加工中の振動を低減するために切削加工システムの

動特性がとるべきバランスは明らかにされていない． 

 

Table 2.1  Conventional knowledge about specifications of dynamics balance 

Type of vibration 
Should direct compliance be 

isotropic or anisotropic? 
Effect of cross compliance 

Forced vibration Isotropic 

Vibration can be suppressed by 

proper design (in orthogonal 

cutting) [17] 

Self-excited 

vibration 

Regenerative 

chatter 
Not clarified 

Vibration can be suppressed by 

proper design (in orthogonal 

cutting) [17] 

Mode 

coupling 
Anisotropic [23-24] Not clarified 

 

2.3 加工中の振動の解析方法 

加工中の振動を低減できる動特性バランスを明らかにしていくためには，式(2.1)の遅延微

分方程式を解いて，加工中の発生する強制振動の大きさや自励振動の安定限界を求める必

要がある．その解析手法は，大きく周波数領域法と時間領域法の 2 つに分類される．2 次元
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切削の加工システムで発生する再生型自励振動の安定性を周波数領域で求める解析理論は

1960 年代に確立された[4, 26-27]．1990 年代にはエンドミル加工の振動安定性を周波数領域

で求めるための代表的な解析手法である“ゼロ次近似法”が開発されている[28-29]．これら

の周波数領域法は解析解を求める演算手法であり，高速演算が可能である．周波数領域法に

は，これらの理論解析手法のほかに，多周波数法[30-31]などの数値解析手法がある．ゼロ次

近似法では考慮できない係数励振作用に起因する安定ローブの追加も，多周波数法では求

めることができる[32]．また時間領域法についても初期値時間領域法[33-34]や半離散化法

[35-36]など数多くの解析法が提案されている．近年ではコンピュータの処理能力の向上に

ともない，周波数領域法より計算量の多い時間領域法も利用しやすくなっており，

MATLAB® / Simulink®などの数値解析ソフトウェアを利用できれば時間応答シミュレーシ

ョンの構築も容易となっている． 

2.4 工作機械の設計・製造プロセスにおける動特性の設計の現状 

図 2.2 に，工作機械の設計・製造プロセスの現状を示す．工作機械では，工具と工作物と

の相対位置関係を高精度に保証する必要がある．そのため，外力や熱負荷に対する変形量や，

コラムやテーブル，主軸頭の移動にともなう変形量を小さく抑えること，すなわち剛性設計

が基本的な設計要件となる．また同時に位置決め精度や真直度などの運動精度も必要であ

り，この剛性と運動精度が工作機械の主な設計要件となっている．これらに工作機械の設置

面積，加工可能な工作物の最大サイズ，各社の保有技術，製造コストなどのさまざまな制約

条件を勘案して工作機械は設計される．工作機械の設計の良否判断は，かつては製作した試

作機での性能評価試験によっていたが，近年ではコンピュータの処理能力の向上や CAD と

CAE の機能統合などにより，試作前の机上評価が可能となってきている．ただし剛性設計

の机上評価の現状としては，静剛性や熱変形などの静的な変形特性を評価するに留まって

おり，動的な変形特性の良否判断はおこなわれていない．つまり工作機械の設計要件には動

特性は含まれていない．またそのため，動特性は検査項目にも含まれていない．しかし出荷

前に実施する加工試験において加工中の振動が顕著に発生し，顧客から提示されたサンプ

ル工作物を顧客の要求する精度で加工できないという事態が生じることにより，動特性の

不足が明らかとなる場合がある．このとき，生産技術者の知見・経験や，2.3 節で述べた加

工中の振動の解析結果にもとづいて加工条件や治具などの変更が試みられ，それでも要求

精度を満足できなければ，工作機械本体の設計見直しという大きな手戻りにつながるリス

クがある． 
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2.5 動特性バランスの設計の課題 

図 2.3 に，加工中の振動による損失を低減する観点での理想的な工作機械の設計・製造プ

ロセスを示す．工作機械の設計要件へ動特性も含めることにより，設計段階において動特性

バランスを作り込む．そして製作・組立後には動特性が設計どおりのバランスとなっている

かを検査して，基準を満たしていなければ動特性バランスを調整する．任意の工作物につい

ての加工セットアップも同様であり，動特性バランスも考慮して設計し，実物の動特性バラ

ンスが基準を満たしていなければ調整する． 

設計要件へ動特性を追加するには，動特性バランスの設計指針が必要となる．この設計指

針を示すためには，加工中の振動を低減するために動特性がとるべきバランスの解明が課

題となる． 

Fig.2.2  Overview of the conventional design and manufacturing process of machine tools 
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また，工作機械や加工セットアップができ上がったあとで動特性バランスを調整する手

段も必要となる．そのためには特定の方向へのみ動特性を変化させる方法が求められる． 

 

 

  

Fig.2.3  Ideal design and manufacturing process of machine tools 
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2.6 結論 

本章では，加工中の振動の定義，加工中の振動と切削加工システムの動特性バランスとの

関係，および工作機械の設計・製造プロセスにおける動特性の設計の現状について整理し，

動特性バランスの設計の課題について考察した．以下に本章で得られた結論を示す． 

 

1) 切削加工システムの動特性のバランスが振動安定性へ影響を及ぼすメカニズムに

ついては，切削加工システムモデルが 1 次元で定式化される突切り加工などの切

削加工法では研究例があるが，2 次元以上で定式化されるエンドミル加工などでは

明らかにされていない．特に，ダイレクトコンプライアンスのバランスが再生型自

励振動へ与える影響や，クロスコンプライアンスがモードカップリング型自励振

動へ与える影響についての知見が得られていない． 

 

2) 従来の工作機械設計では，静剛性や熱変形などの静的な変形特性が評価指標とな

っており，動的な振動特性にもとづく良否判断はおこなわれていない． 

 

3) 工作機械の設計段階において動特性を作り込むためには動特性バランスの設計指

針が必要であり，それを示すには加工中の振動を低減するために動特性がとるべ

きバランスの解明が課題となる． 

 

4) 加工中の振動を低減するために動特性がとるべきバランスを実用していく上では，

動特性バランスが基準を満たさない場合の調整手段が必要であり，特定の方向へ

のみ動特性を変化させる方法が求められる． 
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 切削加工システムの動特性の異方性が振動安定性へ及ぼす影響の基礎調査 

3.1 緒論 

切削加工中に発生する工具－工作物間の相対的な振動の回避抑制は，工作機械を使用し

た切削加工における重要な課題の 1 つであり，その発生メカニズムには切削加工システム

の動特性が深く関わっている．この切削加工システムの動特性には，工作機械や加工セット

アップの構造によって異方性があることが多く，むしろ完全に等方性な動特性は現実的に

は皆無と考えられる．近年では切削加工システムの動特性の異方性に注目したさまざまな

研究が行われている[13-19]．この中では例えば，固定工具の動特性のクロス項を大きくする

ことにより，ダイレクト項の応答振動をクロス項の応答振動で相殺して振動を低減する方

法[13-14]，回転工具の剛性が異方性をもつ場合の振動安定性を，回転座標系で定式化した伝

達関数にもとづいて解析する方法[15]などが提案されている． 

しかし 2.2 節で述べたとおり，2 方向以上の相対振動が振動安定性へ影響するエンドミル

加工などの切削加工法について，加工中の振動低減のために切削加工システムの動特性が 3

次元的にとるべきバランスは明らかにされていない．そこで本章では，切削加工において加

工中の振動を低減できる適切な動特性バランスの解明と，それによる加工精度，加工能率の

向上に向けた第一段階として，2 次元のエンドミル加工を対象とし，切削加工システムの動

特性の異方性が振動安定性へ与える影響を調査する． 

本章の構成は以下のとおりである．3.2 節では，切削加工中に発生する工具－工作物間の

相対振動を解析するための，2 次元エンドミル加工の時間応答シミュレーションモデルを構

築する．3.3 節では，構築した時間応答シミュレーションを用いて，動特性の異方性が加工

中の振動振幅へ与える影響を調査する．3.4 節では，動特性の中でも静剛性のバランスに着

目し，送り方向と送りに直交する工具半径方向における静剛性のバランスが振動振幅へ与

える影響について調査する．3.5 節では，切削実験により，静剛性のバランスが振動振幅へ

与える影響についての仮説の妥当性を検証する．3.6 節では，静剛性のバランスが振動振幅

へ与える影響についてそのメカニズムを考察する．3.7 節は以上をまとめた本章の結論であ

る． 
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3.2 時間応答シミュレーション 

本節では，切削加工中に発生する工具－工作物間の相対振動を解析するための，時間応答

シミュレーションの構築について述べる．切削モデルには，切れ刃通過周期ごとの切削およ

びその断続性による強制振動と，再生効果およびモードカップリング効果による自励振動

を同時に考慮可能なエンドミルの側面加工を想定する． 

3.2.1 エンドミル加工の切削モデル 

エンドミル加工の切削モデルを図 3.1 に示す．エンドミル加工は多次元の加工であり，本

研究では送り方向を Y 方向，送りに直交する工具半径方向（以下，半径方向）を X 方向と

して 2 次元の振動モードを考慮する．また工具回転方向は反時計回りとする．図 3.1 中にお

いて 𝑘௫，𝑘௬ はエンドミル加工システムにおける機械システムの X 方向および Y 方向の静

剛性（等価剛性）を，𝑐௫，𝑐௬ は同じく機械システムの X 方向および Y 方向の減衰係数（等

価減衰）をあらわし，𝐹୲，𝐹୰ は切削中に工具－工作物の接触面に生じる切削力の主分力およ

び背分力をあらわす．また 𝑗  番目の切れ刃が工作物と接触しているときに，工具－工作物

の接触面と工具の回転中心を結ぶ直線と X 軸がなす角度を 𝜃௝  とする．X 軸の正方向が 

𝜃௝ ൌ 0 となる．なお，一般に 2 次元エンドミル加工モデルは，図 3.1(b)に示すように送り方

向を X 方向，半径方向を Y 方向，工具回転方向を時計回りとし，Y 軸の正方向を 𝜃௝ ൌ 0 と

してあらわされる[37]．すなわち，特殊な左手座標系で定義される．このように定義するこ

とで，アップカット/ダウンカットの切削力計算に都合がよく，かつ実際にエンドミル加工

Fig.3.1  Schematics of cutting model for end milling 

(a) This study (b) Conventional 
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を目視観察する状況と一致させられるという利点がある．しかし 3 次元の物理的振動・空間

運動を考える場合に標準的に用いられる右手座標系とは一致していないことより，例えば

エンドミル加工の振動安定性解析と工作機械の 3 次元 FEM モデルとの統合を想定すると，

統合後の解析モデルには左手座標系と右手座標系が混在することになるため解析条件の設

定ミスや解析結果の誤解が懸念される．このような観点より本研究では 2 次元エンドミル

加工の切削モデルを右手座標系で定義する． 

切削中に生じる切削力の X 方向成分および Y 方向成分を 𝐹௫，𝐹௬ であらわし，X 方向お

よび Y 方向の工具－工作物間の相対変位を 𝑥，𝑦 であらわすと，次の関係が成り立つ． 

 

𝑚௫𝑥ሷሺ𝑡ሻ ൅ 𝑐௫𝑥ሶሺ𝑡ሻ ൅ 𝑘௫𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐹௫ሺ𝑡ሻ (3.1) 

𝑚௬𝑦ሷሺ𝑡ሻ ൅ 𝑐௬𝑦ሶ ሺ𝑡ሻ ൅ 𝑘௬𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐹௬ሺ𝑡ሻ (3.2) 

 

ここで 𝑚௫，𝑚௬ は機械システムの X 方向および Y 方向の等価質量である． 

また，X 方向および Y 方向の切取り厚さの変動成分 ∆𝑥，∆𝑦 は，現在の工具－工作物間

の相対変位と一刃前の工具－工作物間の相対変位の差によって決まり，次式によってあら

わされる． 

 

Δ𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑥ሺ𝑡ሻ െ 𝑥ሺ𝑡 െ 𝑇ሻ (3.3) 

Δ𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑦ሺ𝑡ሻ െ 𝑦ሺ𝑡 െ 𝑇ሻ (3.4) 

 

ここで 𝑇  は 𝑗 െ 1  番目の切れ刃が通過してから 𝑗  番目の切れ刃が通過するまでの時間，

いわゆる切れ刃通過周期であり，次式であらわされる． 

 

𝑇 ൌ
60
𝑛𝑁

 (3.5) 

 

ただし 𝑛 は主軸回転速度，𝑁 は工具の刃数をあらわす． 

このとき，X 方向および Y 方向の切削力の変動成分 ∆𝐹௫，∆𝐹௬ と，∆𝑥，∆𝑦 との関係は，

以下のように導かれる． 

 

൤
𝛥𝐹௫ሺ𝑡ሻ
𝛥𝐹௬ሺ𝑡ሻ

൨ ൌ
1
2
𝑎𝐾୲ሾ𝐴ሺ𝑡ሻሿ ൤

𝛥𝑥ሺ𝑡ሻ
𝛥𝑦ሺ𝑡ሻ

൨ (3.6) 
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ሾ𝐴ሺ𝑡ሻሿ ൌ ቂ
𝛼௫௫ 𝛼௫௬
𝛼௬௫ 𝛼௬௬ቃ 

𝛼௫௫ ൌ෍ ൣsin 2𝜃௝ െ 𝑘୰൫1 ൅ cos 2𝜃௝൯൧
ேିଵ

௝ୀ଴
𝑔൫𝜃௝൯ 

𝛼௫௬ ൌ෍ ൣ൫1 െ cos 2𝜃௝൯ െ 𝑘୰ sin 2𝜃௝൧
ேିଵ

௝ୀ଴
𝑔൫𝜃௝൯ 

𝛼௬௫ ൌ෍ െൣ൫1 ൅ cos 2𝜃௝൯ ൅ 𝑘୰ sin 2𝜃௝൧
ேିଵ

௝ୀ଴
𝑔൫𝜃௝൯ 

𝛼௬௬ ൌ෍ െൣsin 2𝜃௝ ൅ 𝑘୰൫1 െ cos 2𝜃௝൯൧
ேିଵ

௝ୀ଴
𝑔൫𝜃௝൯ 

(3.7) 

 

ただし，𝑔൫𝜃௝൯ は 𝑗 番目の切れ刃が切削に関与するか否かを区別するステップ関数であり，

切削中は 1，空転中は 0 となる．また，𝑎 は軸方向切込み深さ，𝐾୲ は主分力方向の比切削

抵抗，ሾ𝐴ሺ𝑡ሻሿ は切削力係数行列[6]，𝑘୰ は主分力に対する背分力の比（以下，分力比）をあ

らわす．本研究ではエッジフォースは無視できるものとし，また本章では刃のねじれ角は

0°であるものとする． 

3.2.2 シミュレーションモデル 

3.2.1 項の切削モデルにもとづいて作成したエンドミル加工システムのシミュレーション

モデルのブロック線図を図 3.2 に示す．図 3.2 中の ሾ𝐺ሺ𝑠ሻሿ は次式であらわされる機械シス

テムの動特性，すなわち工具－工作物間のループコンプライアンスである． 

 

ሾ𝐺ሺ𝑠ሻሿ ൌ ቈ
𝐺௫௫ሺ𝑠ሻ 𝐺௫௬ሺ𝑠ሻ
𝐺௬௫ሺ𝑠ሻ 𝐺௬௬ሺ𝑠ሻ

቉ (3.8) 

 

ただし，一般的な機械構造ではクロスコンプライアンス 𝐺௬௫ሺ𝑠ሻ，𝐺௫௬ሺ𝑠ሻ はダイレクトコン

プライアンス 𝐺௫௫ሺ𝑠ሻ，𝐺௬௬ሺ𝑠ሻ に対して小さいことより，本章ではクロスコンプライアンス 

𝐺௬௫ሺ𝑠ሻ，𝐺௫௬ሺ𝑠ሻ  は無視できるものと仮定する．よって実際に時間応答シミュレーションへ

与える ሾ𝐺ሺ𝑠ሻሿ は次式となる． 

 

ሾ𝐺ሺ𝑠ሻሿ ൌ ൤
𝐺௫௫ሺ𝑠ሻ 0

0 𝐺௬௬ሺ𝑠ሻ
൨ 

𝐺௫௫ሺ𝑠ሻ ൌ
1

𝑚௫𝑠ଶ ൅ 𝑐௫𝑠 ൅ 𝑘௫
 

𝐺௬௬ሺ𝑠ሻ ൌ
1

𝑚௬𝑠ଶ ൅ 𝑐௬𝑠 ൅ 𝑘௬
 

(3.9) 
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3.3 各方向の動特性と振動振幅との関係 

本節では，機械システムの動特性の異方性が加工中の振動振幅へ与える影響を調査する．

具体的には，3.2 節の時間応答シミュレーションにより，X 方向または Y 方向のいずれかの

減衰係数または静剛性を変化させて振動振幅を求め比較評価する．以下では，まずシミュレ

ーション方法を説明し，続いて調査結果を示す． 

3.3.1 シミュレーション方法 

本節のシミュレーションに用いた動特性パラメータの基準値を表 3.1 に，想定した加工条

件を表 3.2 に示す． 

シミュレーションは以下の手順でおこなう．まず，ある動特性条件 𝑚௫，𝑚௬，𝑐௫，𝑐௬，𝑘௫，

𝑘௬ を設定する．続いて表 3.2 の条件で時間応答シミュレーションを実行して，振動振幅を

求める．その結果を，後述するカラーマップであらわし，同じく後述する不安定条件数を算

出する．以上の手順を 1 セットとし，以後動特性条件を変化させて繰り返す． 

 

Table 3.1  Reference values of modal parameters 

Direction X Y 

Mass  kg 10 10 

Damping  Ns/m 300 300 

Stiffness  N/µm 10 10 

 

Fig.3.2  Block diagram of end milling system for stability analysis 
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Table 3.2  Cutting model parameters 

Immersion angle  rad 0 – 𝜋 3⁄  (Up-cut) 

Number of teeth 2 

Feed per tooth  mm/tooth 0.05 

Axial depth of cut  mm 1 – 10 (Step : 1) 

Spindle speed  min−1 1000 – 5000 (Step : 100) 

Tangential specific cutting force  MPa 1500 

Force ratio 0.3 

 

3.3.2 減衰係数を変化させたときの振動振幅 

表 3.1 の動特性条件に対し Y 方向の減衰係数 𝑐௬ のみを変化させて振動振幅を解析した．

この条件は Y 方向の減衰比 𝜁௬ ൌ 𝑐௬ ൫2ඥ𝑚௬𝑘௬൯⁄  のみを変化させることに等しい．X 方向振

動振幅のカラーマップを図 3.3，Y 方向振動振幅のカラーマップを図 3.4 に示す．カラーマ

ップの横軸は主軸回転速度，縦軸は軸方向切込み深さであり，振動振幅の大きさを色であら

わす．カラーマップでは，任意に設定する上限値以上の振動振幅となった条件がカラーバー

の上端の色であらわされる．その数を不安定条件数と呼ぶものとし，振動安定性の評価指標

とする．不安定条件数はカラーマップ上へ白抜き数字で示す．本節では振動振幅の上限値を

Fig.3.3  Simulated vibration amplitude in X direction at 𝑘௫ = 𝑘௬ = 10 N/µm, 𝑐௫ = 300 Ns/m 

(Numbers in white: Number of unstable conditions) 
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3 mm とした．それにより，本節で用いる動特性パラメータの範囲と加工条件では，カラー

マップ上の色の分布が安定限界線図（安定ローブ図）に近い形を示す． 

図 3.3，図 3.4 より，𝑐௬ を増大させると X 方向および Y 方向のいずれについても不安定

条件数は減少した．すなわち，減衰係数を増大させた方向だけでなく，その直交方向の振動

安定性も向上することが確認された．また 𝑐௬ を変化させても固有振動数は変化せず，その

ため再生型の自励振動が生じにくい主軸回転速度である共振回転速度も変化しないので，

横軸方向の安定不安定の分布は同様である．以上の傾向は X 方向の減衰係数 𝑐௫ のみを変

化させた場合にも同様に見られた． 

直交方向の振動安定性も向上する理由は，以下のように考える．Y 方向の減衰係数 𝑐௬ を

例にとれば，𝑐௬ の増大によりまず Y 方向の振動振幅が減少する．それによって Y 方向の切

取り厚さの変動が減少し，切取り厚さ全体の変動も減少する．その結果切削力の変動が減少

する．したがって Y 方向のみならず X 方向の分力も減少するため，X 方向の振動振幅も減

少するものと考えられる． 

以上より減衰係数については，X 方向と Y 方向の減衰係数のバランスと振動安定性との

間に特徴的な関係は見出されなかったが，ある方向の減衰性を向上すれば，その方向だけで

なく直交方向の振動安定性も向上できる可能性が示された． 

  

Fig.3.4  Simulated vibration amplitude in Y direction at 𝑘௫ = 𝑘௬ = 10 N/µm, 𝑐௫ = 300 Ns/m 

(Numbers in white: Number of unstable conditions) 
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3.3.3 静剛性を変化させたときの振動振幅 

表 3.1 の動特性条件に対し Y 方向の静剛性 𝑘௬ のみを変化させて振動振幅を解析した．

静剛性の影響を評価する場合，一般には減衰係数も同時に変化させ，減衰比を一定とするこ

とが多い．しかし本研究では減衰係数を一定として静剛性のみを変化させているため，減衰

比は相応に変化している点に注意が必要である．X 方向振動振幅のカラーマップを図 3.5，

Y 方向振動振幅のカラーマップを図 3.6 に示す．等方性条件の図 3.5(c)，図 3.6(c)はそれぞれ

図 3.3(b)，図 3.4(b)と同条件である．図 3.5，図 3.6 より，𝑘௬ を増大させると X 方向および

Y 方向のいずれの不安定条件数もおおむね減少するが，図 3.5(a)(b)に示す 4 N/µm から 7 

N/µm へ増大させたときの X 方向のように，不安定条件数が増大する場合もあるとわかっ

た．𝑘௬ を変化させると Y 方向の固有振動数が変化し，X 方向と Y 方向とで異なる共振回

転速度をもつことから，横軸方向の安定不安定の分布も変化する．以上の傾向は X 方向の

静剛性 𝑘௫ のみを変化させた場合にも同様に見られた． 

 

Fig.3.5  Simulated vibration amplitude in X direction at 𝑘௫ = 10 N/µm, 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m 

(Numbers in white: Number of unstable conditions) 
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さらに特徴的な結果として，𝑘௫ または 𝑘௬ を 10%だけ変化させて 11 N/µm としたときの

X 方向の振動振幅を図 3.7 に示す．𝑘௫ を 11 N/µm とした条件と，𝑘௬ を 11 N/µm とした条

件とでは不安定条件数が大きく異なった．Y 方向の振動振幅も同様の傾向を示した．この結

果より 𝑘௫  と 𝑘௬  には振動抑制に適した組み合わせ，および避けるべき組み合わせが存在

するものと推測できる． 

 

 

  

Fig.3.6  Simulated vibration amplitude in Y direction at 𝑘௫ = 10 N/µm, 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m 

(Numbers in white: Number of unstable conditions) 

Fig.3.7  Simulated vibration amplitude in X direction at 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m 

(Numbers in white: Number of unstable conditions) 
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3.4 静剛性のバランスの調査 

3.3.3項で述べたとおり，X方向およびY方向の静剛性には振動抑制に適した組み合わせ，

および避けるべき組み合わせが存在するものと推測される．そこで本節では，時間応答シミ

ュレーションにより X 方向および Y 方向の静剛性のバランスと振動安定性との関係を俯瞰

的に評価する．この調査に用いた動特性パラメータを表 3.3 に示す．加工条件は表 3.2 と同

条件とし，振動振幅の上限値は 50 µm とする．𝑘௫ と 𝑘௬ をそれぞれ 10～50 N/µm の範囲（5 

N/µm 刻み）で変化させて時間応答シミュレーションを実行し，不安定条件数を求めて，そ

の不安定条件数をマップ表示する． 

シミュレーション結果を図 3.8 に示す．横軸は 𝑘௫，縦軸は 𝑘௬であり，X 方向の振動振幅

で求めた不安定条件数を色であらわしている．図 3.8 より 𝑘௫ ൌ 𝑘௬ の等方性条件に対し，

𝑘௬ ൌ 𝑘௫ ൅ 5 N/µm の条件では不安定条件数が減少し，𝑘௬ ൌ 𝑘௫ െ 5 N/µm の条件では不安定

条件数が増加する傾向があるとわかる．すなわち送り方向の静剛性が半径方向より 10%程

度大きくなる条件では振動安定性が向上し，また 10%程度小さくなる条件では振動安定性

が低下する．この傾向は，Y 方向の振動でも同様に見られた． 

すなわち，ここまでの時間応答シミュレーションより，次の仮説が得られた． 

仮説 A： エンドミル加工において，機械システムの静剛性には振動抑制に適した組み合わ

せ，および避けるべき組み合わせが存在する．特に本章で想定する加工条件では，

送り方向の静剛性が半径方向より 10%程度大きくなる条件では振動安定性が向上

し，また 10%程度小さくなる条件では振動安定性が低下する． 

 

Table 3.3  Modal parameters 

Direction X Y 

Mass  kg 3 3 

Damping  Ns/m 300 300 

Stiffness  N/µm 10 – 50 (Step : 5) 10 – 50 (Step : 5) 

 
Fig.3.8  Colormap of number of unstable conditions 
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3.5 理論解析の検証と実験結果 

3.4 節で示した仮説 A を切削実験により検証する．具体的には，送り方向と半径方向とで

静剛性が異なる実験セットアップにおいてエンドミル加工を実施し，振動振幅を比較する． 

3.5.1 実験方法 

切削実験では，静剛性の異方性を工作物側で与えることとし，図 3.9 に示す工作物固定治

具を使用した．治具の材質は S50C で，支柱部の断面寸法は縦横の厚さが異なっており，静

的な曲げ剛性に差を生じさせる．また支柱部のモード質量の差の影響を相対的に小さくす

るため，おもり部を設けた． 

次に実験のセットアップを図 3.10 に示す．図 3.10 中の UVW 方向は，実験に使用した立

形マシニングセンタの送り方向 XYZ と対応しており，図 3.1 の切削モデルの座標系 XY と

は必ずしも一致しないため，区別した．治具は低剛性方向が U 方向，高剛性方向が V 方向

となる姿勢で立形マシニングセンタのテーブル上へ固定し，図 3.11 に示す工作物（被削材）

を治具のおもり部の上面へボルトで固定する．工作物は長辺が U 方向または V 方向を向く

ように固定でき，長辺を加工する．図 3.10 は V 方向送りの加工，すなわち送り方向が高剛

性となる場合のセットアップを示している．工作物には U 方向および V 方向にそれぞれ圧

電型の加速度計（感度：10 mV/(m/s2)）を取り付け，加工中の振動を測定する．サンプリン

グ周波数は 40 kHz とする．工具には超硬合金製，Cr 系複合多層コーティングのスクエアエ

ンドミルを用いる．主な加工条件を表 3.4 に示す．なお，使用した工具のねじれ角は 30°で

あり 3.2.1 項で定義したモデルとは異なるが，今回の加工条件では切削力の変動におけるね

じれ角の影響が小さく，問題ないと考える． 

 

  
Fig.3.9  Jig Fig.3.10  Experimental setup Fig.3.11  Workpiece 
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Table 3.4  Cutting conditions 

Tool diameter  mm 10 

Number of teeth 2 

Milling direction Up-cut 

Axial depth of cut  mm 1.7 

Radial depth of cut  mm 2.5 

Spindle speed  min−1 1420 

Feed per tooth  mm/tooth 0.05 

 

3.5.2 動特性測定結果 

インパルス加振法と静剛性測定によって求めた，工作物位置における実験セットアップ

のモーダルパラメータを表 3.5 に示す．等価質量は固有振動数と静剛性から求め，減衰係数

は動コンプライアンス，等価質量，静剛性から同定した．高剛性方向の静剛性は低剛性方向

に対し約 8%大きくなった．減衰係数の差は工作物固定治具の方向に依存するものではなく，

テーブルの固有特性である． 

 

Table 3.5  Modal parameters identified from measurement 

Direction U (Low stiffness) V (High stiffness) 

Mass  kg 1.84 1.87 

Damping  Ns/m 54.0 117 

Stiffness  N/µm 13.0 14.1 

Natural frequency  Hz 423 437 

Damping ratio 0.00553 0.0114 

 

3.5.3 切削実験結果 

加工中の工作物の加速度の測定結果を図 3.12 および図 3.13 に示す．図 3.12 は送り方向の

静剛性が半径方向より小さくなる U 方向送り加工時の加速度で，振幅は最大で 1000 m/s2 程

度であった．またパワースペクトルの最大ピークの周波数は 421 Hz であり，切れ刃通過周

波数の整数倍と一致しないため，U 方向送り加工では自励振動が発生したと考えられる．一

方，図 3.13 に示す，送り方向の静剛性が半径方向より大きくなる V 方向送り加工時の加速

度は振幅が最大で 200 m/s2程度であり，U 方向送り加工時より小さかった．またパワースペ

クトルの最大ピークの周波数は 426 Hz であり，切れ刃通過周波数の 9 倍と一致することか

ら V 方向送り加工で発生した振動は主に強制振動と考えられ，U 方向送り加工より振動安
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定性が高いことが示された．すなわち，加工システムの安定不安定に関して，時間応答シミ

ュレーションと切削実験の結果は合致しており，3.4 節の仮説 A と矛盾しない． 

 

 

 

3.6 考察 

本節では，3.4 節および 3.5 節で述べた静剛性のバランスが振動振幅へ与える影響につい

て，そのメカニズムを考察する． 

3.6.1 静剛性のバランスの詳細調査 

はじめに時間応答シミュレーションにおいて静剛性のバランスが振動振幅へ与える影響

のメカニズムを考える．3.4 節で述べたとおり 𝑘௬ ൌ 𝑘௫ േ 5 N/µm の動特性条件において振

動安定性が向上または低下することより，表 3.6 に示す 2 条件を例として詳細に調査する．

各条件での X 方向振動振幅のカラーマップを図 3.14 に示す．条件 1 では軸方向切込み深さ

が 5 mm を上回ると不安定条件が多くなるとわかる． 

図 3.14 のような差異が生じる原因を明らかにするため，次に図 3.15 で条件 1 と条件 2 の

時間応答波形を比較する．図 3.15 は X 方向変位の時間応答波形であり，条件 1 の最大振幅

は条件 2 の約 2 倍となっている．また右側の拡大図では現在の変位を太線で，一刃前の変

位を細線であらわしている．条件 2 では現在の変位と一刃前の変位の位相が一致するのに

Fig.3.12  Measured workpiece acceleration during U feed cutting 

Fig.3.13  Measured workpiece acceleration during V feed cutting 



 

25 
 

対し，条件 1 では位相に差があり，またこの位相差は一定でない．振動の位相差は切取り厚

さの変動を増大させるため，条件 1 は条件 2 より振動振幅が大きくなるものと考えられる．

また位相差が変化する理由については，加工中に振動の周波数が変化している可能性が考

えられる． 

 

Table 3.6  Modal parameters 

Condition Condition 1 Condition 2 

Stability Unstable Stable 

Direction X Y X Y 

Mass  kg 3 3 

Damping  Ns/m 300 300 

Stiffness  N/µm 35 30 30 35 

Natural frequency  Hz 544 503 503 544 

Damping ratio 0.0146 0.0158 0.0158 0.0146 

 

 

 

そこで図 3.15 の時間応答波形について振動の周波数の時間変化を調査した．条件 1 と条

件 2 における振動の周波数の時間変化を図 3.16 に示す．周波数は，変位の時間応答波形の

ピークから次のピークまでの時間を読み取り，その逆数をとる方法で算出した．条件 2 では

周波数が規則的に変化しているのに対し，条件 1 では不規則に変化していることがわかる．

図 3.16(a)(b)の右側の拡大図では，黄色の領域は切削中，すなわち刃が工作物に干渉してい

る時間をあらわし，白色の領域は空転中をあらわす．条件 1 は振動振幅が大きく，刃が空転

する時間が存在するため，黄色の領域が断続的となっている．また，表 3.4 に示した各方向

の固有振動数を実線で示す．条件 1 では切削中に X 方向と Y 方向の周波数が近づく方向へ

変化しているとわかった． 

以上より，条件 1 では切削中に固有振動数が近づいてモードカップリングの影響が大き

Fig.3.14  Simulated vibration amplitude in X direction 

(Numbers in white: Number of unstable conditions) 
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くなり，そのため振動振幅が大きくなると推測される．次項でこの点を考察する． 

 

 
 

 

Fig.3.15  Simulated vibration in X direction at 𝑛 = 3000 min−1, 𝑎 = 6 mm. 

Fig.3.16  Variation of vibration frequency 
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3.6.2 固有振動数の変化に関する考察 

3.2.1 項の式(3.6)は，切取り厚さの変動に比例した切削力が発生することをあらわしてい

る．よって，エンドミル加工においては，切削中に剛性が並列に付加されているとみなすこ

とができる．この考え方は切削剛性と呼ばれる[9]．式(3.6)を次のように変形してエンドミル

加工の切削剛性を定義する． 

 

൤
𝛥𝐹௫ሺ𝑡ሻ
𝛥𝐹௬ሺ𝑡ሻ

൨ ൌ െ ൤
𝑘ୡ௫௫ 𝑘ୡ௬௫
𝑘ୡ௫௬ 𝑘ୡ௬௬

൨ ൤
𝛥𝑥ሺ𝑡ሻ
𝛥𝑦ሺ𝑡ሻ

൨ (3.10) 

 

ただし，𝑘ୡ௫௫，𝑘ୡ௫௬ は X 方向の変位の変動によって付加される X 方向および Y 方向の切削

剛性をあらわし，𝑘ୡ௬௫，𝑘ୡ௬௬ は Y 方向の変位の変動によって付加される X 方向および Y 方

向の切削剛性をあらわす．式(3.10)の切削剛性を式(3.1)，式(3.2)に加え，減衰項は無視でき

るものとすると，次のように切削剛性を考慮した運動方程式が得られる． 

 

𝐌൤
𝑥ሷ
𝑦ሷ ൨ ൅ 𝐊 ቂ

𝑥
𝑦ቃ ൌ 0 (3.11) 

𝐌 ൌ ൤
𝑚௫ 0
0 𝑚௬

൨ (3.12) 

𝐊 ൌ ൤
𝑘௫ ൅ 𝑘ୡ௫௫ 𝑘ୡ௬௫
𝑘ୡ௫௬ 𝑘௬ ൅ 𝑘ୡ௬௬

൨ (3.13) 

 

式(3.11)をラプラス変換すると，次式が得られる． 

 

𝐊 ቂ𝑋
𝑌
ቃ ൌ 𝜔୬ଶ𝐌 ቂ𝑋

𝑌
ቃ (3.14) 

 

ただし，𝜔୬ は固有角振動数をあらわす． 

式(3.14)から，𝑘 次の固有角振動数 𝜔୬௞ および固有モード 𝑋௞，𝑌௞ を求めることは，行列 

𝐌，𝐊 についての一般化固有値問題に帰着できる．固有値解析の結果を図 3.17 に示す．横

軸は 𝑗 番目の切れ刃の回転角度，縦軸は固有振動数である．角度 0 rad より切削が開始さ

れ，𝜋 3⁄  rad において切削が終了する．条件 2 では，切削中，空転中を通じて，X 方向と Y

方向の固有振動数が離れているのに対し，条件 1 では切削開始から X 方向と Y 方向の固有

振動数が近づく方向へ変化しているとわかる．この結果は，図 3.16 に示した時間応答波形

から求めた周波数の変化とも整合する．したがって，次の仮説が考えられる． 

仮説 B： 静剛性に異方性を与えることで振動安定性が低下する条件では，切削中にモード

カップリングの影響が大きくなることにより，振動振幅が大きくなる． 
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3.6.3 実験データの詳細分析および考察 

続いて，切削実験で測定した実加工中の振動について周波数の変化を分析する．まず，送

り方向の静剛性および固有振動数が半径方向より大きい“安定条件”について，図 3.13(a)に

示す加速度から振動の周波数を求める．図 3.18 は図 3.13(a)の拡大図である．微小な振動が

重畳されている部分を実切削時間（工具刃先と工作物が干渉している時間）と推定し，切削

中か空転中かを判別する．周波数は 3.6.1 項と同様に，振動 1 周期の時間を読み取り，その

逆数をとる方法で同定する．このときカットオフ周波数 1 kHz のローパスフィルタ処理を

施してピークを特定する．また今回の加工条件では，1 回の切削中に約 3 周期の振動が発生

するため，図 3.18 に示すように a から d の 4 区間でそれぞれ周波数を同定する．10 回の切

削中振動より周波数を同定し，その平均値を評価する． 

 

 

 

表 3.7 に安定条件の切削中振動の周波数同定結果を示す．表 3.7 には固有振動数の実測値

および時間応答シミュレーションにおける周波数も合わせて示し，それぞれの送り方向と

半径方向との差も併記する．また図 3.19 には固有値解析の結果を示す．実験，時間応答シ

ミュレーション，固有値解析のいずれにおいても，切削中の周波数は常に送り方向が大きく

Fig.3.17  Variation of natural frequency in cutting process 

Fig.3.18  Frequency identification 
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なっている点では一致している．ただし，実験では切削開始直後に送り方向の周波数が減少

する点，時間応答シミュレーションでは切削開始直後から周波数が離れている点，および c

の区間で一度近づく点など，固有値解析とは異なる傾向も見られる． 

 

Table 3.7  Frequency comparison at stable condition 

 Feed  

Direction 

Radial  

direction 

Difference in 

frequency 

Natural frequency of jig  Hz 436.5 422.6 13.9 

Frequency in  

experimental result 

Hz 

a 427.1 424.4 2.7 

b 430.9 422.7 8.2 

c 437.6 417.0 20.6 

d 454.8 427.9 26.8 

Frequency in time  

domain simulation 

Hz 

a 436.0 420.6 15.4 

b 439.4 424.1 15.3 

c 432.7 421.8 10.9 

d 440.4 424.1 16.3 

 

 

 

続いて，送り方向の静剛性および固有振動数が半径方向より小さい“不安定条件”につい

て，加工中振動の周波数同定結果を表 3.8，固有値解析の結果を図 3.20 に示す．実験では切

削開始直後の a の区間で 2 方向の周波数が近づき，その大小関係は固有振動数に対して逆

転している．また，その後の区間では周波数の差は拡大している．2 方向の周波数が切削中

に交差する点は固有値解析と合致するが，2 方向の周波数は一致せず乖離しているため，モ

ードカップリングが発生しているとは明言できない．また時間応答シミュレーションにつ

いては，2 方向の周波数が切削中に交差することはなく，固有値解析および実験とは矛盾す

る結果となった．ただし，10 回の平均をとる前の d の区間の周波数には，送り方向が大き

Fig.3.19  Variation of natural frequency at stable condition 
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くなる場合も含まれており，一概に矛盾するともいえない． 

 

Table 3.8  Frequency comparison at unstable condition 

 Feed  

Direction 

Radial  

direction 

Difference in 

frequency 

Natural frequency of jig  Hz 422.6 436.5 −13.9 

Frequency in  

experimental result 

Hz 

a 428.2 425.9 2.3 

b 437.9 390.7 47.2 

c 442.6 369.9 72.7 

d 444.8 401.6 43.2 

Frequency in time  

domain simulation 

Hz 

a 422.7 442.6 −19.9 

b 422.5 431.2 −8.7 

c 423.0 440.8 −17.8 

d 421.4 434.0 −12.6 

 

 

 

実験で 2 方向の周波数が一致しない理由としては，ピーク間の時間から周波数を同定す

る方法の非同時性の問題が考えられる．また，時間応答シミュレーションが固有値解析およ

び実験とは一致しない理由としては，再生効果の影響が推測される．今回の時間応答シミュ

レーションでは，減衰係数の振幅依存性を考慮できていないため，再生効果が実験よりも強

く影響する． 

以上の考察によって，切削剛性の作用による切削加工システムの固有振動数の変化が，剛

性バランスと振動振幅の関係に影響を与えている可能性が示された． 

 

Fig.3.20  Variation of natural frequency at unstable condition 
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3.7 結論 

本章では，2 次元エンドミル加工を対象として，切削加工システムにおける機械システム

の動特性の異方性が振動安定性へ与える影響を時間応答シミュレーションおよび切削実験

により調査した．以下に本章で得られた結論を示す． 

 

1) ある方向の振動振幅を低減したい場合，必ずしも同じ方向の減衰係数を増大させ

る必要はない． 

 

2) 静剛性には振動抑制に適した組み合わせ，および避けるべき組み合わせが存在す

る． 

 

3) 切削実験により，送り方向の静剛性が半径方向より 10%程度小さい条件に対し 10%

程度大きい条件では振動振幅が小さくなる傾向（仮説 A）を検証できた． 

 

4) 静剛性のバランスが振動振幅へ影響を与えるメカニズムには，切削加工システム

の固有振動数の変化が関係している可能性があり，その固有振動数の変化は切削

剛性を考慮することで説明付けられる． 

 

5) 運動方程式と切削モデルから導出した一般化固有値問題を解いた結果において不

安定条件では切削中に X 方向と Y 方向の固有振動数が近づいたこと，および切削

実験において不安定条件では切削中に振動の周波数の交差が確認されたことなど

は，モードカップリングの影響が大きくなることにより振動振幅が増大するとの

仮説（仮説 B）を支持するが，切削実験において確認された周波数の乖離などは仮

説 B と矛盾しており，仮説 B を全面的に支持する結果は得られなかった． 
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 振動安定性を向上可能な動特性バランスの理論検討 

4.1 緒論 

第 3 章では 2 次元のエンドミル加工を対象として時間応答シミュレーションを構築し，

切削関与角 𝜋 3⁄  rad のアップカット，分力比 0.3 などの限られた想定条件のもとでエンド

ミル加工システムにおける機械システムの動特性の異方性が振動安定性へ与える影響を調

査した．その結果，安定性が向上する剛性バランスの存在が明らかになり，切削実験でその

傾向を検証した．ただし，剛性バランスが振動振幅へ影響を与えるメカニズムについては立

証できなかった．そこで本章では，エンドミル加工システムにおいて加工中の振動を低減で

きる機械システムの動特性のバランスについて，より広範な想定条件のもとで調査する． 

本章の構成は以下のとおりである．4.2 節では，エンドミル加工システムにおいて安定限

界切込み深さを向上できる機械システムの動特性バランスを求めるための，切削モデル，加

工システムモデルおよび安定限界切込み深さの計算手法について述べる．4.3 節では，加工

安定性を向上できる動特性バランスを理論的に導出する．4.4 節では，求めたバランスから，

加工安定性を向上させるための動特性の設計について述べる．4.5 節では，動特性バランス

についての考察の妥当性を切削実験によって検証する．4.6 節は以上をまとめた本章の結論

である． 

4.2 シミュレーションモデル 

本節では，エンドミル加工システムにおいて安定限界切込み深さを向上できる機械シス

テムの動特性バランスを求めるための，切削モデル，加工システムモデルおよび安定限界切

込み深さの計算手法について述べる． 

4.2.1 エンドミル加工の切削モデルおよび加工システムモデル 

本章でも切削加工法は 2 次元のエンドミル加工を想定することとし，その切削モデル，お

よび加工システムモデルはそれぞれ 3.2.1 項，3.2.2 項と同じとする．3.2.1 項で述べたとお

り，エッジフォースは無視できるものとし，また 3.2.2 項と同じ考え方にもとづき，クロス

コンプライアンス 𝐺௬௫ሺ𝑠ሻ，𝐺௫௬ሺ𝑠ሻ は無視できるものと仮定する．エンドミル工具のねじれ

角については次項で説明する． 

4.2.2 ゼロ次近似法 

ゼロ次近似法[28-29]によると，3.2.2 項の図 3.2 であらわされるエンドミル加工システム

の，自励振動の臨界状態における軸方向切込み深さ（以下，安定限界切込み深さ）𝑎୪୧୫，現

在の相対変位と一刃前の相対変位の位相差 𝜀，および主軸回転速度 𝑛 はそれぞれ以下の式

で求められる． 
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𝑎୪୧୫ ൌ െ
𝛬ୖ
𝐾୲
ቈ1 ൅ ൬

𝛬୍
𝛬ୖ
൰
ଶ

቉ (4.1) 

𝜀 ൌ 𝜋 െ 2tanିଵ
𝛬୍
𝛬ୖ

 (4.2) 

𝑛 ൌ
60𝜔ୡ

𝑁ሺ2𝑘୫𝜋 ൅ 𝜀ሻ
 (4.3) 

 

ただし 𝜔ୡ は自励振動の角振動数をあらわす．𝑘୫ は波数と呼ばれる整数である．また，𝛬ୖ，

𝛬୍ はそれぞれ次式であらわされる特性方程式の解（固有値の逆数）𝛬 の実部および虚部で

ある． 

 

detൣሾ𝐼ሿ ൅ 𝛬ሾ𝐴଴ሿሾ𝐺ሺ𝑖𝜔ୡሻሿ൧ ൌ 0 (4.4) 

 

ここで，ሾ𝐺ሺ𝑖𝜔ୡሻሿ  は  𝜔ୡ  における機械システムの動特性であり，式(3.8)の  ሾ𝐺ሺ𝑠ሻሿ  に     

𝑠 ൌ 𝑖𝜔ୡ を代入して得られる．また ሾ𝐴଴ሿ は 2 次元エンドミル加工プロセスの切削力係数行

列 ሾ𝐴ሺ𝑡ሻሿ（式(3.7)）の直流成分であり，各切れ刃の切削開始角度 𝜃ୱ୲ から切削終了角度 𝜃ୣ୶ 

までの積分によって次式のように求められる． 

 

ሾ𝐴଴ሿ ൌ ቂ
𝛼଴௫௫ 𝛼଴௫௬
𝛼଴௬௫ 𝛼଴௬௬ቃ 

ൌ
𝑁
2𝜋

න ቈ
𝛼௫௫ሺ𝜃ሻ 𝛼௫௬ሺ𝜃ሻ
𝛼௬௫ሺ𝜃ሻ 𝛼௬௬ሺ𝜃ሻ

቉
ఏ౛౮

ఏ౩౪

𝑑𝜃 

𝛼଴௫௫ ൌ
𝑁
4𝜋

ሾെcos2𝜃 െ 2𝑘୰𝜃 െ 𝑘୰sin2𝜃ሿఏ౩౪
ఏ౛౮  

𝛼଴௫௬ ൌ
𝑁
4𝜋

ሾെsin2𝜃 ൅ 2𝜃 ൅ 𝑘୰cos2𝜃ሿఏ౩౪
ఏ౛౮  

𝛼଴௬௫ ൌ
𝑁
4𝜋

ሾെsin2𝜃 െ 2𝜃 ൅ 𝑘୰cos2𝜃ሿఏ౩౪
ఏ౛౮  

𝛼଴௬௬ ൌ
𝑁
4𝜋

ሾcos2𝜃 െ 2𝑘୰𝜃 ൅ 𝑘୰sin2𝜃ሿఏ౩౪
ఏ౛౮ 

(4.5) 

 

なお，エンドミル工具のねじれ角は切削力係数行列の直流成分 ሾ𝐴଴ሿ へ影響しないことより，

ゼロ次近似法は任意のねじれ角に対して適用できる． 
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4.3 加工安定性を向上できる動特性バランスの導出 

本節では，加工安定性を向上できる機械システムの動特性バランスを理論的に解析する．

具体的には，仮定をおいて式(4.4)を簡略化し，その係数にもとづいて，安定限界切込み深さ 

𝑎୪୧୫ を向上可能な，自励振動の角振動数 𝜔ୡ における X 方向および Y 方向のダイレクトコ

ンプライアンス 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ のバランスを求める． 

4.3.1 安定限界切込み深さが向上する特性方程式の係数 

機械システムの動特性についてクロスコンプライアンスは無視できるものと仮定し， 

𝐺௬௫ሺ𝑖𝜔ሻ ൌ 𝐺௫௬ሺ𝑖𝜔ሻ ൌ 0 とおくと，式(4.4)は次の 2 次方程式へと簡略化できる． 

 

𝑎଴𝛬ଶ ൅ 𝑎ଵ𝛬 ൅ 1 ൌ 0 (4.6) 

 

ここで，式(4.6)の係数 𝑎଴，𝑎ଵ はそれぞれ次式であらわされる． 

 

𝑎଴ ൌ ൫𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ െ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫൯𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ (4.7) 

𝑎ଵ ൌ 𝛼଴௫௫𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൅ 𝛼଴௬௬𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ (4.8) 

 

続いて式(4.1)と式(4.6)を用いて，𝑎୪୧୫ を向上できる 𝑎଴ と 𝑎ଵ の組み合わせを求める．こ

こで，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ は複素数であるため，𝑎଴，𝑎ଵ も複素数であり，𝑎଴ と 𝑎ଵ の組み

合わせは複雑である．そこで，さらに計算を簡略化するため，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ を実数に

近似する．つまり 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ  の位相を，𝜔ୡ  が 𝐺௫௫，𝐺௬௬  の固有角振動数 𝜔୬௫，

𝜔୬௬ よりも低いときは 0 rad，高いときは െ𝜋 rad に近似する．この近似によって 𝑎଴，𝑎ଵ も

実数に近似でき，𝑎଴ と 𝑎ଵ の組み合わせを簡略化できる． 

図 4.1 に 𝑎଴ と 𝑎ଵ をそれぞれ変化させたときの 𝑎୪୧୫ の値をカラーマップで示す．𝑎଴，

𝑎ଵ はそれぞれ −10 から 10 の範囲において 0.5 刻みで変化させた．図 4.1 より，𝑎଴，𝑎ଵ が

以下に示す条件を満たすときに 𝑎୪୧୫ は向上するとわかる． 

安定化条件① 𝑎଴ ൐ 0，𝑎ଵ ൐ 0，かつ |𝑎ଵ| ൎ 0． 

安定化条件② 𝑎଴ ൏ 0，𝑎ଵ ൏ 0，かつ |𝑎଴| ൎ 0． 
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4.3.2 安定限界切込み深さが向上する動特性のバランス 

本節では，𝑎୪୧୫ を向上できる 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ のバランスについて考察する．4.3.1

項に示した安定化条件①および②より，特性方程式の係数 𝑎଴  と 𝑎ଵ  の正負に応じて 𝑎୪୧୫ 

が向上する条件は変化するとわかる． 

そこで，まずは 𝑎଴ の正負について考える．式(4.7)より，𝑎଴ には 𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ െ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ が

係数として含まれる．式(4.5)より，係数 𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ െ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫  の正負は切削開始角度 𝜃ୱ୲，

切削終了角度 𝜃ୣ୶，および分力比 𝑘୰ の 3 つの変数によって決まるとわかる．ただし，図 4.2

に示すとおり，アップカットでは常に 𝜃ୱ୲ が 0 rad，ダウンカットでは常に 𝜃ୣ୶ が 𝜋 rad と

みなすことより，切削方向が決まれば，それぞれの場合において変数を 2 つに限定できる．

そこで，アップカットの場合は 𝜃ୣ୶，𝑘୰ の 2 変数，ダウンカットの場合は 𝜃ୱ୲，𝑘୰ の 2 変

数と 𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ െ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ の値との関係をそれぞれ求めると，アップカットの場合は任意の 

𝜃ୣ୶，𝑘୰ に対して，ダウンカットの場合は任意の 𝜃ୱ୲，𝑘୰ に対して，𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ െ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ は

正となる．すなわち，アップカットかダウンカットかによらず次式が成り立つ． 

 

𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ െ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൐ 0 (4.9) 

 

したがって式(4.7)と式(4.9)より，𝑎଴ の正負は 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ および 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ の正負によって

決定されるとわかる． 

また式(4.8)より，𝑎ଵ  の正負は，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬  の正負の組み合わせに

よって決定されるとわかる．以上より，𝑎଴  と 𝑎ଵ  の正負を考える際に考慮すべき条件は 

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬ の正負の組み合わせであるといえる． 

そこで，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬ の符号がとり得るすべての組み合わせについて，

Fig.4.1  Relationship between coefficients of characteristic equation 𝑎଴, 𝑎ଵ  

and critical axial depth of cut 𝑎୪୧୫ 
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安定化条件①および②にもとづいて 𝑎୪୧୫  を向上できる条件を考えると，表 4.1 のように 

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ がとるべきバランスとしてまとめられる． 

 

  
 

Table 4.1  Ideal dynamic characteristic balance for large 𝑎୪୧୫ 

 

 

ここで，𝛼଴௫௫ と 𝛼଴௬௬ の符号の組み合わせが 3 パターンである理由について説明する．

式(4.5)を用いて求めた，アップカットおよびダウンカットの場合の 𝛼଴௫௫ と 𝛼଴௬௬ を図 4.3

に示す．同図では刃数 𝑁 を 1 とした．図 4.3 に示すとおり，𝛼଴௫௫ と 𝛼଴௬௬ の値は 𝜃ୣ୶ ま

たは 𝜃ୱ୲ と，𝑘୰ によって変化するが，𝛼଴௫௫ と 𝛼଴௬௬ がともに正となる組み合わせは存在し

ない．よって 𝛼଴௫௫ と 𝛼଴௬௬の符号の組み合わせは，表 4.1 に示す 3 パターンとなる． 

表 4.1 に示した理想的な 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ  と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ  のバランスについて，𝛼଴௫௫ ൐ 0，かつ 

𝛼଴௬௬ ൏ 0 の場合を例に説明する．この場合の切削条件としては半径方向切込み深さ 𝑅ୢ が

中程度のアップカットが該当する．例えば分力比 𝑘୰ が 0.3 の場合は，𝑅ୢ が工具直径 𝐷 の

9%以上，84%未満のときに，𝛼଴௫௫ ൐ 0，かつ 𝛼଴௬௬ ൏ 0 となる． 

まず 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0，かつ 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0 の場合について述べる．この場合，式(4.7)，式(4.9)

より 𝑎଴ ൐ 0 となるため，𝑎୪୧୫ を向上するには，4.3.1 項の安定化条件①を満たす必要があ

る．つまり 𝑎ଵ ൐ 0，かつ |𝑎ଵ| は小さいことが条件となる．𝑎ଵ ൐ 0 となるには，式(4.8)より

Fig.4.2  Immersion angle 

(a) Up-cut (b) Down-cut 
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以下の式が成り立つ必要がある． 

 

𝑎ଵ ൌ 𝛼଴௫௫𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൅ 𝛼଴௬௬𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0 

∴
𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ
൏ െ

𝛼଴௫
𝛼଴௬

 ሺ∵ 𝛼଴௬௬ ൏ 0ሻ 
(4.10) 

 

与えている条件より式(4.10)の両辺はいずれも正となるため，式(4.11)は  𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ  と 

𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ のバランスによって成立し得る．加えて |𝑎ଵ| が小さくなるには，式(4.8)より，式

(4.10)の左辺が右辺よりわずかに小さいとの条件を満たす必要がある．すなわち，𝛼଴௫௫ ൐ 0，

𝛼଴௬௬ ൏ 0，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0 である場合において 𝑎୪୧୫ を向上できる条件は，𝜎 を

正の微小な実数として次式であらわされる． 

 

𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ
ൌ െ

𝛼଴௫௫
𝛼଴௬௬

െ 𝜎 (4.11) 

 

次に，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0，かつ 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0 の場合について述べる．この場合，式(4.7)，式(4.9)

より 𝑎଴ ൏ 0 となるため，𝑎୪୧୫ を向上するには，4.3.1 項の安定化条件②を満たす必要があ

る．つまり 𝑎ଵ ൏ 0，かつ |𝑎଴| は小さいことが条件となる．𝑎ଵ ൏ 0 となるには，式(4.8)より

以下の式が成り立つ必要がある． 

 

𝑎ଵ ൌ 𝛼଴௫௫𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൅ 𝛼଴௬௬𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0 

∴
𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ
൐ െ

𝛼଴௫௫
𝛼଴௬௬

 ሺ∵ 𝛼଴௬௬ ൏ 0ሻ 
(4.12) 

 

Fig.4.3  Variation of 𝛼଴௫௫ and 𝛼଴௬௬ at 𝑁 ൌ 1 

(a) Up-cut (b) Down-cut 
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しかし，与えている条件より式(4.12)の左辺は負，右辺は正となるため，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ 

がどのような値をとっても式 (4.12)は成立しない．すなわち，𝛼଴௫௫ ൐ 0，𝛼଴௬௬ ൏ 0，  

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0 である場合には，𝑎୪୧୫ を向上できる 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ の

バランスが存在しないといえる．このような条件を表 4.1 では N/A と表記し，以下では N/A

条件と呼ぶものとする． 

続いて，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0，かつ 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0 の場合について述べる．この場合も，式(4.7)，

式(4.9)より 𝑎଴ ൏ 0  となるため，𝑎ଵ ൏ 0，かつ |𝑎଴|  が小さいときに 𝑎୪୧୫  は向上する．  

𝑎ଵ ൏ 0 となるには，式(4.8)より以下の式が成り立つ必要がある． 

 

𝑎ଵ ൌ 𝛼଴௫௫𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൅ 𝛼଴௬௬𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0 

∴
𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ
൏ െ

𝛼଴௫௫
𝛼଴௬௬

 ሺ∵ 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ,𝛼଴௬௬ ൏ 0ሻ 
(4.13) 

 

与えている条件より式(4.13)の左辺は負，右辺は正となるため，式(4.13)は 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ  と 

𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ のバランスによらず常に成立する．よって |𝑎଴| が小さくなる，すなわち式(4.7)の

右辺がゼロに近づくときに 𝑎୪୧୫  を向上できる．ここで式(4.7)の係数 𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ െ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ 

は前述のとおり 𝜃ୱ୲，𝜃ୣ୶，および 𝑘୰ によって決まるが，任意にゼロへ近付けることはでき

ない．したがって，𝛼଴௫௫ ൐ 0，𝛼଴௬௬ ൏ 0，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0  である場合において 

𝑎୪୧୫ を向上できる条件は，次式であらわされる． 

 

ห𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻห ൎ 0 (4.14) 

 

最後に，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0，かつ 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0 の場合について述べる．この場合，式(4.7)，式

(4.9)より 𝑎଴ ൐ 0 となるため，𝑎ଵ ൐ 0，かつ |𝑎ଵ| が小さいときに 𝑎୪୧୫ は向上する．𝑎ଵ ൐ 0 

となるには，式(4.8)より以下の式が成り立つ必要がある． 

 

𝑎ଵ ൌ 𝛼଴௫௫𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൅ 𝛼଴௬௬𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0 

∴
𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ
൐ െ

𝛼଴௫௫
𝛼଴௬௬

 ሺ∵ 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ,𝛼଴௬௬ ൏ 0ሻ 
(4.15) 

 

与えている条件より式(4.15)の両辺はいずれも正となるため，式(4.15)は  𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ  と 

𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ のバランスによって成立し得る．加えて |𝑎ଵ| が小さくなるには，式(4.8)より，式

(4.15)の左辺が右辺よりわずかに大きいとの条件を満たす必要がある．すなわち，𝛼଴௫௫ ൐ 0，

𝛼଴௬௬ ൏ 0，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0  である場合において 𝑎୪୧୫  を向上できる条件は，式

(4.11)と同様に次式であらわされる． 
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𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ
ൌ െ

𝛼଴௫௫
𝛼଴௬௬

൅ 𝜎 (4.16) 

 

表 4.1 の残りの条件についても同様に求められる． 

4.4 加工安定性を向上できる動特性バランスの設計 

4.3 節では，安定限界切込み深さ 𝑎୪୧୫ を向上可能な，自励振動の角振動数 𝜔ୡ における

X 方向および Y 方向のコンプライアンス 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ のバランスを求めた．本節

では，この 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ のバランスにもとづいて，加工安定性を向上できるコン

プライアンス 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ሻ，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ሻ を，以下 4.4.1 項から 4.4.3 項で述べる 3 つのパターンに分

けて考察する．そして，それらの考察より，加工安定性を向上させるために機械システムの

動特性バランスをどのように設計するとよいかについて述べる． 

4.4.1 N/A 条件の回避 

表 4.1 には 𝑎୪୧୫ を向上できる 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ のバランスが存在しない N/A 条件

が 3 つある．よって 𝑎୪୧୫ を向上させるには，N/A 条件を避ける必要がある．そこで，N/A

条件を避けられる 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ሻ の組み合わせについて考察する． 

まず，𝛼଴௫௫ ൐ 0，かつ 𝛼଴௬௬ ൏ 0 の場合における N/A 条件の回避について考える．4.3.2 項

で述べたとおり，この場合の切削条件には半径方向切込み深さ 𝑅ୢ  が中程度のアップカッ

トが該当する．このとき，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0，かつ 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0  となると N/A 条件となる．

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ሻ  と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ሻ  の符号は，どのような 𝜔ୡ  で自励振動が発生するかによって異なる．

そこで 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ሻ の符号と角振動数の関係を図 4.4 に示す．𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ሻ の固有角振

動数 𝜔୬௫ が 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ሻ の固有角振動数 𝜔୬௬ よりも高い場合を図 4.4(a)，低い場合を図 4.4(b)

に示す．図 4.4(a)(b)それぞれの上段のグラフはコンプライアンスの大きさの例示，下段はそ

れに対応する 4.3.1 項で述べたコンプライアンスの位相の近似である．前述のとおり，コン

プライアンスの符号は，位相を 0 rad へ近似するときに正，െ𝜋 rad へ近似するときに負とな

る．よって図 4.4(a)(b)より，N/A 条件である 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0，かつ 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0 となるのは，

図 4.4(a)の周波数区間 B においてのみであるとわかる．ゆえに，図 4.4(b)に示すように，𝜔୬௫ 

が 𝜔୬௬ よりも低いバランスとすれば，N/A 条件を必ず回避できる． 

次に，𝛼଴௫௫ ൏ 0，かつ 𝛼଴௬௬ ൐ 0 の場合における N/A 条件の回避について考える．この場

合の切削条件には 𝑅ୢ  が比較的小さいダウンカットが該当する．このとき，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൏ 0，

かつ 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൐ 0 となると N/A 条件となる．よって，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ሻ のバランスが

図 4.4(b)に該当するときは区間 E において N/A 条件となるが，図 4.4(a)ではどの区間におい

ても N/A 条件とならない．つまり，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ሻ のバランスによって N/A 条件を必

ず回避できる． 
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最後に，𝛼଴௫௫ ൏ 0，かつ 𝛼଴௬௬ ൏ 0 の場合における N/A 条件の回避について考える．この

場合の切削条件には 𝑅ୢ  が比較的小さいアップカットや 𝑅ୢ  が比較的大きくスロッティン

グに近いアップカットおよびダウンカットが該当する．このとき，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ がと

もに正となると N/A 条件となるが，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ሻ のバランスによってこの N/A 条件

を必ず回避することはできない．なぜなら 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ሻ のバランスが図 4.4(a)に該

当するときは区間 A において，図 4.4(b)に該当するときは区間 D において，それぞれ N/A

条件となるためである．したがって，𝑅ୢ  が比較的小さい場合については，𝜔୬௫，𝜔୬௬  のい

ずれよりも低い角振動数で自励振動が発生するならば，アップカットを避け，ダウンカット

を選択することが望ましいといえる． 

  

Fig.4.4  Relationship between phase approximation of compliance and N/A conditions 
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4.4.2 コンプライアンスの低減 

表 4.1 より，𝑎୪୧୫ を向上できる 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ のバランスとして，以下の条件が

あるとわかる． 

・|𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ| ൎ 0，かつ ห𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻห ൎ 0 

・ห𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻห ൎ 0 

これらは，コンプライアンスを小さくすれば振動の低減が可能であるという，広く知られ

た知見を意味している．4.4.1 項で述べた，N/A 条件を回避できる動特性バランスを狙って

設計する上で，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ሻ  と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ሻ  がそれぞれ可能な限り小さくなるようにも留意するこ

とは，いうまでもなく必要である． 

4.4.3 コンプライアンスのバランス 

表 4.1 より，𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ⁄  を െ𝛼଴௫௫ 𝛼଴௬௬⁄  へ近付けると 𝑎୪୧୫ を向上できるという 

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ のバランス条件がある．この条件を満足できれば，加工安定性につい

ての局所的最適解が得られる．しかしこの条件は 𝜔ୡ  が決まっていなければ実現困難であ

り，この条件を狙ったコンプライアンスの設計は現実的でないと考えられる． 

4.4.4 加工安定性を向上できる動特性バランスの設計 

4.4.1 項～4.4.3 項の考察をまとめると，加工安定性を向上できる動特性バランスの設計に

ついて，以下のことがいえる． 

推測① アップカットでは送り方向の固有振動数を半径方向の固有振動数よりも高くし，

ダウンカットでは送り方向の固有振動数を半径方向の固有振動数よりも低くする

と，加工安定性を向上できる． 

推測② 半径方向切込み深さが小さい場合で，かつ送り方向の固有振動数と半径方向の固

有振動数のいずれよりも低い周波数で自励振動が発生するならば，アップカット

では加工安定性低下の可能性があるため，ダウンカットを選択することが望まし

い． 

4.5 加工安定性を向上できる動特性バランスの検証と実験結果 

4.4 節では，加工安定性を向上するために，送り方向と半径方向の動特性がとるべきバラ

ンスについて考察した．本章では，切削実験によって考察の妥当性を検証する．具体的には，

送り方向と半径方向の等価剛性が異なる治具を使用して，4.4.4 項の推測①を満たす動特性

バランスと，満たさない動特性バランスとで切削実験をおこない，加工安定性を比較評価す

る． 

4.5.1 実験方法 

切削実験は 3 軸立形マシニングセンタと 5 軸立形マシニングセンタとでそれぞれ実施し



 

42 
 

た．3 軸立形マシニングセンタはテーブルをすべり案内で，5 軸立形マシニングセンタは主

軸頭を転がり案内で，それぞれ X 方向および Y 方向へ送り駆動する機構である． 

切削実験では，工作物側のコンプライアンスを工具側のコンプライアンスより十分に大

きくすることで，工作物側の動特性が支配的になるようにした．切削実験に使用した工作物

固定用の治具を図 4.5 に示す．形状や構造は 3.5 節の切削実験に用いた治具（図 3.9）と同様

であり，材質も同じく S50C であるが，おもり部や支柱部の寸法は異なっている． 

図 4.6 に実験のセットアップの一例を示す．図 4.6 中の座標系 UVW は，実験に使用した

立形マシニングセンタの送り方向 XYZ と対応している．治具は，支柱部の長辺が U 方向と

平行となるように立形マシニングセンタのテーブル上へ固定した．図 4.6 は，V 方向送りの

アップカット，すなわち送り方向が低剛性となるアップカットの場合のセットアップを示

している．送り方向が高剛性になる U 方向送り切削を条件 1，送り方向が低剛性となる V

方向送り切削を条件 2 とし，切削実験は条件 1 と条件 2 の両方でおこなった． 

図 4.7 に被削材を示す．材質は 3.5 節の切削実験に用いた被削材（図 3.11）と同じく S50C

で，治具のおもり部への固定方法や長辺を加工する点なども同様である．寸法には若干の違

いがある．また被削材には，U 方向および V 方向にそれぞれ圧電型の加速度計（感度：1 

mV/(m/s2)，測定範囲：±4905 m/s2）を取り付け，加工中の振動を測定する．サンプリング周

波数は 20 kHz とした． 

表 4.2 に，主な加工条件を示す．3 軸立形マシニングセンタを使用した実験では，アップ

カットとダウンカットの両方で，また，5 軸立形マシニングセンタを使用した実験では，ア

ップカットのみで実験をおこなった．工具には超硬合金製，Cr 系複合多層コーティング，

ねじれ角 30°のスクエアエンドミルを用いた．切削関与角が 𝜋 3⁄  rad となるように，工具

直径φ10 mm に対して半径方向切込み深さを 2.5 mm とした．主軸回転速度と軸方向切込み

深さを変更して切削した． 

 

 

 

Fig.4.5  Jig Fig.4.6  Experimental setup Fig.4.7  Workpiece 
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Table 4.2  Cutting conditions 

Tool diameter  mm 10 

Number of teeth 2 

Milling direction Up-cut / Down-cut (3-axis M/C) 

Up-cut (5-axis M/C)  

Cooling Dry 

Axial depth of cut  mm 2.0 – 10.0 (3-axis M/C, Up-cut) 

3.0 – 10.0 (3-axis M/C, Down-cut) 

5.0 – 13.0 (5-axis M/C) 

Radial depth of cut  mm 2.5 

Feed per tooth  mm/tooth 0.05 

Spindle speed  min−1 1950, 2000, 2050, 2100, 2150 (3-axis M/C) 

2000, 2100, 2300 (5-axis M/C) 

 

実験結果は，4.2.2 項に示したゼロ次近似法にもとづく切削シミュレーションでの解析値

と比較する．本節のシミュレーションでは動特性 ሾ𝐺ሺ𝑖𝜔ሻሿ，比切削抵抗 𝐾୲，および分力比 

𝑘୰ について実験値を使用した．ሾ𝐺ሺ𝑖𝜔ሻሿ の測定方法および結果については 4.5.2 項に示す．

また，𝐾୲ と 𝑘୰ については，別途おこなった切削力測定実験にもとづいて決定し，3 軸立形

マシニングセンタを用いたアップカットの場合は 𝐾୲ を 2207 MPa，𝑘୰ を 0.475，ダウンカ

ットの場合は 𝐾୲ を 2242 MPa，𝑘୰ を 0.379 とし，5 軸立形マシニングセンタを用いたアッ

プカットの場合は 𝐾୲ を 2146 MPa，𝑘୰ を 0.481 とした． 

ゼロ次近似法にもとづく切削シミュレーションでは強制振動を考慮していないため，切

削実験の結果は強制振動と自励振動を区別して評価する必要がある．そのため，以下の方法

で自励振動の発生を判定する．まず加速度の測定値を 0.5 秒ずつの区間に分割し，各区間の

測定値をフーリエ変換により周波数領域に変換する．そして，2 回積分して周波数領域の変

位に変換し，変位のパワースペクトルを求める．各区間の変位のパワースペクトルのうち，

切れ刃通過周波数の非整数倍の周波数にピークが存在し，そのピークにおけるパワースペ

クトルの大きさが，切れ刃通過周波数におけるパワースペクトルの大きさの 10%以上とな

る区間が存在するとき，自励振動が発生したとみなす．また，切れ刃通過周波数の非整数倍

の周波数に存在するピークの周波数を自励振動の周波数とする．ピークが複数存在する場

合は，ピークにおけるパワースペクトルが最も大きいピークが存在する周波数を自励振動

の周波数とする． 

4.5.2 動特性測定結果 

被削材位置における工作物の自己コンプライアンスを，工作物をそれぞれ 3 軸立形マシ

ニングセンタ，5 軸立形マシニングセンタへ固定した状態でインパルス加振法によって測定

した．偏分反復法を用いて同定したモーダルパラメータを表 4.3，表 4.4 に示す．いずれも
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V 方向より U 方向の等価剛性は大きく，固有振動数は高くなった．よって想定どおり，4.4.4

項の推測①を満たす切削条件は，アップカットの場合は条件 1，ダウンカットの場合は条件

2 となる． 

 

Table 4.3  Modal parameters identified from measurement when using 3-axis M/C 

Direction U V 

Mass  kg 3.83 3.66 

Damping  Ns/m 178 392 

Stiffness  N/µm 27.6 22.8 

Natural frequency  Hz 428 397 

Damping ratio 0.00867 0.0214 

 

Table 4.4  Modal parameters identified from measurement when using 5-axis M/C 

Direction U V 

Mass  kg 3.60 3.98 

Damping  Ns/m 641 502 

Stiffness  N/µm 26.6 23.3 

Natural frequency  Hz 432 385 

Damping ratio 0.0328 0.0261 

 

4.5.3 切削実験結果 

図 4.8 に 3 軸立形マシニングセンタを用いたアップカットでの切削実験の結果と解析結

果を示す．図 4.8(a)には加工中の工作物加速度から判定した自励振動の発生有無を実験結果

として，また切削シミュレーションで求めた安定限界切込み深さ 𝑎୪୧୫ を解析結果として示

す．実験結果は，自励振動が発生しなかった切削条件を○印で，自励振動が発生した切削条

件を×印で示し，解析結果は実線で示す．また図 4.8(b)には，自励振動の周波数の実験結果

と解析結果を示す．実験結果は自励振動が発生した切削条件のみが×印で示される． 

図 4.8(a)で条件 1 と条件 2 の軸方向切込み深さ 4 mm での実験結果を比較すると，条件 1

では自励振動が発生せず，条件 2 では自励振動が発生した．すなわち，アップカットでは条

件 1 の加工安定性が高く，4.4.4 項の推測①と整合する結果が得られた．ただし，実験結果

と解析結果とで 𝑎୪୧୫ を比較すると乖離が見られる．特に条件 1 において 2000 min−1では実

験結果の 𝑎୪୧୫ が解析結果より大きく，2100 min−1 では実験結果の 𝑎୪୧୫ が解析結果より小

さくなった．図 4.8(b)に示す自励振動の周波数は，条件 2 については実験結果と解析結果が

おおむね合致したが，条件 1 については 2000，2050，および 2100 min−1で乖離がみられた． 
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図 4.9 に 3 軸立形マシニングセンタを用いたダウンカットでの切削実験の結果と解析結

果を，図 4.8 と同様に示す．図 4.9(a)より，実験結果どうしを比較すると条件 2 の加工安定

性が高くなっており，ダウンカットについても 4.4.4 項の推測①と整合する結果が得られた．

ただし，実験結果と解析結果とで 𝑎୪୧୫ を比較すると条件 1 で乖離が見られ，2000，および

2050 min−1 で実験結果の 𝑎୪୧୫ が解析結果より大きくなった．また，図 4.9(b)に示す自励振

Fig.4.8  Comparison of experimental and simulation results at up-cut using 3-axis M/C 

Fig.4.9  Comparison of experimental and simulation results at down-cut using 3-axis M/C 
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動の周波数は，条件 1，条件 2 ともに実験結果と解析結果とで乖離が見られた． 

図 4.10 に 5 軸立形マシニングセンタを用いたアップカットでの切削実験の結果と解析結

果を，図 4.8 と同様に示す．図 4.10(a)より，実験結果どうしを比較すると条件 1 の加工安定

性が高くなっており，5 軸立形マシニングセンタを用いたアップカットについても 4.4.4 項

の推測①と整合する結果が得られた．ただし，実験結果と解析結果とで 𝑎୪୧୫ を比較すると

条件 2 の 2300 min−1 で実験結果の 𝑎୪୧୫ が解析結果より大きくなった．また，図 4.10(b)に示

す自励振動の周波数は，条件 2 については実験結果と解析結果がおおむね合致したが，条件

1 は 2100 min−1で乖離が見られた． 

 

 

 

以上より，切削実験において，セットアップの動特性バランスと，自励振動の発生有無と

の関係について，4.4.4 項の推測①と矛盾する結果は得られなかった．つまり，4.4.4 項の推

測①の条件を満たすことで，自励振動における安定性を向上できると考えられる． 

なお，3 軸立形マシニングセンタを用いた切削実験において実験結果と解析結果が乖離し

た原因を特定するため，解析では考慮しなかったクロスコンプライアンスや工具の動特性

について検証したが，原因の特定には至らなかった．その他の要因としては，すべり案内の

非線形な動特性の影響が考えられる．また，5 軸立形マシニングセンタを用いた切削実験に

おいて条件 2 の 2300 min−1 で実験結果の 𝑎୪୧୫ が解析結果より大きくなった原因について

は，切れ刃通過周波数の 5 倍が 383 Hz であり，セットアップの V 方向の固有振動数 385 Hz

と近いことから，自励振動ではなく強制振動が発生し，自励振動の発生が抑制されたためと

考える． 

Fig.4.10  Comparison of experimental and simulation results at down-cut using 5-axis M/C 
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4.6 結論 

本章では，2 次元のエンドミル加工を対象として，加工中の振動を低減できる機械システ

ムの動特性バランスについて調査した．切削力のエッジフォース成分，および切削加工シス

テムの動特性のクロス項は無視できるとの前提条件のもとで，ゼロ次近似法にもとづいて，

自励振動の安定限界向上のために，送り方向と半径方向の動特性がどのような関係にある

べきかについて考察し，その妥当性を切削実験により検証した．以下に本章で得られた結論

を示す． 

 

1) アップカットでは送り方向の固有振動数を半径方向の固有振動数よりも高くし，

ダウンカットでは送り方向の固有振動数を半径方向の固有振動数よりも低くする

と，加工安定性を向上できる（推測①）． 

 

2) 半径方向切込み深さが小さい場合で，かつ送り方向の固有振動数と半径方向の固

有振動数のいずれよりも低い周波数で自励振動が発生するならば，アップカット

では加工安定性低下の可能性があるため，ダウンカットを選択することが望まし

い（推測②）． 

 

3) 送り方向と半径方向とで固有振動数が異なる治具を使用した切削実験において，

推測①の条件を満たす動特性バランスにおける加工安定性は，推測①の条件を満

たさない動特性バランスにおける加工安定性よりも向上した． 
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 切削加工システムの動特性バランスの設計指針 

5.1 緒論 

第 4 章では，エンドミル加工システムにおける機械システムの動特性のクロスコンプラ

イアンスをゼロとみなす仮定のもとで，エンドミル加工システムで発生する自励振動の安

定性をダイレクトコンプライアンスのバランスによって向上できる条件について，ゼロ次

近似法にもとづく理論検討により導出した．第 4 章の理論検討では再生効果とモードカッ

プリング効果を同時に考慮していることより，そこから得られた知見は，2.2 節で述べた“ダ

イレクトコンプライアンスは等方性と異方性のいずれが望ましいか“との問題に対する再

生型自励振動とモードカップリング型自励振動についての総合的な知見といえる．しかし，

それぞれの自励振動原理に対して動特性バランスがどのように作用して振動安定性が向上

するかは明確になっていない． 

そこで本章では，切削力係数行列と機械システムのそれぞれのダイレクト項とクロス項

の影響を調べることにより，それぞれの自励振動原理と動特性バランスとの関係を明らか

にする．そしてそれらの考察にもとづいて，ダイレクトコンプライアンスのバランスによっ

て振動安定性が向上するメカニズムを考察する．また，クロスコンプライアンスがエンドミ

ル加工の振動安定性に及ぼす影響についても考察する．そして，加工安定性を向上できる動

特性バランスについての本研究で得られた知見と従来の知見をまとめ，動特性バランスの

設計指針を示す． 

本章の構成は以下のとおりである．5.2 節では，ゼロ次近似法にもとづいて，切削力係数

行列のパラメータスタディと機械システムのダイレクトコンプライアンスのバランスを変

化させた場合の振動安定性のパラメータスタディをおこなう．そして切削力係数行列のダ

イレクト項のみを考慮した場合，クロス項のみを考慮した場合，両方を考慮した場合の振動

安定性を比較し，ダイレクトコンプライアンスのバランスによって振動安定性が向上する

物理的なメカニズムを考察する．5.3 節では，クロスコンプライアンスがエンドミル加工の

振動安定性に及ぼす影響について考察する．5.4 節では加工安定性を向上できる動特性バラ

ンスについての知見をまとめ，設計指針を提示する．5.5 節は以上をまとめた本章の結論で

ある． 

5.2 動特性バランスによる振動安定性向上のメカニズムの考察 

本節では，機械システムのダイレクトコンプライアンスのバランスによってエンドミル

加工の振動安定性が向上するメカニズムを 3.6 節とは異なるアプローチで考察する．具体的

には，まずゼロ次近似法にもとづいて，切削力係数行列や振動安定性のパラメータスタディ

をおこない，その結果を踏まえて切削力係数行列のダイレクト項のみを考慮した場合およ

びクロス項のみを考慮した場合のエンドミル加工の振動安定性について，それぞれの特徴

を整理する．そして，それらの結果をもとに，ダイレクトコンプライアンスのバランスによ
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って振動安定性が向上するメカニズムを考察する． 

5.2.1 エンドミル加工の振動安定性および切削力係数行列のパラメータスタディ 

はじめに，エンドミル加工で発生する自励振動にはどのような特徴があるのかを整理す

る．具体的には，ゼロ次近似法によるエンドミル加工の振動安定性の解析結果を，安定性解

析モデルが背分力方向の 1 次元で定式化され，再生効果のみが作用する突切り加工システ

ム[4, 26-27]の振動安定性の解析結果と比較する．ここで用いるエンドミル加工システムモ

デルは，4.2 節で述べた，クロスコンプライアンスをゼロと仮定した 2 次元エンドミル加工

システムのゼロ次近似法モデルとする．X 方向と Y 方向それぞれの支配モードの動特性は

等方性とし，等価質量 𝑚௫，𝑚௬ は 3 kg，等価減衰 𝑐௫，𝑐௬ は 300 Ns/m，等価剛性 𝑘௫，𝑘௬ 

は 30 N/µm とする．加工条件は表 5.1 に示す条件を想定する．また突切り加工システムに

ついては，背分力方向の支配モードの等価質量，等価減衰，等価剛性を，それぞれ 3 kg，300 

Ns/m，30 N/µm とし，背分力方向の比切削抵抗は 450 MPa とする． 

 

Table 5.1  Cutting model parameters for milling stability analysis 

Immersion angle  rad 0 – 𝜋 3⁄  (Up-cut) 

Number of teeth 2 

Spindle speed  min−1 1000 – 5000 

Tangential specific cutting force  MPa 1500 

Force ratio 0.3 

 

図 5.1 に動特性が等方性である場合のエンドミル加工システムの安定性解析結果を示す．

また図 5.2 には，突切り加工システムの安定性解析結果を示す．図 5.2(a)の縦軸値は図 5.1(a)

とは異なり，切削幅である． 

前述したとおり，図 5.2 に示す突切り加工システムの安定性解析では再生効果のみが作

用し，モードカップリング効果は作用しない．その場合の自励振動の周波数は，図 5.2(b)

に示すとおり，支配モードの固有振動数より高い値をとる．また位相差は，図 5.2(c)に示

すとおり，𝜋 rad から 2𝜋 rad の間の値をとる．一方，図 5.1(b)(c)に示すとおり，エンドミ

ル加工システムの安定性解析結果では，自励振動の周波数は支配モードの固有振動数より

低い値から高い値までをとり，位相差は 𝜋 rad 以下の値もとる．これらの傾向は，モード

カップリング効果が作用していることをあらわす特徴と推測される．ここで図 5.1 の安定

性解析に用いたエンドミル加工システムモデルでは，クロスコンプライアンスをゼロとし

ていることより，このモデルにおいて X 方向と Y 方向の間で発生するモードカップリング

効果は，切削力係数行列の直流成分 ሾ𝐴଴ሿ（式(4.5)）のクロス項 𝛼଴௫௬ および 𝛼଴௬௫ に起因

するものと考えられる．またその考え方にもとづけば，ሾ𝐴଴ሿ のダイレクト項 𝛼଴௫௫ および 

𝛼଴௬௬ は主に再生効果へ関与していると考えられる．したがって，ሾ𝐴଴ሿ のダイレクト項 
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𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬ は再生効果による振動のゲイン，クロス項 𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫ はモードカップリング

効果による振動のゲインとみなせる．以上の考え方にもとづき，5.2.2 項，5.2.3 項では 

ሾ𝐴଴ሿ のダイレクト項，またはクロス項をゼロとおくことで再生効果とモードカップリング

効果の影響を分離して，それぞれの原理における切削力係数行列のバランスと動特性のバ

ランス，および振動安定性との関係を調査する． 

続いて振動のゲインとみなせる ሾ𝐴଴ሿ  の各項が切削条件の変化に対してどのように変化

し，どのようなバランスとなるかを確認する．式(4.5)を用いて，アップカットでは切削開始

角度 𝜃ୱ୲ を 0 rad として切削終了角度 𝜃ୣ୶ を変化させ，ダウンカットでは 𝜃ୣ୶ を 𝜋 rad と

して 𝜃ୱ୲ を変化させたときの ሾ𝐴଴ሿ の各項を計算する．刃数 𝑁 は 2 とし，分力比 𝑘୰ は 0.1，

0.3，0.5，0.7 についてそれぞれ求める． 

アップカットおよびダウンカットの場合の ሾ𝐴଴ሿ  のダイレクト項 𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬，およびク

ロス項 𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫ をそれぞれ図 5.3，図 5.4 に示す．また表 5.2 には ሾ𝐴଴ሿ の数値例として，

𝑁 が 2，分力比 𝑘୰ が 0.3 で，半径方向切込み深さ 𝑅ୢ が工具直径 𝐷 の 1/4 倍，1/2 倍，ま

Fig.5.1  Example of milling stability 

(a) Critical axial depth of cut 

(b) Chatter frequency 

(c) Phase shift 

Fig.5.2  Example of stability  

in plunge cutting 

(b) Chatter frequency 

(a) Critical width of cut 

(c) Phase shift 
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たは 𝐷 に等しい場合の ሾ𝐴଴ሿ を示す．図 5.3 に示す ሾ𝐴଴ሿ のダイレクト項 𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬ につ

いてその絶対値に着目すると，アップカットでは |𝛼଴௫௫| ൏ ห𝛼଴௬௬ห となる場合が多く，ダウ

ンカットでは |𝛼଴௫௫| ൐ ห𝛼଴௬௬ห  となる場合が多い．𝑅ୢ ൌ 𝐷  のスロッティングの条件では，

|𝛼଴௫௫| および ห𝛼଴௬௬ห はそれぞれ 𝑁𝑘௥ 2⁄  に等しくなる． 

 

 

Fig.5.3  Variation of 𝛼଴௫௫ and 𝛼଴௬௬ at 𝑁 ൌ 2 

(a) Up-cut (b) Down-cut 

Fig.5.4  Variation of 𝛼଴௫௬ and 𝛼଴௬௫ at 𝑁 ൌ 2 

(a) Up-cut (b) Down-cut 
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Table 5.2  Value of ሾ𝐴଴ሿ at 𝑁 ൌ 2 and 𝑘୰ ൌ 0.3 

 
Quarter immersion 

Immersion angle:  

𝜋 3⁄  rad 

Half immersion 

Immersion angle:  

𝜋 2⁄  rad 

Full immersion 
(= Slotting) 

Immersion angle: 𝜋 rad 

Up-cut ቂ0.0974 0.124
െ0.543 െ0.297

ቃ ቂ 0.168 0.405
െ0.595 െ0.468

ቃ ቂെ0.300 1.00
െ1.00 െ0.300

ቃ 

൬ൌ ൤
െ𝑁𝑘୰ 2⁄ 𝑁 2⁄
െ𝑁 2⁄ െ𝑁𝑘୰ 2⁄

൨൰ Down-cut ቂെ0.380 0.267
െ0.400 0.180

ቃ ቂെ0.468 0.595
െ0.405 0.168

ቃ 

 

また図 5.4 に示すクロス項 𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫ についてもその絶対値に着目すると，𝑅ୢ が小さ

い条件では，𝑘୰  や切削方向（アップカット/ダウンカット）によらず ห𝛼଴௫௬ห  はゼロに近づ

き，𝑅ୢ ൌ 𝐷 においては，ห𝛼଴௫௬ห および ห𝛼଴௬௫ห はそれぞれ 𝑁 2⁄  となる．なお 𝛼଴௫௬ と 𝛼଴௬௫ 

の符号については，図 5.4(a)に示すアップカットの場合の 𝛼଴௫௬ のみ，𝜃ୣ୶ の大きさによっ

てその符号が変化し，𝜃ୣ୶  が小さい条件では 𝛼଴௫௬ ൏ 0，𝜃ୣ୶  が一定の大きさを上回ると 

𝛼଴௫௬ ൐ 0 となる．アップカットの 𝛼଴௫௬ の符号が変化する 𝜃ୣ୶（つまり 𝑅ୢ）は 𝑘୰ によっ

て異なり，𝑘୰  が大きくなるほど 𝛼଴௫௬  の符号が変化する 𝑅ୢ  も大きくなる．図 5.4(a)に示

すダウンカットの場合の 𝛼଴௫௬ は 𝑅ୢ および 𝑘୰ によらず 𝛼଴௫௬ ൐ 0 となる，また，𝛼଴௬௫ は

アップカットとダウンカットのいずれについても 𝑅ୢ  および 𝑘୰  によらず 𝛼଴௬௫ ൏ 0  とな

る． 

次に，支配モードの動特性に異方性がある場合の，2 次元エンドミル加工システムの安定

性解析結果について，その特徴を確認する．ここでの安定性解析にも，クロスコンプライア

ンスをゼロと仮定した 2 次元エンドミル加工システムのゼロ次近似法モデル（4.2 節）を用

いる．刃数 𝑁，主分力方向の比切削抵抗 𝐾୲，分力比 𝑘୰ は，図 5.1 と同じく，それぞれ 2，

1500 MPa，0.3 とした．切削関与角も同じく 𝜋 3⁄  rad とし，切削方向はアップカット，また

はダウンカットとする．動特性パラメータは図 5.1 で設定した条件を基準値として，𝑘௫ の

み，または 𝑘௬ のみを 10，20，25，35，40，50 N/µm のいずれかへ変化させる． 

アップカットで 𝑘௫ のみを変化させた場合を図 5.5 に，𝑘௬ のみを変化させた場合を図 5.6

に，ダウンカットで 𝑘௫ のみを変化させた場合を図 5.7 に，𝑘௬ のみを変化させた場合を図

5.8 にそれぞれ示す．横軸は回転速度であり，縦軸は上段の図から順に軸方向切込み深さ，

自励振動の周波数，および位相差である．上段の図中の点線は，𝑘୫ を正の整数として，切

れ刃通過周波数の整数倍 𝑘୫ 𝑇⁄ ൌ 𝑘୫𝑛𝑁 60⁄   が支配モードの固有振動数と一致する回転速

度，つまり共振回転速度をあらわしている．ただしアップカット（図 5.5，図 5.6）について

は Y 方向の固有振動数 𝑓୬௬ から求めた共振回転速度，ダウンカット（図 5.7，図 5.8）につ

いては X 方向の固有振動数 𝑓୬௫ から求めた共振回転速度としている．また，𝑘୫ は最大で

10 とし，各点線の上部に 𝑘୫ の値を示している．中段の図中には 𝑓୬௫，𝑓୬௬ をそれぞれ点線

で示している． 
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図 5.5～図 5.8 からは，以下の傾向が確認できる． 

傾向① アップカット（図 5.5，図 5.6）では，𝑘௫  または 𝑘௬  を変化させることにより    

𝑓୬௬ ൐ 𝑓୬௫ となる場合において，𝑓୬௬ ൏ 𝑓୬௫ となる場合より安定限界切込み深さは大

きくなり，ダウンカット（図 5.7，図 5.8）では 𝑓୬௫ ൐ 𝑓୬௬  となる場合において，

𝑓୬௫ ൏ 𝑓୬௬ となる場合より安定限界切込み深さが大きくなる． 

傾向② 安定限界切込み深さがピーク値をとる回転速度は，おおむね，アップカット（図 5.5，

図 5.6）では 𝑓୬௬ から求められる共振回転速度，ダウンカット（図 5.7，図 5.8）で

は 𝑓୬௫ から求められる共振回転速度となる． 

傾向③ 自励振動の周波数は，おおむね，アップカット（図 5.5，図 5.6）では 𝑓୬௬ より高

い値，ダウンカット（図 5.7，図 5.8）では 𝑓୬௫ より高い値をとる． 

傾向④ 位相差は，おおむね 𝜋 rad から 2𝜋 rad の間の値をとり，0 rad から 𝜋 rad の間の

値をとる場合もあるが，アップカット（図 5.5，図 5.6）で 𝑓୬௬ ൏ 𝑓୬௫，ダウンカッ

ト（図 5.7，図 5.8）で 𝑓୬௫ ൏ 𝑓୬௬ となる不安定条件では 𝜋 rad 未満から 𝜋 rad 以

上までを連続的にとる． 

上記の傾向のうち，傾向①は第 4 章の結論 1)に等しい．これに傾向②，および傾向③を勘

案すると，アップカットでは送り方向，ダウンカットでは半径方向の支配モードの動特性が，

主に加工安定性を決定すると考えられる．5.2.2 項，および 5.2.3 項では，これらの傾向につ

いても考察を加える． 
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Fig.5.5  Simulated up-milling stability using zero order approximation 

 at 𝑚௫ = 𝑚௬ = 3 kg, 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m, 𝑘௬ = 30 N/µm 

(a) 𝑘௫ = 10 N/µm (b) 𝑘௫ = 20 N/µm 

(c) 𝑘௫ = 25 N/µm (d) 𝑘௫ = 35 N/µm 

(e) 𝑘௫ = 40 N/µm (f) 𝑘௫ = 50 N/µm 
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Fig.5.6  Simulated up-milling stability using zero order approximation 

 at 𝑚௫ = 𝑚௬ = 3 kg, 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m, 𝑘௫ = 30 N/µm 

(a) 𝑘௬ = 10 N/µm (b) 𝑘௬ = 20 N/µm 

(c) 𝑘௬ = 25 N/µm (d) 𝑘௬ = 35 N/µm 

(e) 𝑘௬ = 40 N/µm (f) 𝑘௬ = 50 N/µm 
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Fig.5.7  Simulated down-milling stability using zero order approximation 

 at 𝑚௫ = 𝑚௬ = 3 kg, 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m, 𝑘௬ = 30 N/µm 

(a) 𝑘௫ = 10 N/µm (b) 𝑘௫ = 20 N/µm 

(c) 𝑘௫ = 25 N/µm (d) 𝑘௫ = 35 N/µm 

(e) 𝑘௫ = 40 N/µm (f) 𝑘௫ = 50 N/µm 
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Fig.5.8  Simulated down-milling stability using zero order approximation 

 at 𝑚௫ = 𝑚௬ = 3 kg, 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m, 𝑘௫ = 30 N/µm 

(a) 𝑘௬ = 10 N/µm (b) 𝑘௬ = 20 N/µm 

(c) 𝑘௬ = 25 N/µm (d) 𝑘௬ = 35 N/µm 

(e) 𝑘௬ = 40 N/µm (f) 𝑘௬ = 50 N/µm 
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5.2.2 切削力係数行列のダイレクト項のみを考慮したエンドミル加工の振動安定性 

本項では切削力係数行列のダイレクト項のみを考慮した場合のエンドミル加工の振動安

定性について，その特徴を明らかにする．具体的には，クロスコンプライアンスをゼロと仮

定した 2 次元エンドミル加工システムのゼロ次近似法モデル（4.2 節）において，さらに切

削力係数行列の直流成分 ሾ𝐴଴ሿ のクロス項 𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫ をゼロと仮定した仮想的な条件のも

とで式展開をおこない，エンドミル加工プロセスの ሾ𝐴଴ሿ のダイレクト項のバランスと機械

システムの動特性のバランス，およびエンドミル加工システムの振動安定性との関係を考

察する． 

𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫ をゼロと仮定すると，特性方程式（式(4.6)～式(4.8)）は次式となる． 

 

𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔௖ሻ𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔௖ሻ𝛬ଶ ൅ ൣ𝛼଴௫௫𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൅ 𝛼଴௬௬𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ൧𝛬 ൅ 1 ൌ 0 (5.1) 

 

式(5.1)を 𝛬 について解けば，次式が得られる． 

 

𝛬 ൌ െ
1

𝛼଴௣௣𝐺௣௣ሺ𝑖𝜔௖ሻ
ൌ 𝛬௣  ሺ𝑝 ൌ 𝑥 or 𝑦ሻ (5.2) 

 

式(5.2)より 𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫ をゼロと仮定した場合の 𝛬 は，X 方向または Y 方向の特性のみに

よって決まるとわかる．つまり本項で想定するエンドミル加工システムではモードカップ

リング効果は作用せず，再生効果のみが作用するといえる． 

またダイレクトコンプライアンス 𝐺௣௣ሺ𝑖𝜔ሻ ሺ𝑝 ൌ 𝑥 or 𝑦ሻ の固有角振動数，減衰比，およ

び等価剛性をそれぞれ 𝜔୬௣，𝜁௣，𝑘௣ とし，𝛽௣ ൌ
ఠౙ

ఠ౤೛
 とおけば，𝐺௣௣ሺ𝑖𝜔ୡሻ は次のようにあら

わせる． 

 

𝐺௣௣ሺ𝑖𝜔௖ሻ ൌ
1

𝑘௣൫1 െ 𝛽௣
ଶ ൅ 2𝜁௣𝛽௣𝑖൯

  ሺ𝑝 ൌ 𝑥 or 𝑦ሻ (5.3) 

 

式(5.3)を式(5.2)へ代入すれば次のように 𝛬௣  を実部 𝛬ୖ௣  と虚部 𝛬୍௣  に分離してあらわ

せる． 

 

𝛬௣ ൌ 𝛬ୖ௣ ൅ 𝑖𝛬୍௣ ൌ
𝑘௣൫𝛽௣

ଶ െ 1൯
𝛼଴௣௣

െ
2𝑘௣𝜁௣𝛽௣
𝛼଴௣௣

𝑖  ሺ𝑝 ൌ 𝑥 or 𝑦ሻ (5.4) 

 

よって，式(5.4)を式(4.1)，式(4.2)へそれぞれ代入すれば，次式を得る． 
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𝑎୪୧୫ ൌ
𝑘௣൫1 െ 𝛽௣

ଶ൯
𝐾୲𝛼଴௣௣

൥1 ൅ ቆ
2𝜁௣𝛽௣

1 െ 𝛽௣
ଶቇ

ଶ

൩ ൌ 𝑎୪୧୫௣  ሺ𝑝 ൌ 𝑥 or 𝑦ሻ (5.5) 

𝜀 ൌ 𝜋 െ 2tanିଵ
2𝜁௣𝛽௣

1 െ 𝛽௣
ଶ ൌ 𝜀௣  ሺ𝑝 ൌ 𝑥 or 𝑦ሻ (5.6) 

 

式(5.5)，式(5.6)より，安定限界切込み深さ 𝑎୪୧୫，および位相差 𝜀 についても X 方向または

Y 方向の特性のみによって決まるとわかる．そこで以下ではそれぞれを 𝑎୪୧୫௫，𝑎୪୧୫௬，𝜀௫，

𝜀௬ とあらわすものとする． 

本項で想定するエンドミル加工システムの安定限界切込み深さ 𝑎୪୧୫  が 𝑎୪୧୫௫  と 𝑎୪୧୫௬ 

のいずれか小さいほうとなることは明らかであるが，その大小関係は自励振動の角振動数 

𝜔௖ に応じて逆転し得る．また式(5.5)より，𝑎୪୧୫௫ は 𝛼଴௫௫ に，𝑎୪୧୫௬ は 𝛼଴௬௬ にそれぞれ反

比例する．ここで 𝛼଴௫௫ と 𝛼଴௬௬ の絶対値の大小関係は 5.2.1 項で述べたとおり，アップカ

ットでは |𝛼଴௫௫| ൏ ห𝛼଴௬௬ห となる場合が多く，ダウンカットでは |𝛼଴௫௫| ൐ ห𝛼଴௬௬ห となる場合

が多い．したがって，𝑎୪୧୫௫ と 𝑎୪୧୫௬ はそれぞれ正の実数をとると仮定すれば，𝐺௫௫ と 𝐺௬௬ 

とに大きな差がない場合においては，アップカットでは主に 𝑎୪୧୫௬，ダウンカットでは主に 

𝑎୪୧୫௫  が，本項で想定するエンドミル加工システムの安定限界切込み深さとなる．これは

5.2.1 項の傾向②，すなわち図 5.5～図 5.8 において安定限界切込み深さがピーク値をとる回

転速度は，アップカットでは送り方向の固有振動数 𝑓୬௬  から求められる共振回転速度，ダ

ウンカットでは半径方向の固有振動数 𝑓୬௫  から求められる共振回転速度でおおむね説明付

けられることと整合する． 

また位相差 𝜀 は，𝑎୪୧୫ を決定しているのが 𝑎୪୧୫௫ であれば 𝜀௫ となり，𝑎୪୧୫௬ であれば 

𝜀௬ となる．ここで 𝜔ୡ や 𝜀 がとり得る値を考える． 

(ⅰ) アップカットで 𝑎୪୧୫ ൌ 𝑎୪୧୫௬ となる場合 

式(4.5)より，アップカット（𝜃ୱ୲ ൌ 0，0 ൏ 𝜃ୣ୶ ൑ 𝜋）では半径方向切込み深さ 𝑅ୢ や分力比 

𝑘୰ によらず 𝛼଴௬௬ ൏ 0 である．そのため，式(5.5)より，アップカットで 𝑎୪୧୫௬ ൐ 0 となるた

めには 1 െ 𝛽௬
ଶ ൏ 0  でなければならない．すなわち自励振動の角振動数は 𝜔ୡ ൐ 𝜔୬௬  とな

る．またこのとき，位相差は 𝜀௬ となり 𝜋 rad から 2𝜋 rad の間の値をとる．したがってア

ップカットで再生型の自励振動が支配的に発生する場合には，𝜔ୡ  と  𝜀  はおおむね    

𝜔ୡ ൐ 𝜔୬௬ かつ 𝜋 ൏ 𝜀 ൫ൌ 𝜀௬൯ ൏ 2𝜋 となると考えられる． 

(ⅱ) アップカットで 𝑎୪୧୫ ൌ 𝑎୪୧୫௫ となる場合 

4.3.2 項で述べたとおり，アップカットでは 𝑅ୢ  が中程度の場合に 𝛼଴௫௫ ൐ 0  となる．こ

のとき，式(5.5)より，𝑎୪୧୫௫ ൐ 0 となるためには 1 െ 𝛽௫
ଶ ൐ 0 でなければならない．すなわ

ち 𝜔ୡ ൏ 𝜔୬௫ となる．また，この場合の位相差は 𝜀௫ となり 0 から 𝜋 の間の値をとる．ア

ップカットの  𝛼଴௫௫  は  𝑅ୢ  や 𝑘୰  によって 𝛼଴௫௫ ൏ 0  となる場合もあり，その条件で  

𝑎୪୧୫ ൌ 𝑎୪୧୫௫ となるときには，ωୡ ൐ 𝜔୬௫，𝜋 ൏ 𝜀 ሺൌ ε௫ሻ ൏ 2𝜋 となる． 

ダウンカットについても同様に説明付けられ，ダウンカットで再生型の自励振動が支配
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的に発生する場合には，𝜔ୡ と 𝜀 はおおむね 𝜔ୡ ൐ 𝜔୬௫ かつ 𝜋 ൏ 𝜀 ൏ 2𝜋 となると考えられ

る． 

以上をまとめると，ሾ𝐴଴ሿ のダイレクト項のみを考慮する場合に 𝜔ୡ や 𝜀 がとり得る値は，

𝜔ୡ はアップカットではおおむね 𝜔ୡ ൐ 𝜔୬௬，ダウンカットではおおむね 𝜔ୡ ൐ 𝜔୬௫ となり，

𝜀 は切削方向によらずおおむね 𝜋 ൏ 𝜀 ൏ 2𝜋 となる．なお 𝜀 は 0 ൏ 𝜀 ൏ 𝜋 をとることもあ

るが，式(5.6)において 𝜁௣𝛽௣  は必ず正の実数でありゼロになることはないため 𝜀 ൌ 𝜋  とな

ることはない．これらの結果は 5.2.1 項の傾向③，および傾向④と整合しており，図 5.5～図

5.8 において 𝑓୬௫  と 𝑓୬௬  の差が大きい条件，つまりモードカップリング効果の作用が弱く

再生型自励振動が支配的となっていると考えられる各図(a)や(f)より確認できる． 

本項で得られた知見を適用できる動特性の異方性の程度は，𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬ が半径方向切込

みや分力比の大きさに応じて変化する．異方性が極端に大きい場合に関しては，先行研究

[25, 28]で明らかにされているように，支配モードのコンプライアンスの絶対値が大きい方

向の 1 次元モデルへ近似される． 

5.2.3 切削力係数行列のクロス項のみを考慮したエンドミル加工の振動安定性 

本項では切削力係数行列のクロス項のみを考慮したエンドミル加工の振動安定性につい

て，その特徴を明らかにする．具体的には，クロスコンプライアンスをゼロと仮定した 2 次

元エンドミル加工システムのゼロ次近似法モデル（4.2 節）において，さらに切削力係数行

列の直流成分 ሾ𝐴଴ሿ のダイレクト項 𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬ をゼロと仮定した仮想的な条件のもとで式

展開をおこない，エンドミル加工プロセスの ሾ𝐴଴ሿ のクロス項のバランスと機械システムの

動特性のバランス，およびエンドミル加工システムの振動安定性との関係を考察する． 

𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬ をゼロと仮定すると，特性方程式（式(4.6)～式(4.8)）は次式となる． 

 

െ𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ𝛬ଶ ൅ 1 ൌ 0 (5.7) 

 

式(5.7)を 𝛬 について解けば，次式が得られる． 

 

𝛬 ൌ േ
1

ඥ𝛼଴௫𝛼଴௬௫𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ
 (5.8) 

 

また 𝛬 は，ゼロ次近似法において次式のように定義される変数である． 

 

𝛬 ൌ
1
2
𝑎୪୧୫𝐾୲൫1 െ 𝑒ି௜ఠౙ்൯ (5.9) 

 

よって，式(5.8)，式(5.9)より次式が得られる． 
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𝑎୪୧୫ ൌ േ
2

𝐾௧ሺ1 െ 𝑒ି௜ఠౙ்ሻඥ𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ
 (5.10) 

 

式(5.10)には 2 方向のダイレクトコンプライアンス 𝐺௫௫ と 𝐺௬௬ が含まれており，本項で

想定するエンドミル加工システムではモードカップリング効果が作用するとわかる．つま

り ሾ𝐴଴ሿ のクロス項 𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫ がモードカップリング効果を生じさせるといえる．ただし

式(5.10)には再生効果をあらわす 1 െ 𝑒ି௜ఠౙ்  も含まれている．また，式(5.10)の右辺は複素

数であるが，左辺の安定限界切込み深さ 𝑎୪୧୫ は実数であるため，右辺の虚部はゼロとなる

必要がある[29]．自励振動の角振動数 𝜔௖ が，右辺の虚部をゼロとする値となることで，式

(5.10)は成立する． 

式 (5.10)より，本項で想定するエンドミル加工システムの  𝑎୪୧୫  を大きくするには 

|𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ| および/または ห𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻห を小さくすればよいとわかる．これは第 3 章 3.7 節の

結論 1)で述べた減衰係数の効果と対応する．また 𝐺௫௫  と 𝐺௬௬  それぞれの固有角振動数 

𝜔୬௫ と 𝜔୬௬ が近い場合，|𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ| と ห𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻห は同時に大きくなりやすく，そのような

角振動数 𝜔ୡ において 𝑎୪୧୫ は小さくなる．よって，本項で想定するエンドミル加工システ

ムの自励振動の回避抑制には 𝜔୬௫  と 𝜔୬௬  との差を大きくすることも有効と推測できる．

そして式(5.10)より，𝑎୪୧୫ を大きくするには ห𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ห を小さくすればよいこともわかる．

図 5.9 に，刃数 𝑁 を 2 として求めた 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ を示す．分力比 𝑘୰ については 0.1，0.3，

0.5， 0.7 の場合をそれぞれ求めた．図 5.9 より，𝑘୰ が 0.1 ～ 0.7 の範囲であれば 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ 

に対する 𝑘୰ の影響は小さく，𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ は主に半径方向切込み深さ 𝑅ୢ に応じて変化する

とわかる．そして 𝑅ୢ が工具直径 𝐷 に等しいスロッティングのときに 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ は最小値 

െሺ𝑁 2⁄ ሻଶ をとり，ห𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ห が最大となる．よって 𝑅ୢ が大きいほど本項で想定するエン

ドミル加工システムの自励振動の安定限界は低下すると推測される． 

 
 

Fig.5.9  Variation of 𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ at 𝑁 ൌ 2 

(a) Up-cut (b) Down-cut 
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続いて，𝜔௖ や位相差 𝜀 がとり得る値を調べる．そのため 5.2.2 項の式(5.4)と同様に 𝛬 を

実部 𝛬ୖ と虚部 𝛬୍ へ分離する．式(5.3)を式(5.8)へ代入すれば 𝛬 は次のようにあらわせる． 

 

𝛬 ൌ േඨ
𝑘௫𝑘௬ሺ𝛾ଵ ൅ 𝛾ଶ𝑖ሻ

𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫
 (5.11) 

 

ただし，𝛾ଵ，𝛾ଶ はそれぞれ次式であらわされる． 

 

𝛾ଵ ൌ ൫1 െ 𝛽௫
ଶ൯൫1 െ 𝛽௬

ଶ൯ െ 4𝜁௫𝜁௬𝛽௫𝛽௬ (5.12) 

𝛾ଶ ൌ 2𝜁௫𝛽௫൫1 െ 𝛽௬
ଶ൯ ൅ 2𝜁௬𝛽௬൫1 െ 𝛽௫

ଶ൯ (5.13) 

 

式(5.11)の 𝛬 を実部 𝛬ୖ と虚部 𝛬୍ へ分離してあらわすには，𝛾ଶ と 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ の符号に

よる場合分けが必要となる．式(5.13)に示す 𝛾ଶ は 𝜔ୡ ൌ ට
௖ೣ௞೤ା௖೤௞ೣ
௠ೣ௖೤ା௠೤௖ೣ

 において 𝛾ଶ ൌ 0 とな

り，𝜔ୡ ൏ ට
௖ೣ௞೤ା௖೤௞ೣ
௠ೣ௖೤ା௠೤௖ೣ

 では 𝛾ଶ ൐ 0 となる．なお，式(5.12)に示す 𝛾ଵ は 𝜔ୡ ൌ ට
௖ೣ௞೤ା௖೤௞ೣ
௠ೣ௖೤ା௠೤௖ೣ

 に

おいて 𝛾ଵ ൏ 0 となる．また，5.2.1 項で述べたとおり，𝛼଴௫௬ は 𝑅ୢ が小さいアップカット

を除けば 𝑘୰  によらず 𝛼଴௫௬ ൐ 0  となり，𝛼଴௬௫  はアップカットとダウンカットのいずれに

ついても 𝑅ୢ  および 𝑘୰  によらず 𝛼଴௬௫ ൏ 0  となる．よって，𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫  は 𝑅ୢ  が小さいア

ップカットでは 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൐ 0，それ以外は 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൏ 0 となる． 

以下に 𝛬 の 𝛬ୖ と 𝛬୍ への分離，およびそれらを式(4.1)，式(4.2)へ代入して求めた安定

限界切込み深さ 𝑎୪୧୫  と位相差 𝜀  を，それぞれ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫  と 𝛾ଶ  の符号で場合分けして示

す． 

ケース① 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൏ 0，𝛾ଶ ൏ 0 の場合 

 

𝛬 ൌ േඨെ
𝑘௫𝑘௬

𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫
൮ඨ

െ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

2
൅ඨ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

2
𝑖൲ (5.14) 

𝑎୪୧୫ ൌ
1
𝐾୲
ඩ
𝑘௫𝑘௬ቀ𝛾ଵ െ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶቁ

2𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫
൥1 ൅

𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

െ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ
൩ (5.15) 

𝜀 ൌ 𝜋 െ 2 tanିଵ ඨ
𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

െ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ
 (5.16) 
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ケース② 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൏ 0，𝛾ଶ ൒ 0 の場合 

 

𝛬 ൌ േඨെ
𝑘௫𝑘௬

𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫
൮ඨ

െ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

2
െඨ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

2
𝑖൲ (5.17) 

𝑎୪୧୫ ൌ
1
𝐾୲
ඩ
𝑘௫𝑘௬ቀ𝛾ଵ െ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶቁ

2𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫
൥1 ൅

𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

െ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ
൩ (5.18) 

𝜀 ൌ 𝜋 ൅ 2 tanିଵ ඨ
𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

െ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ
 (5.19) 

 

ケース③ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൐ 0，𝛾ଶ ൏ 0 の場合 

 

𝛬 ൌ േඨ
𝑘௫𝑘௬

𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫
൮ඨ

𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

2
െඨെ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

2
𝑖൲ (5.20) 

𝑎୪୧୫ ൌ
1
𝐾୲
ඩ
𝑘௫𝑘௬ቀ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶቁ

2𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫
൥1 ൅

െ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ
൩ (5.21) 

𝜀 ൌ 𝜋 ൅ 2 tanିଵ ඨ
െ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ
 (5.22) 

 

ケース④ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൐ 0，𝛾ଶ ൐ 0 の場合 

 

𝛬 ൌ േඨ
𝑘௫𝑘௬

𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫
൮ඨ

𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

2
൅ඨെ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

2
𝑖൲ (5.23) 

𝑎୪୧୫ ൌ
1
𝐾୲
ඩ
𝑘௫𝑘௬ቀ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶቁ

2𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫
൥1 ൅

െ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ
൩ (5.24) 

𝜀 ൌ 𝜋 െ 2 tanିଵ ඨ
െ𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ

𝛾ଵ ൅ ඥ𝛾ଵଶ ൅ 𝛾ଶଶ
 (5.25) 
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式(5.18)は式(5.15)と，式(5.24)は式(5.21)とそれぞれ等しくなる．また前述のとおり 𝛾ଶ ൌ 0 の

とき 𝛾ଵ ൏ 0 であることより，式(5.24)，および式(5.25)は 𝛾ଶ ൌ 0 のときに解をもたない．

そのため，ケース④はケース②と異なり 𝛾ଶ ൐ 0 としている． 

まず 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൏ 0 の場合（ケース①②）について整理する．式(5.15)の 𝑎୪୧୫ は任意の動

特性バランスから求められる 𝛾ଵ と 𝛾ଶ について正の実数となる．よって 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൏ 0 の

場合において 𝜔ୡ  がとり得る値には 5.2.2 項のような制約はない．ただし，𝜔ୡ  が 𝜔୬௫  と 

𝜔୬௬  との間の値をとる場合に対し，その外側の値をとる場合は ห𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻห  が小さ

くなることより自励振動は生じにくくなる．そのため，𝜔ୡ はおおむね 𝜔୬௫ と 𝜔୬௬ との間

の値をとることになる．また式(5.16)，式(5.19)の根号内は，いずれも任意の動特性バランス

から求められる 𝛾ଵ と 𝛾ଶ について正の実数となる．よって 𝜀 がとり得る値は式(5.16)では 

0 ൏ 𝜀 ൏ 𝜋，式(5.19)では 𝜋 ൑ 𝜀 ൏ 2𝜋 となる．そして 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൏ 0 の場合には 𝜀 は 𝜋 rad

未満から 𝜋  rad 以上までを連続的にとるとの結果が得られる．この 𝜀  についての結果は，

5.2.1 項の傾向④で述べた，図 5.5～図 5.8 の不安定条件に見られる傾向と一致する． 

一方 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ ൐ 0 の場合（ケース③④）については，前述のとおり，式(5.24)，および式

(5.25)が 𝛾ଶ ൌ 0  のときに解をもたないことより，𝜔ୡ  は 𝜔ୡ ് ට
௖ೣ௞೤ା௖೤௞ೣ
௠ೣ௖೤ା௠೤௖ೣ

  の任意の角振動

数をとり，𝜀 は 0 ൏ 𝜀 ൏ 𝜋，または 𝜋 ൏ 𝜀 ൏ 2𝜋 の値をとるとの結果が得られる． 

5.2.4 動特性バランスによって振動安定性が向上するメカニズム 

本項では，5.2.2 項と 5.2.3 項での考察をもとに，再生効果とモードカップリング効果が同

時に作用するエンドミル加工において，機械システムのダイレクトコンプライアンスのバ

ランスによってエンドミル加工システムの振動安定性が向上するメカニズムを考察する．

具体的には，クロスコンプライアンスをゼロと仮定した 2 次元エンドミル加工システムの

ゼロ次近似法モデル（4.2 節）と，その切削力係数行列の直流成分のダイレクト項のみを考

慮したモデル（5.2.2 項），およびクロス項のみを考慮したモデル（5.2.3 項）での安定性解析

結果の比較により，振動安定性向上のメカニズムがどのように説明付けられるかを考える． 

はじめに機械システムの動特性に異方性がない場合を考える．エンドミル加工プロセス

の切削力係数行列の直流成分 ሾ𝐴଴ሿ  についてダイレクト項 𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬  とクロス項 𝛼଴௫௬，

𝛼଴௬௫ をいずれも考慮する通常のゼロ次近似法（以下，通常条件）と，ሾ𝐴଴ሿ を求めたのちク

ロス項 𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫  を強制的にゼロとおいてダイレクト項 𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬のみを考慮する条件

（以下，ダイレクト項のみの条件），およびダイレクト項 𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬ を強制的にゼロとお

いてクロス項 𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫ のみを考慮する条件（以下，クロス項のみの条件）でそれぞれ安

定性解析を実施して比較する．機械システムの動特性条件は図 5.1 と同じく 𝑚௫ ൌ 𝑚௬ ൌ 3 

[kg]，𝑐௫ ൌ 𝑐௬ ൌ 300 [Ns/m]，𝑘௫ ൌ 𝑘௬ ൌ 30 [N/µm] とする．想定する加工条件は表 5.1 と同

条件，または表 5.1 の条件に対し切削方向のみをアップカットからダウンカットへ変更した

条件（𝜃ୱ୲ ൌ 2𝜋 3⁄ ，𝜃ୣ୶ ൌ 𝜋 [rad]）とする． 
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図 5.10，図 5.11 に，動特性に異方性がない場合の安定性解析結果の比較を示す．また，

図 5.10 の切削方向はアップカット，図 5.11 はダウンカットである． 

まず図 5.10 について述べる．図 5.10 で想定する加工条件での 𝛼଴௫௫ と 𝛼଴௬௬ はそれぞれ 

𝛼଴௫௫ ൌ 0.0974，𝛼଴௬௬ ൌ െ0.297 と求められる（表 5.2）．つまり |𝛼଴௫௫| ൏ ห𝛼଴௬௬ห であり，ま

た 𝛼଴௬௬ ൏ 0，𝛼଴௫௫ ൐ 0 である．そのため 𝑎୪୧୫ のうち，ダイレクト項のみの条件の 𝑎୪୧୫ は，

5.2.2項での考察より4700 min−1付近を除く大部分の回転速度において 𝑎୪୧୫௬ となる（なお，

4700 min−1付近は 𝑎୪୧୫௫ となる）．一方，クロス項のみの条件の 𝑎୪୧୫ は，ダイレクト項のみ

の条件の 𝑎୪୧୫ に対しておおむね小さく，図 5.10 の回転速度範囲では 28～96%（平均 54%）

となっている．そして通常条件の 𝑎୪୧୫  はおおむねそれらの中間値となっている．次に図

5.10 の中段に示す自励振動の周波数 𝑓ୡ は，ダイレクト項のみの条件では上記 𝑎୪୧୫ の結果

に対応して，おおむね 𝑓ୡ ൐ 𝑓୬௬ ሺൌ 𝑓୬௫ሻ となる．一方，クロス項のみの条件の 𝑓ୡ は，動特

性に異方性がない条件では 𝑓୬௬ ሺൌ 𝑓୬௫ሻ より低い値から高い値までをとる．つまり，ダイレ

クト項のみの条件とクロス項のみの条件とで 𝑓ୡ  は一致しない．そして通常条件の 𝑓ୡ  は，

おおむねダイレクト項のみの条件とクロス項のみの条件の中間値をとるとわかる．比較的，

クロス項のみの条件の 𝑓ୡ に近い値をとる理由は，クロス項のみの条件の 𝑎୪୧୫ が，ダイレ

クト項のみの条件の 𝑎୪୧୫ より小さいことが影響していると考えられる．最後に図 5.10 の

下段に示す位相差 𝜀 は，ダイレクト項のみの条件とクロス項のみの条件とでそれぞれ 5.2.2

項，5.2.3 項で導出した範囲の値をとり，通常条件の 𝜀 は上記 𝑓ୡ と同じく，比較的クロス

項のみの条件に近い中間値をおおむねとるとわかる．なお通常条件の 𝑎୪୧୫ は，𝑓ୡ，𝜀 とは

Fig.5.10  Simulated up-milling stability  

using zero order approximation at 

         𝑚௫ = 𝑚௬ = 3 kg,  

𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m,  

𝑘௫ = 𝑘௬ = 30 N/µm 

Fig.5.11  Simulated down-milling stability  

using zero order approximation at 

         𝑚௫ = 𝑚௬ = 3 kg,  

𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m,  

𝑘௫ = 𝑘௬ = 30 N/µm 
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異なり，加工条件や動特性条件を変えると必ずしもダイレクト項のみの条件とクロス項の

みの条件の中間値にはならない． 

次に図 5.11 について述べる．図 5.11 で想定する加工条件での 𝛼଴௫௫ と 𝛼଴௬௬ はそれぞれ 

𝛼଴௫௫ ൌ െ0.380，𝛼଴௬௬ ൌ 0.180 と求められる（表 5.2）．つまり |𝛼଴௫௫| ൐ ห𝛼଴௬௬ห であり，また 

𝛼଴௫௫ ൏ 0 である．そのため，図 5.11 の上段に示す，ダイレクト項のみの条件の 𝑎୪୧୫ の大

部分は，X 方向の特性で決まる 𝑎୪୧୫௫  となるが，ダウンカットの 𝛼଴௫௫  はアップカットの 

𝛼଴௬௬  より絶対値が大きいためアップカットの 𝑎୪୧୫（主に 𝑎୪୧୫௬）より小さくなる．また 

𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫ の絶対値も，ダウンカットはアップカットより大きいため，クロス項のみの条件

の 𝑎୪୧୫ もダウンカットはアップカットより小さくなる．これに対し，通常条件の 𝑎୪୧୫ は

ダウンカットとアップカットとで等しい．その結果ダウンカットでは，多くの回転速度にお

いて，通常条件の 𝑎୪୧୫ がダイレクト項のみの条件とクロス項のみの条件のいずれよりも大

きくなる．なお，切削関与角の等しいアップカットとダウンカットとで通常のゼロ次近似法

による安定性解析結果が等しくなるのは，動特性に異方性がない条件でのみ成立する特殊

解である．切削関与角の等しいアップカットとダウンカットでは ሾ𝐴଴ሿ の各行列成分は異な

るが，任意の切削関与角について 𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ െ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫  と 𝛼଴௫௫ ൅ 𝛼଴௬௬  は等しくなる．

𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ െ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫  は式 (4.7)の  𝑎଴  の係数であり，𝛼଴௫௫ ൅ 𝛼଴௬௬  は式 (4.8)の  𝑎ଵ  の 

𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൌ 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ  における係数である．つまり動特性に異方性がない条件では，切削関

与角の等しいアップカットとダウンカットとで式(4.6)の特性方程式が一致するので，安定性

解析結果は一致する． 

動特性に異方性がない場合についての以上の内容を踏まえて，次に動特性に異方性があ

る場合を考える．図 5.5～5.8 と同じ加工条件および動特性条件で，図 5.10，5.11 と同様に通

常条件，ダイレクト項のみの条件，およびクロス項のみの条件の安定性をそれぞれ求める． 

図 5.12～5.15 に，動特性に異方性がある場合の安定性解析結果の比較を示す．各図中段に

示す 𝑓ୡ  に注目すると，ダイレクト項のみの条件の 𝑓ୡ  についてはアップカット（図 5.12，

5.13）ではおおむね 𝑓ୡ ൐ 𝑓୬௬ となり，ダウンカット（図 5.14，5.15）ではおおむね 𝑓ୡ ൐ 𝑓୬௫ 

となるとわかる．一方，クロス項のみの条件の 𝑓ୡ  はおおむね 𝑓୬௫  と 𝑓୬௬  の間の値をとる

とわかる．その結果，アップカットでは 𝑓୬௫ ൏ 𝑓୬௬  となるとき（図 5.12(a)～(c)，5.13(d)～

(f)），またダウンカットでは 𝑓୬௫ ൐ 𝑓୬௬ となるとき（図 5.14(d)～(f)，5.15(a)～(c)）には，ダ

イレクト項のみの条件の 𝑓ୡ とクロス項のみの条件の 𝑓ୡ は異なる値をとる．すなわち，再

生型自励振動の周波数とモードカップリング型自励振動の周波数とが引き離される状態と

なる．そして通常条件で求めた 𝑓ୡ は，前記 2 つの 𝑓ୡ のいずれかと一致するか，または前

記 2 つの 𝑓ୡ の中間値をとるとわかる（後者の傾向は，例えば図 5.12(c)の 4500 min−1付近に

見られる）．これらの結果より，アップカットで 𝑓୬௫ ൏ 𝑓୬௬，ダウンカットで 𝑓୬௫ ൐ 𝑓୬௬ であ

るときには，再生効果とモードカップリング効果のいずれか一方が支配的となり 2 つの自

励振動が同調しない状態となるか，または 2 つの自励振動が最も不安定となる周波数から

それぞれ乖離した中間の周波数で振動する状態となると解釈できる． 
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一方，アップカットでは 𝑓୬௫ ൐ 𝑓୬௬ となるとき（図 5.12(d)～(f)，5.13(a)～(c)），またダウ

ンカットでは 𝑓୬௫ ൏ 𝑓୬௬ となるとき（図 5.14(a)～(c)，5.15(d)～(f)）には，ダイレクト項のみ

の条件の 𝑓ୡ とクロス項のみの条件の 𝑓ୡ は多くの回転速度においてほぼ一致する．そして

通常条件で求めた 𝑓ୡ もそれらと一致する．したがって，アップカットで 𝑓୬௫ ൐ 𝑓୬௬，ダウン

カットで 𝑓୬௫ ൏ 𝑓୬௬ であるときには，再生型自励振動とモードカップリング型自励振動が同

調して発生する状態となると解釈できる． 

以上より，アップカットでは送り方向の固有振動数を半径方向の固有振動数よりも高く

し，ダウンカットでは送り方向の固有振動数を半径方向の固有振動数よりも低くすると，加

工安定性を向上できる物理的なメカニズムは，主に次のように説明できる： エンドミル加

工システムで発生する再生型自励振動とモードカップリング型自励振動にはそれぞれとり

やすい周波数帯域があり，機械システムの動特性バランスによって両者が引き離される場

合には，再生効果とモードカップリング効果のいずれか一方が支配的となって 2 つの自励

振動が同調しない状態となるため加工安定性が向上する． 
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Fig.5.12  Simulated up-milling stability using zero order approximation 

  at 𝑚௫ = 𝑚௬ = 3 kg, 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m, 𝑘௬ = 30 N/µm 

(a) 𝑘௫ = 10 N/µm (b) 𝑘௫ = 20 N/µm 

(c) 𝑘௫ = 25 N/µm (d) 𝑘௫ = 35 N/µm 

(e) 𝑘௫ = 40 N/µm (f) 𝑘௫ = 50 N/µm 



 

69 
 

 

Fig.5.13  Simulated up-milling stability using zero order approximation 

  at 𝑚௫ = 𝑚௬ = 3 kg, 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m, 𝑘௫ = 30 N/µm 

(a) 𝑘௬ = 10 N/µm (b) 𝑘௬ = 20 N/µm 

(c) 𝑘௬ = 25 N/µm (d) 𝑘௬ = 35 N/µm 

(e) 𝑘௬ = 40 N/µm (f) 𝑘௬ = 50 N/µm 
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Fig.5.14  Simulated down-milling stability using zero order approximation 

  at 𝑚௫ = 𝑚௬ = 3 kg, 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m, 𝑘௬ = 30 N/µm 

(a) 𝑘௫ = 10 N/µm (b) 𝑘௫ = 20 N/µm 

(c) 𝑘௫ = 25 N/µm (d) 𝑘௫ = 35 N/µm 

(e) 𝑘௫ = 40 N/µm (f) 𝑘௫ = 50 N/µm 
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Fig.5.15  Simulated down-milling stability using zero order approximation 

  at 𝑚௫ = 𝑚௬ = 3 kg, 𝑐௫ = 𝑐௬ = 300 Ns/m, 𝑘௫ = 30 N/µm 

(a) 𝑘௬ = 10 N/µm (b) 𝑘௬ = 20 N/µm 

(c) 𝑘௬ = 25 N/µm (d) 𝑘௬ = 35 N/µm 

(e) 𝑘௬ = 40 N/µm (f) 𝑘௬ = 50 N/µm 
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5.3 クロスコンプライアンスがエンドミル加工の振動安定性に及ぼす影響 

本節ではクロスコンプライアンスがエンドミル加工の振動安定性に及ぼす影響について

考察する． 

前節で想定したエンドミル加工システムモデルでは，クロスコンプライアンスをゼロと

仮定した．この仮定のもとで図 3.2 に示すブロック線図を一巡するときの切削力と振動の伝

達経路を，再生効果を省略してあらわすと以下の 4 経路となる． 

経路① 𝑥 → 𝛼଴௫௫ → 𝐹௫ → 𝐺௫௫ → 𝑥 

経路② 𝑦 → 𝛼଴௬௬ → 𝐹௬ → 𝐺௬௬ → 𝑦 

経路③ 𝑥 → 𝛼଴௬௫ → 𝐹௬ → 𝐺௬௬ → 𝑦 

経路④ 𝑦 → 𝛼଴௫௬ → 𝐹௫ → 𝐺௫௫ → 𝑥 

5.2.2 項の再生型自励振動は，経路①または経路②を繰り返し通るループによって生じ， 

5.2.3 項のモードカップリング型自励振動は，経路③と経路④を交互に通るループによって

生じると説明できる．振動の伝達経路としては経路①から経路④までをランダムに通るパ

ターンも考えられるが，5.2.4 項でも述べたように再生型自励振動とモードカップリング型

自励振動の周波数は必ずしも一致しないことより，ランダムな経路を通る振動がシステム

の安定性へ及ぼす影響は，前記のループより相対的に小さいと考えられる． 

一方，クロスコンプライアンスをゼロと仮定しない場合は，以下の 4 経路が加わって計 8

経路となる． 

経路⑤ 𝑥 → 𝛼଴௫௫ → 𝐹௫ → 𝐺௬௫ → 𝑦 

経路⑥ 𝑦 → 𝛼଴௬௬ → 𝐹௬ → 𝐺௫௬ → 𝑥 

経路⑦ 𝑥 → 𝛼଴௬௫ → 𝐹௬ → 𝐺௫௬ → 𝑥 

経路⑧ 𝑦 → 𝛼଴௫௬ → 𝐹௫ → 𝐺௬௫ → 𝑦 

これにより，経路⑦または経路⑧を繰り返し通るループによって生じる再生型自励振動

と，経路⑤と経路⑥をそれぞれ交互に通るループによって生じるモードカップリング型自

励振動もエンドミル加工システムの振動安定性に影響することとなる．さらには経路③と

経路⑥，および経路④と経路⑤をそれぞれ交互に通るループでのモードカップリング型自

励振動も含まれる． 

このような振動特性をもつエンドミル加工システムモデルに対して，鈴木ら[17]のクロス

コンプライアンスを利用した振動抑制方法が適用可能であるかを考える．鈴木らの提案方

法は，突切り加工やボーリング加工において，切削力の背分力方向成分の変動と背分力方向

のダイレクトコンプライアンスに応じて発生する再生型自励振動を，切削力の主分力方向

成分とクロスコンプライアンスに応じて発生する再生型自励振動で相殺する方法である．

この鈴木らの提案方法をエンドミル加工へ適用可能かを考えるにあたり，まず経路①で発

生する X 方向の再生型自励振動に着目すると，鈴木らの提案方法はこれを経路⑦で相殺す

る方法と説明できる．具体的にはダイレクトコンプライアンス 𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ および切削力係数 

𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௫  のそれぞれの絶対値や符号を考慮してクロスコンプライアンス 𝐺௫௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ  の絶



 

73 
 

対値や位相を決定すればよい．ここで一般的な機械構造では相反性によって 𝐺௫௬  と 𝐺௬௫ 

はおおむね等しくなることより，𝐺௫௬ を大きくすれば 𝐺௬௫ も大きくなるので，エンドミル

加工では経路⑧で発生する Y 方向の再生型自励振動も増大することとなる．よって経路②

と経路⑧で発生する Y 方向の再生型自励振動が互いに弱め合う関係となることも必要とな

る．しかし前節の図 5.3，図 5.4 に示すとおり，𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬，𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫ は半径方向切込み

深さに応じてさまざまな値をとる．したがって X 方向と Y 方向の再生型自励振動をそれぞ

れ完全に相殺するためには，𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ と 𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ の絶対値が 𝛼଴௫௫，𝛼଴௬௬，𝛼଴௫௬，𝛼଴௬௫ の

バランスに対応した比率となっていることも必要となる．すなわち，鈴木らの提案方法をエ

ンドミル加工へ適用することは可能と考えられるが，機械システムの動特性の設計要件が

突切り加工やボーリング加工よりも複雑となる．またエンドミル加工では再生効果に加え

てモードカップリング効果も作用することより，機械システムのクロスコンプライアンス

を利用して振動安定性を向上させるためには，再生効果とモードカップリング効果が弱め

合うようにクロスコンプライアンスを設計する必要があると考えられる． 

続いて，どのような場合にクロスコンプライアンスを利用して振動安定性を向上させる

ことができるかをゼロ次近似法にもとづく切削シミュレーションで調査する．具体的には，

クロスコンプライアンスを増加させてもダイレクトコンプライアンスは変化しないと仮定

して，クロスコンプライアンスを増加させた（利用した）場合に振動安定性が向上するか否

かをゼロ次近似法にもとづく切削シミュレーションで評価する．シミュレーションの方法

は以下のとおりとする．ダイレクトコンプライアンスのみを考慮する条件とクロスコンプ

ライアンスも考慮する条件について，それぞれゼロ次近似法によって安定限界を求めて両

者の比（以下，安定限界比）をとる．クロスコンプライアンスを利用することで振動安定性

が向上する回転速度条件では，安定限界比が 1 より大きくなる．この安定限界比を，アップ

カットの場合は 𝜃ୣ୶，ダウンカットの場合は 𝜃ୱ୲ を変化させて繰り返し求め，結果をカラー

マップで示す．カラーマップの横軸は回転速度，縦軸は 𝜃ୣ୶ または 𝜃ୱ୲ とし，安定限界比

の大きさを色であらわす．なおゼロ次近似法においてクロスコンプライアンスも考慮する

場合は，式(4.6)の係数 𝑎଴，𝑎ଵ をそれぞれ次式に置き換えればよい． 

 

𝑎଴ ൌ ൫𝛼଴௫௫𝛼଴௬௬ െ 𝛼଴௫௬𝛼଴௬௫൯ൣ𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ െ 𝐺௫௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ𝐺௬௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ൧ (5.26) 

𝑎ଵ ൌ 𝛼଴௫௫𝐺௫௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൅ 𝛼଴௫௬𝐺௬௫ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൅ 𝛼଴௬௫𝐺௫௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ ൅ 𝛼଴௬௬𝐺௬௬ሺ𝑖𝜔ୡሻ (5.27) 

 

本節のシミュレーションに用いた動特性パラメータを表 5.3 に，想定した加工条件を表

5.4 に示す．動特性の条件は，ダイレクトコンプライアンスの条件 1～3 とクロスコンプライ

アンスの条件 a，b の組み合わせにより，条件 1a のようにあらわす．アップカットの場合の 

𝛼଴௫௫ の符号の変化（図 5.3(a)）と安定限界比との関係を確認するため，分力比は 0.3（𝜃ୣ୶ の

値に応じて 𝛼଴௫௫ は正の値も負の値もとる）と 0.7（𝛼଴௫௫ は常に負の値をとる）の 2 条件と

する． 
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Table 5.3  Modal parameters 

Condition Condition 1* Condition 2* Condition 3* Condition *a Condition *b 

FRF 𝐺௫௫, 𝐺௬௬ 𝐺௫௫ 𝐺௬௬ 𝐺௫௫ 𝐺௬௬ 𝐺௫௬, 𝐺௬௫ 𝐺௫௬, 𝐺௬௫ 

Mass  kg 3 3 3 6 −6 

Damping  Ns/m 300 300 300 600 −600 

Stiffness  N/µm 30 35 30 30 35 60 −60 

 

Table 5.4  Cutting model parameters 

Immersion angle  rad 0 – 𝜋 (Step : 1 degree) 

Number of teeth 2 

Spindle speed  min−1 1000 – 5000 

Tangential specific cutting force  MPa 1500 

Force ratio 0.3, 0.7 

 

分力比が 0.3 の場合のシミュレーション結果を図 5.16～図 5.21 に示す．図 5.16～図 5.21

より，少なくとも，アップカットまたはダウンカットのいずれかを選択するだけで，回転速

度および半径方向切込み深さを問わずに安定限界比が 1 より大きくなるような条件は存在

しないとわかる．すなわち，クロスコンプライアンスの利用によって振動安定性が向上する

か否かは加工条件次第であり，回転の方向を変更しない限りはクロスコンプライアンスの

利用によって見かけのコンプライアンスを低減可能な突切り加工やボーリング加工とは大

きく異なる． 

図 5.17(a)に示す，動特性条件 1b のアップカットでは，4000 min−1 付近の回転速度を選択

すれば，半径方向切込み深さを問わず，安定性向上効果が得られる．また図 5.19(b)に示す，

動特性条件 2b のダウンカットでは，半径方向切込み深さが小さい場合において，回転速度

によらず 1.5 倍以上の安定性向上効果を得られる．このように特定の加工条件において，ク

ロスコンプライアンスの利用によって振動安定性を向上させることは可能と予測される． 

 

 
Fig.5.16  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 1a, 𝑘୰ = 0.3 
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Fig.5.17  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 1b, 𝑘୰ = 0.3 

Fig.5.18  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 2a, 𝑘୰ = 0.3 

Fig.5.19  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 2b, 𝑘୰ = 0.3 

Fig.5.20  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 3a, 𝑘୰ = 0.3 

Fig.5.21  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 3b, 𝑘୰ = 0.3 



 

76 
 

続いて分力比が 0.7 の場合のシミュレーション結果を図 5.22～図 5.27 に示す．図 5.22～

図 5.27 より，分力比が 0.3 の場合と同様に，アップカットまたはダウンカットのいずれか

を選択するだけで，回転速度および半径方向切込み深さを問わずに安定限界比が 1 より大

きくなるような条件は存在しないとわかる．なお，注目した 𝛼଴௫௫ の符号の変化の影響につ

いては，図 5.16～図 5.27 において明確にあらわれることはなかった． 

 

Fig.5.22  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 1a, 𝑘୰ = 0.7 

Fig.5.23  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 1b, 𝑘୰ = 0.7 

Fig.5.24  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 2a, 𝑘୰ = 0.7 

Fig.5.25  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 2b, 𝑘୰ = 0.7 
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5.4 加工安定性を向上できる動特性バランスの設計指針 

第 3 章，第 4 章，および本章の 5.3 節までより得られた知見を，第 2 章で示した表 2.1 へ

加えることで，切削加工システムの動特性がとるべきバランスについての知見は表 5.5 のよ

うにまとめられる． 

 

Table 5.5  Knowledge about specifications of dynamics balance 

Type of vibration 
Should direct compliance be 

isotropic or anisotropic? 
Effect of cross compliance 

Forced vibration Isotropic 
Vibration can be suppressed 

by proper design 

Self-excited 

vibration 

Regenerative 

chatter Anisotropic 

Up-cut: 𝜔୬௬ ൐ 𝜔୬௫ 

Down-cut: 𝜔୬௫ ൐ 𝜔୬௬ 

Either is 

fine 

Vibration can be suppressed 

by proper design 

Mode 

coupling 

Aniso-

tropic 

Vibration can be suppressed 

by proper design 

 

また加工中の振動を低減し，加工精度・加工能率を向上するための，切削加工システムの

動特性バランスの設計については，以下のことがいえる． 

まず前提として，コンプライアンスは方向を問わず極力小さくすることが望ましい．特に

減衰を大きくすることは，強制振動の低減にも自励振動の抑制にも有効である．その上で，

2 次元で定式化されるエンドミル加工において，主に自励振動の安定性を向上するための動

Fig.5.26  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 3a, 𝑘୰ = 0.7 

Fig.5.27  Simulation results for ratio of 𝑎୪୧୫ at FRF condition 3b, 𝑘୰ = 0.7 
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特性バランスの設計指針は次のとおりである． 

 

指針：アップカットでは送り方向の固有振動数を送りに直交する工具半径方向の固有振動

数よりも高くし，ダウンカットでは送り方向の固有振動数を送りに直交する工具半

径方向の固有振動数よりも低くすると，加工安定性を向上できる． 

 

ただし，上記設計指針の適用効果は，半径方向切込み深さや分力比の影響を受けて変化す

る．ここで設計指針の適用効果を，次式で定義する安定性向上率 𝜉 を用いて評価する． 

 

𝜉 ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 

min
 
𝑎୪୧୫୆

min
 
𝑎୪୧୫୅

  if up- cut,   

min
 
𝑎୪୧୫୅

min
 
𝑎୪୧୫୆

  if down- cut.

 (5.28) 

 

ただし，𝑎୪୧୫୅，𝑎୪୧୫୆ はそれぞれ式(4.1)を用いて正の実数として求められる安定限界切込み

深さであり，ある動特性バランス 𝐺௫௫，𝐺௬௬ と，それを直交方向から見た動特性バランスを

想定するときに，𝑎୪୧୫୅ は 𝑓୬௫ ൐ 𝑓୬௬ の動特性バランスで求めた安定限界切込み深さ，𝑎୪୧୫୆ 

は 𝑓୬௫ ൏ 𝑓୬௬ の動特性バランスで求めた安定限界切込み深さをあらわす．なお安定限界切込

み深さの最小値 min
 
𝑎୪୧୫ は無条件安定限界とも呼ばれる．安定性向上率 𝜉 を式(5.28)のよ

うに定義することにより，設計指針が有効であれば，切削方向によらず 𝜉 は 1 以上となる．

ここでは動特性パラメータとして表 3.6 の条件 1 と条件 2 を用い，クロスコンプライアンス

はゼロと仮定する．また想定した加工条件を表 5.6 に示す． 

 

Table 5.6  Cutting model parameters for milling stability analysis 

Immersion angle  rad 0 – 𝜋 (Step : 5 degree) 

Number of teeth 2 

Tangential specific cutting force  MPa 1500 

Force ratio 0.1 – 1.0 (Step : 0.02) 

 

図 5.28 に半径方向切込み深さと分力比を変化させたときの 𝜉 をカラーマップで示す．ま

た図 5.29 は図 5.28 のカラーバーの表示範囲を 0.999 から 1.001 へ変更し，𝜉 ൌ 1 をしきい値

として 2 値化したものであり，𝜉 は 1 未満となる場合もあるとわかる． 

図 5.28 より，設計指針の適用が有効と考えられる具体的な加工内容としては，分力比に

ついてはそれが比較的小さい場合，つまりアルミニウム合金や焼入れをしない炭素鋼など

をすくい角が正の鋭利な切れ刃で切削する場合であるとわかる．また半径方向切込み深さ

については，工具直径の 1/2 程度とするときに，設計指針の適用による振動安定性向上効果
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は大きくなる． 

 

 

 
 

  

Fig.5.28  Relationship between immersion angle 𝜃ୱ୲ or 𝜃ୣ୶, cutting foece ratio 𝑘୰,  

and stability improvement rate ξ 

(a) Up-cut (b) Down-cut 

Fig.5.29  Relationship between immersion angle 𝜃ୱ୲ or 𝜃ୣ୶, cutting foece ratio 𝑘୰,  

and stability improvement rate ξ (different display range) 

(a) Up-cut (b) Down-cut 
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5.5 結論 

本章では，2 次元のエンドミル加工を対象とし，ゼロ次近似法にもとづいて，再生効果の

みを考慮した場合，およびモードカップリング効果のみを考慮した場合についての振動安

定性を考察した．続いてそれらの考察をもとに，ダイレクトコンプライアンスのバランスに

よって振動安定性が向上するメカニズムを説明した．またクロスコンプライアンスがエン

ドミル加工の振動安定性に及ぼす影響についても考察した．そして，加工安定性を向上でき

る動特性のバランスに関する知見をまとめ，設計指針を提示した．以下に本章で得られた結

論を示す． 

 

1) クロスコンプライアンスをゼロと仮定した 2 次元エンドミル加工システムにおい

て再生型自励振動のみが発生する場合，加工システムの安定限界は，加工プロセス

および機械システムの送り方向の特性のみによって決まる安定限界と半径方向の

特性のみによって決まる安定限界の，いずれか小さいほうとなる． 

 

2) クロスコンプライアンスをゼロと仮定した 2 次元エンドミル加工システムで発生

する再生型自励振動の，各方向の安定限界は，切削力係数行列の直流成分のダイレ

クト項に反比例するが，その絶対値はアップカットでは送り方向，ダウンカットで

は半径方向となる傾向にある．そのため 2 方向のダイレクトコンプライアンスに

大きな異方性がなければ，エンドミル加工で再生型自励振動が支配的となるとき

には，安定限界はアップカットでは主に送り方向のダイレクトコンプライアンス，

ダウンカットでは半径方向のダイレクトコンプライアンスによって決定される．

また再生型自励振動の周波数は主に支配モードの固有振動数より高い値をとるた

め，エンドミル加工で再生型自励振動のみが発生するときや再生型自励振動が支

配的となるときの振動の周波数は，アップカットでは主に送り方向の固有振動数

より高くなり，ダウンカットでは半径方向の固有振動数より高くなる． 

 

3) エンドミル加工のモードカップリング型自励振動の安定限界は，切削関与角を小

さくする，送り方向および/または半径方向のダイレクトコンプライアンスの絶対

値を小さくする，および送り方向と半径方向のダイレクトコンプライアンスの固

有振動数の差を大きくすることで向上できる． 

 

4) エンドミル加工のモードカップリング型自励振動の周波数は，切削方向によらず，

おおむね送り方向と半径方向の固有振動数の中間値となる． 

 

5) 上記 2)，4)より，再生型自励振動とモードカップリング型自励振動にはそれぞれと

りやすい周波数帯域があり，動特性バランスによって両者が引き離される状態に
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も，重なり合う状態にもなり得る．引き離される場合には，再生効果とモードカッ

プリング効果のいずれか一方が支配的となって 2 つの自励振動が同調しない状態

となる．そのため，アップカットでは送り方向の固有振動数を半径方向の固有振動

数よりも高くし，ダウンカットでは送り方向の固有振動数を半径方向の固有振動

数よりも低くすると，加工安定性を向上できる． 

 

6) 機械システムのクロスコンプライアンスを利用して振動安定性を向上させるため

には，再生効果とモードカップリング効果が弱め合うようにクロスコンプライア

ンスを設計する必要がある．この設計解を探索するために，機械システムの動特性

バランスと加工条件を想定し，半径方向切込み深さと主軸回転速度を変更したパ

ラメータスタディをおこなった．振動安定性を向上させることができるケースは

存在したが，加工条件によらずに振動安定性を向上できる動特性バランスはなく，

適切な設計は加工条件によってケースバイケースとなることがわかった． 

 



 

82 
 

 切削加工システムの動特性バランスの変更方法 

6.1 緒論 

本研究では，切削加工システムの動特性の異方性が加工中の振動安定性へ及ぼす影響に

着目し，第 3 章では 2 次元エンドミル加工を対象として動特性の異方性が振動安定性へ与

える影響を時間応答シミュレーションと切削実験により調査した．次に 第 4 章では，2 次

元エンドミル加工の自励振動の安定限界向上のために送り方向と半径方向の動特性がどの

ような関係にあるべきかについて，いくつかの前提条件のもとでゼロ次近似法にもとづい

て明らかにした．アップカットでは送り方向，ダウンカットでは半径方向の固有振動数を他

方より高くすると振動安定性を向上可能であることを設計指針として示し，その妥当性を

切削実験により検証した．続く第 5 章では，2 次元エンドミル加工のクロスコンプライアン

スを無視したゼロ次近似法モデルにもとづいて，切削力係数行列の直流成分のダイレクト

項のみ，またはクロス項のみを考慮した場合の振動安定性を考察して，動特性バランスによ

って振動安定性が向上するメカニズムを説明付けるとともに，クロスコンプライアンスが

エンドミル加工の振動安定性に及ぼす影響についても考察した．そして，加工安定性を向上

できる動特性バランスに関する知見をまとめ設計指針を提示した．2 次元エンドミル加工以

外の切削加工法についても，切削モデルを適切に構築することで，加工中の振動を低減可能

な動特性バランスを導出できると考えられる． 

この動特性バランスによる振動安定性の向上を実際の生産加工へ適用するためのアプロ

ーチとしては，工作機械や加工セットアップなどの機械構造の動特性バランスを設計段階

において作り込む方法と，既存の機械構造の動特性を望ましいバランスへと調整する方法

が考えられる．ただし実際の機械システムにおいては，その構成要素の中で工作物のコンプ

ライアンスが最も高く加工中の振動の主要因となる場合もある．工作物の形状は製品仕様

によって決定され，加工に適した動特性バランスとなるようには必ずしも設計できない．ま

た，現実の工作機械製造における部品の加工精度や組立精度のばらつき，および減衰の正確

な予測は困難であることなどの影響により，必ずしも設計どおりの動特性が得られるとは

限らない．以上より本研究では，動特性バランスによる振動安定性の向上を実際の生産加工

へ適用するためのアプローチとして，動特性バランスを調整する方法に焦点を当てること

とする． 

ここでの動特性バランスの調整とは，具体的には直交 2 方向の固有振動数の大小関係を

変更することとする．工作機械や加工セットアップの固有振動数の変更方法はこれまでに

も数多く研究されており，例えばベッドの空洞部への水の充填[38]や制振対象への金属製の

付加質量の取り付け[39-40]などによって質量を変化させる方法，またワークレストの設置，

可変予圧主軸[41-42]，電磁力や圧電アクチュエータの利用などによって剛性を変化させる

方法[21, 43-44]がある．しかし，質量や軸受予圧の変更では動特性を特定の方向のみへ選択

的に変更することは難しく，ワークレストは振動によって工作物が離れるとその剛性が失



 

83 
 

われるため狙いの動特性バランスを維持できない．また電磁力や圧電アクチュエータを利

用する方法は技術的には有効であるが，費用対効果や自動工具交換への対応などの課題が

あり，実生産への導入は容易でない．そこで本章では，機械構造物の動特性を特定の方向の

みへ選択的に，かつ簡便に調整するための，一方向配向の CFRP シートを利用した動特性バ

ランス変更方法を提案する． 

本章の構成は以下のとおりである．6.2 節では，基礎評価として，一方向配向の CFRP シ

ートによる機械構造物の動特性変更の有効性を実験的に調査する．また，調査結果を FEM

解析の結果と比較することで，提案方法の FEM モデリング手法を提示する．6.3 節では，切

削実験によって提案方法の有効性を検証する．6.4 節は以上をまとめた本章の結論である． 

6.2 動特性変更方法の基礎評価 

強化繊維を一方向のみに配向させた繊維強化プラスチック（FRP）は，その繊維配向方向

において金属材料と同等以上の高い剛性を有し，繊維配向方向以外の方向の剛性はマトリ

クスの樹脂材料と同程度となる異方性材料である．また，金属材料より軽量という特徴も有

する．これらの特徴より，一方向配向の FRP を等方性材料製の機械構造物へ取り付ければ，

取り付け対象物の質量の増大を抑制しながら静剛性を増大させられると考えられるため，

前述の“振動安定性が向上する動特性バランス”を実現する上で好適である． 

そこで本節では一方向配向の CFRP シートを用いた，機械構造物の動特性変更方法の有

効性を実験的に調査し，その結果を FEM 解析によって検証する． 

6.2.1 実験方法 

平板状の工作物へ CFRP を含む複数の補強部材を取り付けることにより，工作物の静剛

性や固有振動数がどのように変化するかを調査する．図 6.1 に実験で使用した工作物を示

す．材質は鋳鉄 FC250 で，表面仕上げの異なる 2 種類の工作物を用いる．図 6.1(a)に示す工

作物（以下，工作物 A）の厚さ 15 mm の平板部は鋳肌となっている．また図 6.1(b)は平板部

の表面仕上げが切削面の工作物（以下，工作物 B）であり，工作物 A の平板部の両面をそれ

ぞれ 2.5 mm の取り代で追加加工して製作したため，平板部の厚さは 10 mm となっている．

工作物 A，工作物 B ともに下部の厚さ 30 mm の部分をバイスで把持して高さ 115 mm，幅

100 mm の片持ち平板とする．平板部へ後述する補強部材を取り付けることで，1 次の曲げ

モードの固有振動数を変化させる．図示を省略するが，平板部には補強部材を取り付けるた

めのねじ穴を複数設ける． 

図 6.2 に動特性変更用の補強部材を示す．補強部材の材質は CFRP のほか，比較のため鉄

鋼（SS400）とアルミニウム合金（A2017P）を加えた 3 条件とした．SS400 製，および A2017P

製の補強部材の形状は共通とし，それぞれM6のボルト 4本で工作物へ締結する（図6.2(a)）．

CFRP 製部材は配向方向が図 6.1 の Z 方向と一致するように用いる．ボルト締結のため，図

6.2(b)に示すように A2017P 製のソケットを，エポキシ系接着剤を用いて装着する．接着層
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の厚さは 0.1～0.15 mm とした．また CFRP 製部材については，同じエポキシ系接着剤を用

いて，工作物へ直接貼り付ける条件も評価する．この接着する場合の CFRP 製部材の上下方

向寸法は 100 mm とし，A2017P 製のソケットは装着しない．いずれの補強部材も，工作物

の一方の面にのみ取り付ける．表 6.1 に工作物，補強部材，および補強部材の取り付け方法

をまとめる．工作物，補強部材，および補強部材の取り付け方法の組み合わせについてそれ

Fig.6.1  Workpiece 

(a) Workpiece A (b) Workpiece B 

Fig.6.2  Test piece 

(a) SS400 and A2017P (b) CFRP (for bolted) 
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ぞれ 3 組ずつ用意して，静剛性，および固有振動数を測定し，その平均値を比較評価する．

補強部材をボルト締結する条件では，静剛性や固有振動数の変化率が工作物の表面仕上げ

の影響を受けやすく，接着する条件では表面仕上げの影響を受けにくいものと想定される．

なお，工作物および補強部材の取り付け面の表面粗さは，それぞれ算術平均粗さ Ra の代表値と

して，工作物A は 23 µm，工作物B は 2.2 µm，SS400 製部材は 0.6 µm，A2017P 製部材は 0.4 µm，

CFRP 製部材は 0.8 µm だった． 

工作物は 3 軸立形マシニングセンタのテーブル上へ固定したバイスで把持する．静剛性

測定は，主軸へ取り付けたダミー工具を，工作物の，補強部材を取り付けない面へ接触させ，

手動パルス発生器によってステップ状に送りを与えて，その際の押し付け荷重と工作物の

変位を測定する方法で実施する．工作物の押し付けと変位測定はいずれも工作物の上端か

ら 10 mm，側面から 50 mm の距離での対向する位置でおこなう．荷重はダミー工具に取り

付けた圧電型の力センサで，変位は静電容量型変位計でそれぞれ測定する． 

また固有振動数はインパルス加振法によって測定する．1 次の曲げモードと 2 次のねじり

モードの固有振動数を評価するため，図 6.3 に示すように，圧電型の加速度計を工作物の角

と中央に 2 台設置し，工作物の角に設置した加速度計付近をインパクトハンマで加振する． 

 

Table 6.1  Workpiece, test piece and mounting 

Workpiece Test piece Mounting 

A (Casting surface) 
None, SS400, A2017P, CFRP Bolted 

CFRP Glued 

B (Cutting surface) 
None, SS400, A2017P, CFRP Bolted 

CFRP Glued 

 

 
  

Fig.6.3  Experimental setup at impact test 
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6.2.2 シミュレーション方法 

前節で述べた工作物および平板状の補強部材の 3D モデルを作成する．表 6.2 に，解析に

使用した材料物性値を示す．工作物，および補強部材の表面粗さは考慮しない． 

工作物と補強部材との界面の接触挙動は次のように設定する．CFRP 製部材を接着する条

件については，界面全体をボンド（固着）に設定する．CFRP，SS400，A2017P のいずれか

の補強部材をボルト締結する条件については，工作物，補強部材それぞれの 4 か所のボルト

締結位置に直径 6 mm の円形領域を定義し，領域どうしをボンドに設定する．円形領域以外

には接触挙動を設定しない．またボルト締結用の CFRP 製部材への A2017P 製ソケットの接

着もボンドとする． 

作成した 3D モデルについて静剛性と固有振動数を解析する．拘束条件は図 6.4 に示すよ

うに，工作物の下部 3 面の完全拘束とする．静剛性は，6.2.1 項の実験と同じ荷重位置へ 1 N

の静荷重を加えたときの，同じ変位測定位置における変位を有限要素法による静的構造解

析で求め，その逆数を求める．固有振動数は有限要素法によるモーダル解析をおこない，1

次および 2 次の固有振動数を求める． 

 

Table 6.2  Material properties 

Workpiece Density  kg/m3 Young's modulus  GPa Poisson's ratio 

FC250 7200 110 0.280 

SS400 7850 200 0.300 

A2017P 2770 71.0 0.330 

CFRP 
1: longitudinal 
2,3 : transverse 

1690 
𝐸ଵ : 381 

𝐸ଶ, 𝐸ଷ : 6.98 

𝜈ଶଵ, 𝜈ଷଵ : 0.00598 
𝜈ଵଶ, 𝜈ଵଷ : 0.326 
𝜈ଶଷ, 𝜈ଷଶ : 0.507 

 

 
Fig.6.4  Restraint condition 
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6.2.3 実験およびシミュレーション結果 

表 6.3 に静剛性，および固有振動数の測定結果，およびシミュレーション結果を示す．実

験では，追加加工により平板部の厚さが工作物 A より薄い工作物 B の静剛性および固有振

動数は，総じて工作物 A より低くなった．静剛性は工作物 A，工作物 B ともに，補強部材

を取り付けたいずれの条件とも，補強部材なしの条件より向上した．一方，1 次の固有振動

数は，補強部材をボルト締結する条件では，工作物および補強部材の材質によらず補強部材

を取り付けない条件より減少し，CFRP 製部材を工作物へ接着する条件では，工作物によら

ず増加する結果となった．シミュレーション結果でも以上の傾向は一致した．すなわち，

6.2.2 項のモデリングにより，6.2.1 項の実験条件をおおむね再現可能といえる． 

表面が鋳肌である工作物 A について，補強部材なしの場合と材質の異なる 3 種類の補強

部材をボルト締結した場合とを比較する．静剛性の測定結果については補強部材なしの場

合に対する CFRP 製部材を取り付けた場合の増加率が 13%となり，SS400 製部材を取り付け

た場合の増加率と同等となった．比較的弾性率の低い A2017P 製部材を取り付けた場合の静

剛性増加率は 11%と他の 2 種と比較して低く，妥当な結果といえる．シミュレーションと

の比較では，工作物 A の補強部材なしの静剛性については測定値がシミュレーションより

11%小さくなっており，そのため補強部材を取り付けた条件の静剛性も総じて測定値はシミ

ュレーションより小さくなったと考えられる．乖離の原因は，実験に用いた工作物 A の補

強部材取り付け部の平均的な厚さが 15 mm より薄かったためと考えられる． 

固有振動数の測定結果については，まず SS400 製部材の場合，補強部材なしに対して 1 次

の曲げモードの固有振動数が 11%減少した．これは補強部材の取り付けによるモード剛性 

 

Table 6.3  Experimental and simulation results 

Work-
piece 

Test 
piece 

Mounting 
Stiffness  N/µm 

Natural frequency  Hz 

1st mode 2nd mode 

Exp. Sim. Exp. Sim Exp. Sim 

A None – 5.88 6.61 638 667 1750 1780 

A SS400 Bolted 6.65 7.28 565 577 1730 1720 

A A2017P Bolted 6.51 7.01 607 634 1770 1790 

A CFRP Bolted 6.65 7.10 607 632 1700 1740 

A CFRP Glued 7.67 9.02 674 758 1750 1860 

B None – 2.11 2.15 454 460 1290 1250 

B SS400 Bolted 2.73 2.52 400 385 1360 1270 

B A2017P Bolted 2.54 2.39 436 434 1360 1310 

B CFRP Bolted 2.77 2.46 442 431 1300 1260 

B CFRP Glued 2.79 3.31 484 516 1320 1270 
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の増加率を，モード質量の増加率が上回っていることを示唆している．SS400 より密度の小

さい A2017P 製や CFRP 製の補強部材でも固有振動数は補強部材なしに対して減少したが，

その低下率は 5%で SS400 製部材に比しては小さかった．また 2 次のねじりモードの固有振

動数については，補強部材なしに対し，SS400 製部材は 1%減少，A2017P 製部材は 1%増加，

CFRP 製部材は 3%減少となり，1 次モードと比較して変化率は小さかった． 

続いて，補強部材なし，CFRP 製部材のボルト締結，および接着の 3 条件について測定結

果を比較すると，補強部材なしに対する接着の静剛性増加率は 30%で，ボルト締結を大き

く上回っている．これは，ボルト締結では補強部材なしに対して減少した 1 次の固有振動数

が，接着では 4%増加という結果を示したこととも整合している．また 2 次の固有振動数は

ほとんど変化しなかった．これは，2 次の固有モードが平板部のねじりモードであり，今回

の CFRP の繊維配向ではねじり剛性をほとんど増加させられないためである．すなわち，1

次モードの固有振動数のみを独立に増加させることができたといえる． 

表面が切削面である工作物 B の測定結果については，補強部材をボルト締結した場合の

静剛性の増加率はそれぞれの補強部材材質について工作物 A より大きく，1 次の固有振動

数はそれぞれの補強部材材質について工作物Aへ取り付けた場合と同等の減少率となった．

また工作物 B へ CFRP 製部材を接着した場合を補強部材なしと比較すると，静剛性は 32%

増加，固有振動数は 1 次が 6%増加，2 次が 2%増加となり，工作物 A における補強部材な

しと CFRP 製部材接着との差とほぼ同等となった．これらの測定結果は表面粗さを考慮し

ていないシミュレーション結果とおおむね傾向が一致していることより，今回の実験では

事前に想定した締結部の密着性の影響は小さかったといえる． 

図 6.5 に工作物 A の 1 次モードのシミュレーション結果を示す．図 6.5(a)は SS400 製部材

のボルト締結，同図(b)は CFRP 製部材のボルト締結，同図(c)は CFRP 製部材の接着をそれ

ぞれ模した条件である．図 6.5(a)に示すとおり，SS400 製部材をボルト締結する条件では，

1 次の曲げモードにおいて工作物と SS400 製部材との間にすきまが生じる．すなわち，補強

部材は工作物のモード剛性の向上へ十分に寄与しない状態となっている．A2017 製部材の

ボルト締結（図示省略）のほか，工作物と補強部材との間に常時すきまが存在する CFRP 製

部材のボルト締結（図 6.5(b)）についても同様である．一方，図 6.5(c)より，CFRP 製部材を

接着する条件では，1 次の曲げモードにおいて補強部材は工作物と一体となって曲げ変形し

ているとわかる．このような補強部材の変形挙動の違いによって，静剛性の増加率の差や，

1 次の固有振動数の変化が決定されている． 

以上より，一方向配向の CFRP シートを機械構造物へ接着する方法は，機械構造物側の取

り付け面の表面仕上げによらず，機械構造物の静剛性，および 1 次モードの固有振動数を増

加させることが可能であると確認でき，狙いどおりの効果が得られた．一方，CFRP シート

を機械構造物へボルト締結する方法については，静剛性は増加させられるが 1 次の固有振

動数は減少し，狙いとは異なる結果となった．6.1 節でも述べたとおり，動特性バランスに

よる振動安定性の向上には，固有振動数の変更が必要である．よって，接着とボルト締結の
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いずれの取り付け方法でも固有振動数を変更可能であることより，動特性変更方法として

有効といえる．ただし，動特性を変更する対象が製品の工作物である場合には，動特性変更

のために所望の位置へねじ穴を設けることは必ずしも可能でないことも勘案すると，ボル

ト締結より接着させる方法が動特性変更方法として有望である． 

 

 

6.3 実験検証 

本節では，提案方法，すなわち CFRP シートを用いて機械構造物の動特性バランスを調整

し振動安定性を向上させる方法の有効性について，切削実験と切削シミュレーションによ

り検証する． 

6.3.1 実験方法 

図 6.6 に切削実験の概要を示す．切削実験は，5 軸立形マシニングセンタを用いた丸棒工

作物の外径コンタリング加工にておこなう．5 軸立形マシニングセンタは，主軸頭を直動 3

軸で送り駆動し，テーブル側に回転 2 軸を有する機構である． 

切削実験では，工作物側のコンプライアンスを工具側のコンプライアンスより十分に大

きくすることで，工作物側の動特性が支配的となるようにした．工作物は直径 30 mm の炭

素鋼 S45C 丸棒とし，ストレートコレットを介して三つ爪スクロールチャックで把持する．

スクロールチャックの締付けトルクは 45 Nm とし，把持力は実測の結果 2.4 kN だった．工

作物の突出し長さを調整して，固有振動数を変化させる． 

工作物へ貼り付ける一方向配向の CFRP シートは，6.2 節の基礎評価で使用したものと同

一グレードの平板形状のピッチ系プリプレグから作製した．CFRPシートの寸法は幅 10 mm，

Fig.6.5  Simulated 1st mode at workpiece A 

(a) With bolted SS400 test piece (c) With glued CFRP test piece (b) With bolted CFRP test piece 
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厚さ 3 mm，長さ 130 mm である．これを工作物の X 方向，または Y 方向へ貼り付ける．丸

棒工作物の外周にフィットする円弧形状の CFRP シートをエポキシ系接着剤で接着すれば，

6.2 節での検証結果と同等の固有振動数向上効果が得られるものと推定されるが，実際の工

作物においては接着した CFRP シートの取り外しの容易性，および残留接着剤の除去の容

易性も必要となる．そこで今回はシアノアクリレート系の瞬間接着剤を用いて平板形状の

CFRP シートを接着する方法を採用した． 

図 6.7 に実験のセットアップの一例を示す．工作物には，X 方向および Y 方向にそれぞれ

圧電型の加速度計（感度：1.02 mV/(m/s2)，測定範囲：±4905 m/s2）を取り付け，加工中の振

動を測定する．サンプリング周波数は 25.6 kHz とした． 

 

  

 

表 6.4 に主な加工条件，図 6.8 に X-Y 平面上の工具経路を示す．工具には超硬合金製，Cr 

系複合多層コーティング，ねじれ角 30°のスクエアエンドミルを用いた．切削関与角が第

4 章の切削実験と同じく 𝜋 3⁄  rad となるように，工具直径φ10 mm に対して半径方向切込

み深さを 3.14 mm とした．図 6.8 に示すように工具を送るため，切削方向はアップカットと

なる．また同図中に示す角度を用いて加工位置をあらわす． 

図 6.9 に加工の順序を示す．工作物は 2 本用意して，1 本の工作物につき 4 条件の加工を

おこなう．その順序は，①CFRP なし（初期状態，回転速度 𝑛ଵ），②CFRP 貼り付け状態（回

転速度 𝑛ଵ）③CFRP 貼り付け状態（回転速度 𝑛ଶ），④CFRP なし（取り外し後，回転速度 𝑛ଶ）

とする．それぞれの加工面を保存するため，半径方向切込み深さ 3.14 mm で加工する前に

低半径切込みの予備加工をおこなう．予備加工の半径方向切込み深さは CFRP なし（初期状

態）から順に 0.4，0.3，0.2，0.1 mm とする． 

Fig.6.6  Schematics of cutting  

experiment 

Fig.6.7  Experimental setup 
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Table 6.4  Cutting conditions 

Tool diameter  mm 10 

Number of teeth 2 

Workpiece diameter  mm 30 

Overhang length of workpiece  mm 140 

Gluing of CFRP plate None, X direction, Y direction 

Milling direction Up-cut (CCW feed) 

Cooling Dry 

Axial depth of cut  mm 0.8 

Radial depth of cut  mm 3.14 

Feed per tooth  mm/tooth 0.05 

Spindle speed 𝑛ଵ, 𝑛ଶ  min−1 3470, 3630 (with CFRP in X direction) 

3610, 3500 (with CFRP in Y direction) 

 

 
Fig.6.8  Tool path (Top view) 
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実験結果は，ゼロ次近似法[28-29]にもとづく切削シミュレーションで求めた解析値と比

較する．シミュレーションでは，動特性，接線方向の比切削抵抗，および接線方向に対する

法線方向の分力比には実験値を使用した．動特性の測定方法および結果については 6.3.2 項

に示す．また，比切削抵抗と分力比については，別途おこなった切削力測定実験にもとづい

て決定し，比切削抵抗を 2878 MPa，分力比を 0.226 とした． 

ゼロ次近似法にもとづく切削シミュレーションでは強制振動を考慮していないため，切

削実験の結果は強制振動と自励振動を区別して評価する必要がある．そのため，以下の方法

で自励振動の発生を判定する．まず加速度の測定値より，送り方向がおおむね X 方向また

は Y 方向を向く 90°付近，および 180°付近の測定値を，区間データとしてそれぞれ 215点

抽出する．次に各区間データを 2 回積分して変位のパワースペクトルを求める．各区間の変

位のパワースペクトルにおいて，切れ刃通過周波数の整数倍成分の中でパワースペクトル

が最も大きい周波数成分を強制振動成分とする．そして，切れ刃通過周波数の非整数倍の周

波数にピークが存在し，そのピークにおけるパワースペクトルの大きさが強制振動成分の

10%以上であるとき，自励振動が発生したとみなす．また，そのピークの周波数を自励振動

の周波数とする． 

6.3.2 動特性測定結果 

工作物を 5 軸立形マシニングセンタへ固定した状態で，上端から 15 mm の位置における

工作物の自己コンプライアンスをインパルス加振法によって測定した．測定結果を図 6.10，

偏分反復法を用いて測定結果より同定したモーダルパラメータを表 6.5 に示す．図 6.10(a)は

CFRP なし（初期状態）での測定結果であり，図 6.10(b)(c)はそれぞれ CFRP シートを工作物

の X 方向，または Y 方向へ貼り付けた状態での測定結果である．CFRP なしでの動特性は

基本的には等方性となると予想したが，図 6.10(a)に示すとおり，Y 方向のコンプライアン

Fig.6.9  Radial and axial depth of cut in cutting sequence 
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スの大きさが X 方向より小さくなった．このような異方性が生じた原因は工作機械，ある

いは工作物把持の動特性の影響と考える． 

CFRP シートを貼り付けた条件では，X 方向貼り付け，Y 方向貼り付けのいずれの条件と

も，CFRP なしの条件に対して，貼り付けた方向の等価剛性は増加し，固有振動数は高くな

った．X 方向貼り付けの条件では，工作物の固有振動数は Y 方向より X 方向が高いため，

工具の送り方向が X 方向を向くときには振動安定性が高く，Y 方向を向くときには振動安

定性が低くなると予測される．CFRP なしの条件についても，固有振動数は Y 方向より X 方

向がわずかに高いため，X 方向貼り付けと同様の傾向を示すと推定される．また Y 方向貼

り付けの条件では，X 方向貼り付けとは逆に Y 方向送りで振動安定性が高くなると予測さ

れる． 

 

 

 

Fig.6.10  Measured dynamic characteristics of workpiece 

(a) Without CFRP 

(b) With CFRP in X direction (c) With CFRP in Y direction 
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Table 6.5  Modal parameters identified from measurement 

CFRP glued direction None X Y 

Measurement direction X Y X Y X Y 

Mass  kg 0.363 0.324 0.359 0.329 0.351 0.349 

Damping  Ns/m 33.2 69.5 37.3 59.9 28.1 57.5 

Stiffness  N/µm 8.54 7.58 9.02 7.82 8.42 8.82 

Natural frequency  Hz 772 770 797 776 779 800 

Damping ratio 0.00944 0.0222 0.0104 0.0187 0.00817 0.0164 

 

6.3.3 切削実験結果 

図 6.11～6.13 に加工中の工作物加速度の測定結果を示す．図 6.11 は CFRP なし，図 6.12

Fig.6.11  Measured workpiece acceleration during cutting without CFRP at 3470 min−1 
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は X 方向貼り付け，図 6.13 は Y 方向貼り付けの条件での測定結果であり，各図(a)は X 方

向加速度，(b)は Y 方向加速度，(c)は X 方向加速度と Y 方向加速度の二乗和平方根である．

時間軸は，工具が工作物への接触を開始する時間の 1 秒前をゼロとしている．また，図中に

破線で示す垂直線は，工具が特定の位置にあるときを示す． 

図 6.11，図 6.12 より，CFRP なしや CFRP シートを X 方向へ貼り付けた条件では，工具

の送り方向が X 方向を向く 90°付近や 270°付近において振動は小さく，工具の送り方向

が Y 方向を向く 180°付近や 0°付近において振動は増大した．一方，図 6.13 より，CFRP

シートを Y 方向へ貼り付けた条件の工作物加速度は，工具の送り方向が Y 方向を向く 180°

付近や 0°付近において振動は小さく，CFRP なしや X 方向貼り付けとは逆の傾向を示し

た．いずれも前項での，動特性の測定結果にもとづく予測と整合している． 

Fig.6.12  Measured workpiece acceleration  

during cutting with CFRP in X  

direction at 3470 min−1 

Fig.6.13  Measured workpiece acceleration  

during cutting with CFRP in Y  

direction at 3610 min−1 
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図 6.14～6.16 に切削実験の結果と切削シミュレーションの結果を示す．図 6.14 は CFRP

なし，図 6.15 は X 方向貼り付け，図 6.16 は Y 方向貼り付けの条件であり，各図(a)には加

工中の工作物加速度から判定した自励振動の発生有無を実験結果として，また切削シミュ

レーションで求めた安定限界切込み深さを解析結果として示す．また各図(b)には，自励振

動の周波数の実験結果と解析結果を示す．実験結果は自励振動が発生した切削条件のみが

×印で示される． 

図 6.14(a)，図 6.15(a)，図 6.16(a)より，安定限界切込み深さの解析結果が 0.8 mm より小さ

い不安定条件での実験では，おおむね自励振動が発生した．安定限界切込み深さの解析結果

が 0.8 mm より大きい安定条件での実験については，実験結果と解析結果は整合しない場合

もあった．ただしいずれの条件とも，振動の振幅は不安定条件より小さく，定性的な振幅の

大小に矛盾はなかった．また，図 6.14(b)，図 6.15(b)，図 6.16(b)より自励振動の周波数の解

析結果は実験結果とほぼ一致しているとわかる． 

解析結果と実験結果との不一致について考察する．図 6.16 の Y 方向送りの実験結果にお

いて，回転速度 3610 min−1では解析結果と異なり自励振動が発生している．加工条件が解析

で求めた安定限界に近いため，この不一致の原因はコンプライアンスの測定誤差などによ

る安定限界の不確かさにあると考える．安定限界の解析結果は 3500 min−1より 3610 min−1 の

方が大きく，実験結果は定性的にも矛盾している．しかし 3500 min−1での加工は 3610 min−1

のあとに実施したため，工作物の等価質量の減少によるコンプライアンスの増加や，加工位

置の低下による工作物のアスペクト比の低下など，安定性を向上させる要因が働いたこと

で 3500 min−1では自励振動が発生しなかったとも考えられる． 

 

Fig.6.14  Comparison of experimental and simulation results without CFRP 
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解析結果と実験結果とのもう１つの不一致として，図6.15の実験結果において，3470 min−1

の X 方向送りで解析結果と異なり自励振動が発生している．実験での軸方向切込み深さは

解析で求めた安定限界の 52%と小さく，この不一致の原因が図 16 のケースと同様に安定限

界の不確かさにあるとは考えにくい．図 15(b)から，自励振動の周波数の解析値は 777 Hz で

Fig.6.15  Comparison of experimental and simulation results with CFRP in X direction 

Fig.6.16  Comparison of experimental and simulation results with CFRP in Y direction 
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あるのに対し，実験値は 800 Hz であり，大きく乖離している．ただし解析結果では，3483

～3541 min−1 の回転速度範囲において自励振動の周波数が 800 Hz 以上の不連続な値となっ

ており，実験結果はその延長線上に位置する．このため，自励振動の周波数はよく推定でき

ているともいえる． 

自励振動の周波数が不連続な値をとるのは，自励振動に支配的な影響を与える振動モー

ドが回転速度によって異なるためである．自励振動の周波数から，3401～3482 min−1の回転

速度範囲では Y 方向の振動モードの影響が支配的であり，3483～3541 min−1 の回転速度範囲

では X 方向の振動モードの影響が支配的であると考えられる．このため，X 方向の振動モ

ードの同定結果に誤差が生じて安定限界を過大に推定したと推測されるが，詳しい原因は

わからない． 

以上より，切削実験において，CFRP シートを用いた機械構造物の動特性バランスの調整

によって任意の方向の振動安定性を向上可能であると確認できた．少なくとも CFRP シー

トの貼り付けによって加工安定性が向上すると予測される方向への加工では不安定振動が

生じ，加工安定性が向上しないと予測される方向では安定加工となるような矛盾はなかっ

た． 
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6.4 結論 

本章では，切削加工の振動安定性を向上させることを目的として，一方向配向の CFRP シ

ートを利用して既存の機械構造物の動特性バランスを変更する方法を提案した．平板状の

CFRP 製部材を取り付けることによる機械構造物の動特性バランス変更方法の有効性を実

験と FEM によるシミュレーションで検証した．そして，切削実験により提案方法による加

工安定性の向上を実証した．今回の実験およびシミュレーションの範囲より得られた結論

を以下にまとめる． 

 

1) 一方向配向の CFRP，または金属製の平板状補強部材を機械構造物へ取り付けるこ

とによって，取り付け面の表面仕上げ，補強部材の材質，および取り付け方法によ

らず機械構造物の静剛性を増加できる．しかし，本章で調査した範囲では，固有振

動数は CFRP 製部材を接着させた場合のみ増加し，CFRP や金属製の補強部材をボ

ルトで締結した場合では減少した．つまり，固有振動数増加のためには，補強部材

による剛性増加効果を質量増加効果よりも大きくするために，比剛性の高い部材

を対象構造物と密着させる必要がある． 

 

2) 片持ちの平板工作物へ CFRP 製部材を接着する方法では，曲げモードの固有振動

数をねじりモードとは独立に増加できた．また，瞬間接着剤を用いて CFRP シート

を片持ちの丸棒工作物へ貼り付けることで，貼り付けた方向の固有振動数を 3%増

大させて，動特性の異方性を生じさせることができた． 

 

3) 提案する方法で動特性の異方性を生じさせた工作物をエンドミル加工する場合の

安定限界について，ゼロ次近似法によるシミュレーションと実験で比較した．シミ

ュレーション結果と実験結果はほとんどの結果で矛盾せず，提案方法の有効性が

示された． 
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 結言 

本研究では，2 次元エンドミル加工を対象として，加工中の振動を低減できる動特性バラ

ンスを理論検討と切削実験により明らかにして，加工精度・加工能率を向上可能な動特性バ

ランスの設計指針を提示した．また，動特性バランスによる振動安定性の向上を，実際の生

産加工へ適用する方法を提案した．本研究で得られた結論を以下に示す． 

 

1) エンドミル加工システムにおいて機械システムの動特性の異方性が振動安定性へ

与える影響を時間応答シミュレーションおよび切削実験により調査した．直交 2 方

向の静剛性には振動抑制に適した組み合わせ，および避けるべき組み合わせが存

在する．また減衰に関しては，ある方向の振動振幅を低減したい場合に，必ずしも

同じ方向の減衰係数を増大させる必要はない． 

 

2) 切削力のエッジフォース成分，および機械システムの動特性のクロスコンプライ

アンスは無視できるとの前提条件のもとで，エンドミル加工システムにおいて自

励振動の安定限界を向上するためには送り方向と送りに直交する工具半径方向の

動特性がどのような関係にあるべきかを，ゼロ次近似法にもとづいて考察した．ア

ップカットでは送り方向の固有振動数を送りに直交する工具半径方向の固有振動

数よりも高くし，ダウンカットでは送り方向の固有振動数を送りに直交する工具

半径方向の固有振動数よりも低くすると，加工安定性を向上できることを理論的

に導出した． 

 

3) 機械システムのクロスコンプライアンスをゼロと仮定したゼロ次近似法モデルに

おいて，切削力係数行列の直流成分のバランスと機械システムのダイレクトコン

プライアンスのバランス，および振動安定性との関係を考察した．切削力係数行列

の直流成分のダイレクト項のみを考慮する場合，エンドミル加工システムの安定

限界は，加工プロセスおよび機械システムの送り方向の特性のみによって決まる

再生型自励振動の安定限界と，送りに直交する工具半径方向の特性のみによって

決まる再生型自励振動の安定限界の，いずれか小さいほうとなる．また再生型自励

振動の各方向の安定限界は，切削力係数行列の直流成分のダイレクト項に反比例

するが，その絶対値はアップカットでは送り方向が送りに直交する工具半径方向

より大きくなり，ダウンカットでは送りに直交する工具半径方向が送り方向より

大きくなる傾向にある．そのため，2 方向のダイレクトコンプライアンスに大きな

異方性がなければ，エンドミル加工の安定限界はアップカットでは主に送り方向
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のダイレクトコンプライアンス，ダウンカットでは送りに直交する工具半径方向

のダイレクトコンプライアンスによって決定される． 

 

4) 機械システムのクロスコンプライアンスをゼロと仮定したゼロ次近似法モデルで

は，切削力係数行列の直流成分のクロス項がモードカップリング効果を生じさせ

る．エンドミル加工のモードカップリング型自励振動の安定限界は，切削関与角を

小さくする，送り方向および/または送りに直交する工具半径方向のダイレクトコ

ンプライアンスの絶対値を小さくする，および送り方向と送りに直交する工具半

径方向のダイレクトコンプライアンスの固有振動数の差を大きくすることで向上

できる．また自励振動の周波数は，切削方向によらず，おおむね送り方向と送りに

直交する工具半径方向の固有振動数の中間値となる． 

 

5) エンドミル加工で発生する再生型自励振動とモードカップリング型自励振動には

それぞれとりやすい周波数帯域があり，それらは機械システムの動特性バランス

によって引き離される状態にも重なり合う状態にもなり得る．引き離される場合

には，再生効果とモードカップリング効果のいずれか一方が支配的となって 2 つ

の自励振動が同調しない状態となる．そのため，アップカットでは送り方向の固有

振動数を送りに直交する工具半径方向の固有振動数よりも高くし，ダウンカット

では送り方向の固有振動数を送りに直交する工具半径方向の固有振動数よりも低

くすると，加工安定性を向上できる． 

 

6) 機械システムのクロスコンプライアンスを利用して振動安定性を向上させるため

には，再生効果とモードカップリング効果が弱め合うようにクロスコンプライア

ンスを設計する必要がある．この設計解を調査するために，機械システムの動特性

バランスと加工条件を想定し，半径方向切込み深さと主軸回転速度を変更したパ

ラメータスタディをおこなった．振動安定性を向上させることができるケースは

存在したが，加工条件によらずに振動安定性を向上させる動特性バランスはなく，

適切な設計は加工条件によってケースバイケースとなることがわかった． 

 

7) 上記 2)～6)の知見と従来の知見をまとめ，エンドミル加工で振動安定性を向上可

能な機械システムの動特性バランスの設計指針は 2)で述べた固有振動数のバラン

スであることを提示した．この設計指針の適用効果は分力比と半径方向切込み深

さに依存する．具体的な加工内容としては，分力比が比較的小さい場合，つまりア

ルミニウム合金や焼入れをしない炭素鋼などをすくい角が正の鋭利な切れ刃で切
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削する場合が挙げられる．また半径方向切込み深さについては，工具直径の 1/2 程

度とするときに，設計指針の適用による振動安定性向上効果は大きくなる． 

 

8) 切削加工の振動安定性を向上させることを目的として，一方向配向の CFRP シー

トを利用して既存の機械構造物の動特性バランスを変更する方法を提案した．片

持ちの平板工作物へ CFRP 製部材を接着し，曲げモードの固有振動数をねじりモ

ードとは独立に増加できた．また，瞬間接着剤を用いて CFRP シートを片持ちの丸

棒工作物へ貼り付けることで，貼り付けた方向の固有振動数を 3%増大させて，動

特性の異方性を生じさせることができた．動特性バランスを変更するための補強

部材の材質や取り付け方法によっては，想定とは異なって構造物の固有振動数が

低下する場合があり，提案する動特性変更方法の有効性が示された． 

 

9) 提案する動特性変更方法で動特性の異方性を生じさせた工作物をエンドミル加工

する場合の安定限界について，ゼロ次近似法によるシミュレーションと実験で比

較した．シミュレーション結果と実験結果はほとんどの結果で矛盾せず，提案方法

による振動安定性の向上効果が示された． 
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