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imensional extensions of Johnson homomorphisms Higher di 

via bordism groups 
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本稿は，研究集会での講演に合わせて論文 [14,15, 16]の内容をまとめ，斉藤諒氏，中嶋怜人氏と

共に筆者が進めている共同研究の内容を紹介するものである．扱う多様体は全て滑らか (Coo級）で

あるとし，整係数（コ）ホモロジ一群の係数の表記は省略することとする．ただし，ほとんどの議論

は連続 (Co級）のカテゴリーで考えても成立する．

1 写像類群とホモロジー同境のなす群

Xを連結でコンパクトな向きづけられた p次元多様体とする．境界 aXは連結もしくは空集合

であると仮定する．本稿では， Xの写像類群を

M(X) :=Diff+(Xrel.8X)／（擬アイソトピー）

で定める．通常の写像類群(Homeotopy群）や Diffeotopy群と異なり，擬アイソトピーによる同値関

係を考えていることに注意する．このとき (aX＃りであればaX上にとった基点に関する）基本群

叫 X)への自然な作用（もしくは外部作用）により

a:M(X)→ Aut(1r1(X)) （ただし aX-/=0), 

a:M(X)→ Out（元（X))

という準同型写像が定まる．さらに 1次ホモロジ一群への作用を誘導することにより

び2:M(X)---+Aut(H1(X)) 

という準同型写像が定まるが，その核エ(X):= Kerのを曲面の写像類群の場合にならって Torelli

群と呼ぶことにする．

定義 1.1コンパクトで向きづけられた (p+1)次元多様体 M と2つの埋め込み写像（マーキング

と呼ぶ） iぃi_：X→aMが以下を欄たすとき， 3つ組 (M,iぃi_）を X上のホモロジー同境と

いう：

1. 紅は向きを保ち， i_は向きを保たない；

2. oM＝丘（X)U i_(X)かつ i+(X)n i_(X)＝紅(ax)=i_(ax); 

3. i直 x= i-lax; 

4. i+, i_ : H.(X)→ 凡(M)は同型写像．

そして， X上のホモロジー同境の同型類（マーキングと compatibleな微分同相写像による同値類）

の集合を C(X)とする．
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2つのホモロジー同境 (M,iぃi_),(N,j□j_) E C(X)に対して

(M,iぃi_)．（N,j+,j_)：＝ （Mut_o(J+)一1N,i+,J-) EC(X) 

と定めることで C(X)にはモノイドの構造が入る．単位元は (Xx[0, 1],id x 1,id x 0)で与えられ

る．ここで 8(Xx [O, 1]) =XU (-X)となるよう，角を丸め， Xの境界を引き伸ばしている．

例 1.1Xの写像類群M(X)の元である写像類 [flE M(X)に対し，その代表元 f:X二→ Xは境

界上で恒等写像であるような微分同相写像で与えられる．このとき，

(X x [O, 1], id x 1, f x 0) 

はC(X)の元を与える．擬アイソトピーの定義と比較することで，この構成がモノイドの埋め込み

M(X)'--+ C(X)を与えることが確かめられる．

さらに，次のような C(X)の商集合を定める．

定義 1.2（ホモロジー同境群）商集合

H(X) := C(X)/((p + 2)次元多様体による向きづけられたホモロジー同境）

は (M,i+,L)-1= (-M,i_,i+）となるような群構造をもつ（商集合の元も C(X)の元と同じ記法

で記している）．この群を Xのホモロジー同境群と呼ぶ

正確には， H(X)はX上のホモロジー同境のホモロジー同境群と呼ぶべきものだが，簡単のために

単にホモロジー同境群と呼ぶことにする．

以上の定義は曲面の場合の Habiro[3], Garoufalidis-Levine [2], Levine [11]による定義を一般の多

様体で考えたものとなっている．曲面の写像類群の研究において重要な役割を果たすJohnson準同

型の理論は，これらの論文において曲面のホモロジー同境群に対して拡張され，興味深い研究が続

けられている．我々の設定においても同様の構成をすることができる．そのために基本となるのは

次の定理である：

定理 1.3(Stallings [17]) 2ー連結な群準同型写像 cp:A→B は任意の k：：：： 2にっぃて第 Kべき零商

の同型写像

cp: Nk(A)こ心(B)

を誘導する．ここで群 Gに対して Nk(G)をその第 kべき零商とし，番号 Kについては N2(G)= 

G/[G,G]＝凡(G)となるよう定めているまた準同型写像が 2ー連結であるとは，凡の同型と H2

の全射を誘導するときをいう．

(M,iぃi_)E C(X)に対し， i+,L:1r1(X)→1r1(M)は2連結な準同型写像となるので，

互，i＿： N以町(X))→芯(1r1(M)) 

は同型写像である．そこで，

⑪ :C(X)→ Aut(N:凸 (X))), (M,i+,L)f----+i+1oi_ 

という写像を考えると，この写像はモノイド準同型写像であり，さらに群H(X)からの群準同型写像

びk:甘（X)→ Aut(Nk（町（X)))

を誘導する．これにより C(X)や H(X)に対しても Johnson準同型と同様の理論を展開することが

できる．
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2 群のホモロジー同境

この節では，前節でみたホモロジー同境群の構成を群のレベルで行う． Fを有限表示可能で剰余

べき零 (residuallynilpotent)な群とする．後ほど主に Fが自由群の場合を考えるので， Fを最初か

らそのように考えても差し支えない．モノイド A(F)を以下のように構成する．まず

紅）：＝｛（G平＋乎—) G：有限表示可能な群 ｝ 
や十''P-:F→G, 2連結な準同型写像

とおく． 2つの A(F)の元（G,'P+,cp_), (G'，応，炒）が同値であることを，同型写像 p:G ----=-+ G' 

で図式

F¢/pl~＼F 

こ／
G' 

を可換にするようなものが存在することとして定めると，同値関係が得られる．この同値関係によ

るA(F)の商集合を A(F)とする．

A(F)に次のようにして積構造を定義する：

A(F) X A(F) —• A(F) 
U) U) 

((G,'P＋心ク＿），（G＇，ゆ＋，ゅ＿）） ←→ (G *F G','P＋ふ）

ここで G*FG'はゃ＿と叫の融合積

中ー
F )G  

叫」』
G'--------, G * F G' 

である． Fの剰余べき零性より r.p＿，ゆ＋が単射となるので，群の融合積に関する群のホモロジーの

Mayer-Vietoris完全系列が使え，上の積写像が well-definedであることが分かる．この積構造により

A(F)は(F,id,id)を単位元とするモノイドになる．

さらにモノイド A(F)から群 B(F)を以下のように構成する． 2つの A(F)の元 (G平＋， 'P-),

(G'，心がゆ＿）がホモロジー同境であるということを，ある有限表示可能な群Gと2ー連結な準同型

写像

r.p:G→ a, 心： G＇→ 6 

であって，図式

G 

/;/」や や一

F(［，ゆ＼／
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を可換にするようなものが存在することとして定める． A(F)をホモロジー同境による関係が生成

する同値関係で割って得られる商集合を B(F)とおくと， B(F)には A(F)から誘導される群構造

が人る．群B(F)において (G,'P十''P-)-1= (G，や―''P+)が成り立つ．

例2.1Fの自己同型群AutFの元 Pに対して (F,id，'P)を対応させることで AutFから A(F)へ

のモノイドの埋め込みを構成することができる．以下，この対応によって AutFをA(F)の部分モ

ノイドとみることにする．

前節の構成とこの節の構成が，基本群への誘導写像を考えることで関係づけられることは明らか

だろうすなわち， X をその基本群が剰余べき零群であるような多様体とするとき， X 上のホモロ

ジー同境 (M,i十,i-)EC(X)から町(X)上のホモロジー同境 (1r1(M),i+,i-)EA（町（X))を考え

るのである．この対応を a:C(X)→ A（町(X))とすると， 5はモノイド準同型写像であり，さらに

群準同型写像a:H(X)→ B(1r1(X)）が誘導される．以上をまとめて，可換図式

Aut(1r1(X)）←—► A（町（X)) ~ B（町(X))

『0 『5 ト
M(X) c______, C(X) ------tr H(X) 

が得られる．

例2.2Fを階数2の自由群 F2=〈m，四〉とする．自己準同型写像ゅ： F2=〈X1心2〉→的を

心(x1)= X団匹1ず Xll' 心（叫＝吟・

で定めると，これは F2の同型写像ではないが， 2-連結な自己準同型写像となっている．これより

(F2,id，心） EA(F2)はAut(F:分に属さない元を与える．より一般に End2Fnを階数nの自由群 Fn

の2ー連結な自己準同型写像全体のなす集合とすると，準同型写像の合成によって End2Fnはモノ

イドとなるが，

Aut(Fn)←End2(Fn)←B(Fn) 

というモノイド埋め込みの列が得られる．

この例からも想像がつくように，一般に群B(F)はAutFを拡大するものとなっている．この拡

大群がある群の自己同型群として表される，というのが論文 [14]の主定理の 1つであった（その論

文では F=Fnのときのみを扱っているが，以下の仮定のもとで一般化するのは容易である）：

定理2.1([14]) Fを有限表示可能で剰余べき零な群とするとき，自然な同型写像

B(F)三バ＼ut(Facy)

が存在する．ここで FacyはFのacyclicclosureである．

定理に現れた群の acyclicclosure (HE-closureともいう）は Levineによって [9,10]において定義

されたものである (Hillmanの本 [5]も参照）．群 Gからその acyclicclosureをどのように構成する

かについて述べることは割愛するが，重要な性質として以下のものがある：

・自然な 2ー連結準同型写像m:G→ Gacyが存在する．とくに，芯(G)竺芯(Gacy)が成り立つ．

・有限表示可能な群 G1べみの間の 2連結準同型写像 r.p:G1→ G2は同型写像'Pacy: arcy ~ 
G戸を誘導する．
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これらを用いると，定理 2.1の同型写像は

(G平＋， cp＿）← (cp'.;'.°y)―1。cp竺ey:Facy二Facy

で与えられる．

3 ホモロジー同境群のアーベル商

以下の節では，p2 3, n 2 2とし，

X = x~,l := !(S1 X sp-l) # DP 

のときを考える．このとき

Fn = 1r1(X~,1) □ Fか

H1:＝凡 (X~,1) 竺圧（Fn) 竺 Hl(F戸）

となっている． X出は連結な境界を持つ種数nの連結で向きづけられたコンパクト曲面となるの

で， x~,1 はその高次元化のひとつであると言える．これまでに見てきた構成により，可換図式

Aut(Fn) ←—→ Aut(.F;戸）．

]『5

M(X~,1)---+H.(X~,1) 

が存在する．準同型写像 O":M(X~,1) → Aut(Fn) については以下のことが示されていた：

定理3.1(Laudenbach [7])群完全列

1 → (Z/2Z)n → M(Xふ） ~Aut(Fn) → 1

が存在するここで M(X~,1) は通常の写像類群 (Diffeotopy 群）としてよい．

定理3.2(Cavicchioli-Hegenbarth [1]) pミ4のときも，群完全列

1 • (Z/2Z)n • M(X~,1)~Aut(Fn) • 1 

が存在する．

これに対し，準同型写像5については次が成り立つ：

定理3.3([16]) p 2 3のとき u:H.(X~,1) • Aut(F戸）は全射である．

Keruについてはほとんど何も分かっていないのが現状であるなお，p=2のときは例外的である：

定理3.4([14]) u: H.(X出） →Aut(F.靡りの像は

{cp E Aut(F.靡Y)I cp(() = (} 

と等しい．ここでく EF2n CF.靡yは曲面x;,1の境界に対応する語である．



64

この結果は曲面の写像類群の古典的な結果である Dehn-Nielsenの定理のホモロジー同境版となっ

ている．この場合の核 Keruについても分かっていないことが多いが，［15]において稿密かつ有限

生成でない像を持つ準同型写像Keru→股を構成している．定理3.3,3.4の証明は手術を用いるこ

とで行われるが，前者の方が幾分易しいものとなっている．

さらに，群Aut(.F;戸）については次のことが分かっている：

定理3.5([16]）任意の n2: 2に対し凡(Aut(F;cy)）は zooを商群に持つ．とくに， Aut(F;cりは有

限生成でない．

定理 3.3より任意の p2: 3について 1i(Xい）もまた同様の性質を持つことが従う．

（定理 3.5の証明の概略） LeDimet[8]やKirk-Livingston-Wang[6]の構成の類似として，論文 [14]

において曲面のホモロジー同境群に対して Magnus表現と呼ばれるねじれ準同型写像

r: Aut(~戸）ー→ GL(n,K叫

が構成されている．ここでにH1は群環ZH1(F;cy)= ZH1の商体である．このままでは準同型写像

ではないが，行列式をとり，ねじれ具合を打ち消すように商をうまくとることで準同型写像

Aut(~戸）ぢ GL(n，馴）竺昌 K伝→ kふ／～竺 ZOO

を作ることができるいま 2ー連結準同型写像 fm:Fn→ Fnを

fm(,1) =（勺1勺；1ァ[11;1)"し717多m, fm(,i) =,;(2さiさn)

で定めると，｛f炉?E Aut(F;cy) I 2m + 1は素数｝の像が互いに線型独立であることが示される．ロ

この証明で用いた Magnus表現を用いることで次も分かる：

定理 3.6([16]）任意の n2: 2に対して F;cyしま有限生成でない．

4 ホモロジー同境群のボルディズム不変量

自由群のべき零商 Nk:= Nk(Fn)とacyclicclosureのべき零商 NK(F：：：切）は自然に同型であった

から，各 k2: 2に対して自然な準同型写像

咋： 1l(叫） 2+Aut(~戸） → Aut(N:砂

が存在する． Stallingsの定理を用いると， 2つ目の写像が全射であることが直ちに分かるなお，びk

をM(XP)に制限したものは〇： M(X：：,1)→ Aut(Fn)を通じた芯への自然な作用と一致する．n,l 

6kたちを用いると，

1l(X：：」・）［O]:= 1l(X：：」・）， 1l(X：：，1)[k]:= Kernk+l 

によって社（X：：,1)の降下列を定めることができる． 'I1l(X：：＇リ：＝社（ X：：，1)[1]はTorelli群'I(X：：ぃ

に対応するものである．この降下列により，曲面の写像類群やホモロジー同境群に対する Johnson

準同型の理論の類似を 1l(X：：］に対しても展開することができる．

以下，斉藤諒氏の修士論文 [13]ならびに，中嶋怜人氏も加えた 3名の共同研究について述べる．こ

の研究は曲面の場合の森田準同型 [12]やそれと等価な Heap準同型 [4]（ホモロジー同境版は［14]

を参照）の高次元化を考察するものである．ホモロジー同境の位相的性質を利用する観点から 2つ
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の構成を比べたとき，ボルディズム群を用いた Heapの方法で H(x;:心への一般化を構成した方が

簡明であり，種々のコボルディズム理論を用いた拡張性も兼ね備えている．

ホモロジー同境類 (M,i十，i_）€1{(X：：」）［k] = Kerびk+lに対し，その closureを

CM:= M/(i+(x) = i_(x)) 

で定める． CMは向きづけられた閉多様体である．いま仮定よりびk(M,i+, i_）は自明であることか

ら紅＝ i＿： NK二芯(1r1(C叫）となることが分かり，これら 2つの群は自然に同一視できる．そ

して，この同一視に対応した連続写像

屯u:CM---+K(Nk+l,1) 

がホモトピーを法として一意的に定まる．そこで，ボルディズム群!Jp+1(Nk+1)= !Jp+1(K(Nk+l, 1)) 

に値をとる対応

似： H（羽，i)[k]---+np+l(Nk+1) (M, i+, i_）← (CM，知）

を考えると， well-definedな準同型写像となっていることが確かめられる ([14]を参照）．終域の

Qp+1(NK+1)については

4k+4 

虹（Nい）®い〶叫®H4k+4-m(Nk+li Q) 
m=O 

が成り立つことに注意するとくに k= 1,p = 3のときには

b1: 訊（X~,l) →糾（H1(Fn)) 鱈戸凡(H1(Fn))

の形となる．この像について調べると直ちに次が分かってしまう：

定理4.1(Nakashima-Saito-S.) b1は自明である．

この結果は 4次元多様体 M の交叉形式などを観察することで証明することができる．このままで

はb1は役に立たない写像となってしまうが，次の構成を考えてみる．

定義4.2コンパクトで向きづけられた (p+1)次元多様体 M と2つの埋め込み写像（マ＿キング

と呼ぶ） i+,L:XYiJMが以下を満たすとき， 3つ組 (M,i+,i_）を X上の H1-ホモロジー同境

という：

1. 互は向きを保ち， i_は向きを保たない；

2. 8M = i+(X) U i_(X)かつ i+(X)n L(X)＝紅(ax)=L(ax); 

3. i直 x=i_|8x; 

4. i+, L: H1(X) ~几（M）は同型写像

そして， H1ーホモロジー同境を用いて 1i(X応）のときと同様にして構成される H1-ホモロジー同境

群 を加(X応）と書く．

2次ホモロジ一群に関する仮定を外したため，もはや Stallingsの定理を用いることはできない

が， Torelli群1加（X：：，1)は同様に定義することができ，ボルディズム準同型 b1も定義することが

できる．
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定理 4.3(Saito [13], Nakashima-Saito-S.) b1: I加 (X!,1)→叩凡(Fn)）は全射である．

（証明の概略）終域の直和分解 !14(H1(Fn)）竺 Q4 〶 H4(H1(Fn)）の成分ごとに考える． H4(H1(Fn))

成分については手術を用いた具体的な構成により全射性が分かる．残りの Q4一成分については， CP2

ゃ可万を必要なだけ連結和することにより， H4(H1(Fn))ー成分を動かすことなく符号数を自由に

変化させることができる． ロ
このように， b1はホモロジー同境と Hrホモロジー同境の差を表すものとなっている．より一般

のボルディズム準同型についても同様のことを考えることができ，いくつかの結果が得られている．
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