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1 導入

本稿は， Momozakiet al. [4]の要約を与え， Momozakiet al. [4]で与えられた尺度の

推定量を対称性の尺度に適用し，既存手法との比較を行う．本稿では，確率変数 (X,Y)が

同ーカテゴリを持つ 2元の正方分割表を考えるまた， Xがiカテゴリ， Yがjカテゴリ

に入るセル確率を Pij= Pr(X = i, Y = j)で表現する．正方分割表では，主対角成分に

データが集まりやすく独立性が成り立たない場合が多く，独立性よりも対称性に興味があ

る場合が多い． Bowker[1]は，対称モデルPij= Pji (Vi, j)を定義し，検定を与えた．実際

には，対称モデルは多くの場合に成り立たない．検定は，‘‘モデルが成り立つかどうか”を

確かめることは可能であるが，“モデルからの違いはどの程度なのか’'を測ることが出来な

い．このような問題に対してはモデルからの隔たりを測る尺度を用いることが重要である．

尺度は，“モデルからの違いはどの程度なのか”を定量的に測ることが可能であり， 2つの

分割表のどちらがモデルから隔たっているかを比べることも可能である．これまで様々な

モデルからの隔たりを測る尺度も多くの研究で提案されている ([3,5, 7, 9, 10, 12]など）．

特に， Tomizawaet al. [12]とTahataet al. [9]は対称モデルからの隔たりを測る尺度を

提案している．一方で，尺度は未知のセル確率によって構成されており，推定が必要であ
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る．多くの研究では，標本比率を代入して推定し，デルタ法を用いて区間推定を行なってい

る．しかしながら，このような方法はサンプルサイズが十分でない場合に大きなバイアス

が起こる可能性がある．そこで，［6,8, 11]などで高次のバイアス補正法が提案されている．

この方法は高次のバイアスを補正するが，推定した尺度の値域の外に値を取ることがある

ため，尺度の性質として相応しくない．

Momozaki et al. [4]では，ベイズ推定量を用いて平均二乗誤差 (MSE)を最小にする

Dirichlet parameterを選ぶことでこれらの問題点を解決している．本稿では， Momozaki

et al. [4]の方法の概要を説明し， Tomizawaet al. [12]とTahataet al. [9]の対称モデル

からの隔たりを測る尺度に適用した結果を与えるまた既存の推定方法と比較を行う．

2 ベイズ推定量を用いた尺度の推定

本節では， Momozakiet al. [4]の結果を正方分割表に限って紹介する．本質的には，正

方分割表でなく一般の分割表において，同様の結果が得られている．まず分割表の (i,j)セ

ルに入る度数を ni]とすると，分割表は {nij}は(n,p)の多項分布Mult(n,p)に従うとみ

なすことができる．ここで， n=区i,jnij, P = (Pu, P12,..., Pr2) T: r2 X 1は全てのセル

確率を並べたベクトル (“T’'：転置）とする．多項分布のセル確率のベイズ推定には，共役

事前分布である Dirichlet分布が用いられることが多い．ここでは，次の対称な Dirichlet

分布を用いることを考える．

1r(pla) = 
r(r伍）
(r(a)）r2 II硲―1

i,j 

このとき，ベイズ推定量は次で与えられる．

（^a) 叩＋ a_ n nij, r2a 1 
Pij= n＋性a＝ n+r%； n＋性a戸

ここで， a=lが一様事前分布， a=1/2がJefferys事前分布になることがわかっている．

また， Fienbergand Holland [2]では，セル確率の推定量の MSEを最小にする aを与え

ている．しかしながら，これらの aは尺度の推定に関しては最適であるかは分からない

ため，そのまま plug-inをしても尺度の推定に対するバイアスや MSEを改善できるとは

言えない．そこで Momozakiet al. [ 4]ではベイズ推定量を plug-inした尺度の推定量の

MSEを最小にする aの決定を行った

まず尺度はセル確率によって構成されているため，ここでは f(p)という関数で表現す

る．またベイズ推定量を plug-inした尺度の推定量は f(p(a))で与えられる．このとき，

Momozaki et al. [4]では以下の定理を与えている．
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定理 2.1(Momozaki et al. [4]). 

o: = argmin lim n2MSE[J(p叫l= -
A1 

a--n→oo A2 

ここで， c= r2p -1, A1, A2は以下で与える．

A2 =tr[（誓）） （誓〗 CCT],

A1 =~CT(~) tr [ (~;:;~) (diag(p)-ppT)] 
+tr[(~) CT(:;[；り）（diag(p) -pp T)] 

+r2 tr[(~)(~) 8p)¥8pT 
(diag(p) -pp T)] 

この結果より， aが MSEに炉で初めて影響が出ていることがわかる．実際に推定

量として用いる場合は，ふと A2はともに未知パラメータ pに依っているので，本稿は

Momozaki et al. [4]と同様にふと A2に標本比率Pを代入し，＆とする．このように構

成した推定量 f(p位））は尺度の値域から外れることはなく， MSEを漸近的には改善して

いる．

3 対称性に関する尺度

本節では，数値実験で用いる 2つの対称性からの隔たりを測る尺度を紹介する．以降は

匹＋Pjic/-0とする．まず Tomizawaet al. [12]で与えられた尺度は以下で与えられる．

定義 3.1(Tomizawa et al. [12]の対称性からの隔たりを測る尺度）．

f(p) =砂） ＝ L(P,〗 +p;，)硲 for 入＞ー1
i<j 

ここで， 6=どi#iPij,的＝Pii/8とし ／（ 
（入）

,Pら＝ PiJ 匹＋Pii),¢;5は以下で与えられる．

入2入

心＝ 1ーがー 1Hi(J入）， HLA)= ½ [1ー(pら）入＋1_（的）入＋1]

またこの尺度は (i)O:S i_p(A)さ 1,(ii)①（入） ＝ 0 ⇔匹＝ Pii,(iii)i_p(>-) = 1⇔ Pら＝

0（吟＝ 1)または的＝ O(pら＝ 1)(i < j)が成り立つことがわかっている [12].

同様に Tahataet al. [9]で与えられた尺度は以下で与えられる．
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定義 3.2(Tahata et al. [9]の対称性からの隔たりを測る尺度）．

4 
r-l r 

中＝ーと区（尻＋Pい(0ij-~) 
T.  

i=l j=i+l 

ここで， 6=どi=fcjPij,尻＝Pij/8とし，仇は以下で与えられる．

叱＝ arccos(；元）
またこの尺度は (i)-1:S cp :S 1, (ii)Pij = Pji⇒cp = 0, (iii)cp = 1⇔尻＝ O(PJi= 1), 

(iv)(i < j), cp = -1⇔吟＝ O(pら＝ l),(i<j)が成り立つことがわかっている [9].

どちらの尺度も対称モデルが成り立つときは， 0を取ることがわかる．注意として，

①（入） ＝0は対称モデルと同値であるが， cp=0は対称モデルとは限らない．（Tahataet al. 

[9]では， cp= 0の構造を AverageSymmetryと呼んでいる．）一方で，¢は①（入）では区

別できなかった隔たりの向きを区別することができる（詳細は [9]を参照）．

4 数値実験

この節では，提案推定量 ("New’'）と既存手法： MLEの plug-in型 ("Samp.Prop"),

Improved Estimator("Improved'’)，ベイズ型推定量： Fienbergand Holland [2]のplug-

in型 ("FBM"),Uniform prior (a= 1), Jeffreys prior (a= 0.5)の6つの推定量の良

さをバイアスと MSEの観点から検証する．各確率構造から 10000回のモンテカルロ・

シミュレーションを用いて比較を行うまた '"Y:=n／r2 = 1, 2,..., 10をセル数に対する

サンプル数の比としてこれを動かして確かめる．全てグラフは横軸を 7として表示して

いる．

4.1 Tomizawa et al. [12]の尺度

まず， Tomizawaet al. [12]の尺度に関して，表 1の確率構造を考える．表 l(a)は尺度

の値が 0に近く対称性に近い場合の確率構造になっている．一方で，表 l(b)は尺度の値が

1に近く対称性に遠い場合の確率構造になっている．
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表 1 人工確率表

(a)炉） ＝0.099 (b)炉） ＝0.800 

0.100 0.060 0.038 0.071 0.100 0.089 0.004 0.102 

0.038 0.100 0.061 0.026 0.005 0.100 0.094 0.007 

0.068 0.051 0.100 0.031 0.084 0.002 0.100 0.111 

0.029 0.066 0.061 0.100 0.009 0.088 0.005 0.100 

表 l(a)と表 l(b)のバイアスと MSEの結果をそれぞれ図 1と図 2に示す．図 1から表

l(a)の確率構造の場合は FHMや Uniformが一番良い．これは表 l(a)は対称性に近いの

で，対称性に近い事前分布の方が良くなる．一方で，図 2から表 l(b)の確率構造の場合は

が Samp.Propが一番良い．これは表 l(b)は対称性から離れおり，対称性に近い事前分布

の方が悪影響していることがわかる．提案手法は，基本的にはどの手法でも安定して推定

できている．
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4.2 Tahata et al. [9]の尺度

次に Tahataet al. [9]の尺度に関して，表 2の確率構造を考える．表 2(a)は尺度の値が

1に近く，対称性から遠い，右上に確率が集中した確率構造になっている．一方で，表 2(b)

は尺度の値が 0に近く対称性に近い場合の確率構造になっている．

表 2 人工確率表

(a) <p = -0.761 (b) r.p = -0.030 

0.100 0.094 0.082 0.071 0.100 0.049 0.044 0.052 

0.018 0.100 0.089 0.081 0.045 0.100 0.054 0.047 

0.012 0.021 0.100 0.088 0.044 0.042 0.100 0.061 

0.007 0.014 0.023 0.100 0.059 0.048 0.055 0.100 

表 2(a)と表 2(b)のバイアスと MSEの結果をそれぞれ図 3と図 4に示す．図 3から

表 2(a)の確率構造の場合はが Samp.Propが一番良い．これは表 2(a)は対称性から離れ

ており，対称性に近い事前分布の方が悪影響していることがわかる．一方で，図 4から表
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2(b)の確率構造の場合は FHMが一番良い．これは表 2(a)は対称性に近いので，対称性

に近い事前分布の方が良くなる．提案手法は，基本的にはどの手法でも安定して推定でき

ている． Samp.PropとImprovedがほぼ同じ値であり， Tahataet al. [9]の尺度ではバイ

アス補正がうまくいっていないことが分かる．
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5
 

まとめ

本稿では， Momozakiet al. [4]の Dirichletparameterの選択方法を概要を与え，

Tomizawa et al. [12]とTahataet al. [9]の対称モデルからの隔たりを測る尺度に適用し

た結果を与えた． Momozakiet al. [4]の提案手法は，どのような尺度の値でも安定した推

定を与えることがわかった．一方で，サンプルサイズがすごく少ない場合（'Y= 1)は推定

精度にバラッキがあり，今後の課題である．またベイズ法を用いているので，尺度の事後分

布を導出することも今後の課題である．
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