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1 はじめに

本論文では，高次元小標本データに対する凝集型階層的クラスタリングを考える．独立な

d次元の母集団が 2個あると考える．母集団 7rXと7ryは平均に未知の d次ベクトル μx,

μy,共分散行列に未知の d次正定値対称行列 :Ex,:Eyをもつと仮定する．母集団冗xから

n 個のデータ五・•．，尤n, 母集団 7ry から m 個のデータ Y1,···,Ym を無作為に抽出する．

X= ｛五•．．，叫｝， Y={y1,··· ，叫｝

とおく．

高次元データに対するクラスタリングについて， Liuet al. (2008)は， ‘‘statistical

significance of clustering(SigClust)"と呼ばれる 2分割タイプのクラスタリングを提案し

た． Ahnet al. (2012)は，高次元における分割型の階層的クラスタリングを提案し，その

漸近的性質を求めた． Huanget al. (2015)は， Liuet al. (2008)による SigClustを，ソフ

卜閾値法によって発展させた． Yataand Aoshima (2010, 2020)は，高次元混合分布におけ

る幾何学的一致性を示し，それをクラスタリングに応用した．幾何学的一致性については，

青嶋・矢田 (2019)も参照のこと． Nakayamaet al. (2021)は，高次元データに対するカー

ネル主成分分析を用いたクラスタリングの漸近的性質を導出した． Borysovet al. (2014) 



31

は，階層的クラスタリングの漸近的振舞いを定式化し，その性質を研究した．しかしなが

ら， Borysovet al. (2014)では，データに正規分布を仮定し，さらに，共分散行列に単位行

列のスカラー倍を仮定するなど，高次元データに対して仮定が厳しいものであった．本論文

では，高次元小標本 (d→(X)，nとm は固定）の枠組みにおける階層的クラスタリングの

漸近的振舞いを緩い条件のもとで導出する． 2節では，単連結法による階層的クラスタリン

グを説明する． 3節では，階層的クラスタリングの高次元における振舞いを導入し，単連結

法の高次元漸近的性質を導出する． 4節では，数値シミュレーションにより，託次元小標本

データに対する単連結法の振舞いを検証する．

2 階層的クラスタリング

本節では，階層的クラスタリングを紹介する．階層的クラスタリングは，主に凝集型と分

割型に分類することができる．凝集型階層的クラスタリングでは，与えられたデータをひと

つひとつのクラスターとみなし，その中で，クラスター間の距離が一番近いものを結合して

いく．最終的に，すべてのデータは結合され， 1つのクラスターが形成される．分割型階層

的クラスタリングでは，与えられた全てのデータを 1つのクラスターとみなし，その中で，

クラスター間の距離が一番離れるようにデータを 2分割していく．最終的に，すべてのデー

タは分割され，データ数分のクラスターが形成される．通常，分割型階層的クラスタリング

は計算量が莫大になる．本論文では，凝集型階層的クラスタリングに着目する．以降，階層

的クラスタリングは，凝集型階層的クラスタリングを意味するとする．

次に階層的クラスタリングを実行するうえで必要な連結関数を導入する．連結閲数は，ク

ラスター間の類似度，または，非類似度を測る関数である．本論文では，以下のようにユー

クリッド距離による単連結法を考える．

単連結法：

D(X, Y) = p:iin __ d(x,y). 
XEX,yEY 

ただし， d(x,y)=||尤-YIIとし， II・ IIはユークリッドノルムとする．

単連結法では，クラスター間の中で最も小さい距離を，クラスター間の距離として定めて

いる．
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3 階層的クラスタリングの高次元漸近的性質

Z=X,Yに対して，以下を仮定として考える．

limsup 
llμzll2 

く oo, liminf 
tr(~z) 

d d→OO d→oo d 
> 0, li 

tr(~z) 
1m sup 

d 
く 00.

d→OO 

また， tr(~;,,叫＝ max{tr(~え）， tr（~})}, Kx = Var[||ユーμxll2],Ky= Var[IIYi―μyll2l 

とおき，以下を仮定する．

(A-i): 

(A-ii): 

(A-iii): 

杷悶fmax{||μx d μy||2 9 |tr(Xx) /tr③)| } ＞O; 

tr(~;,,ax)/d2 • 0 as d→oo; 

Kx = O{tr（ゞえ）｝ andKy= O{tr（均})} as d→00. 

母集団に正規分布を仮定したとき， Var(||Xi―μxll2)= 2tr（口え）， Var(IIYi―μり12)= 

2tr（泣）が成立し，（A-iii)が成り立つことに注意する．

次に，高次元における階層的クラスタリングの漸近的振舞いを導入する．

(A): 一方の母集団からの全てのデータが，同じ母集団同士で結合し 1つのクラスターを形

成する．もう一方の母集団からのデータも同様に同じ母集団同上で結合し lつのクラ

スターを形成する．最後のステップで，その 2つのクラスターが結合する．

(B)： 一方の母集団からの全てのデータが，同じ母集団同士で結合し 1つのクラスターを形

成する．その後，もう一方の母集団からのデータが 1つずつ，吸収されていくよう

に，既に形成されているクラスターに結合していく．

振舞い (A) は，各々の母集団からの任意のデータ間の距離が，異なる母集団から取られ

てるデータ間よりも小さいときに起こる．振舞い (B) は，一方の母集団からの任意のデー

タ間の距離が十分に小さく，もう一方の母集団からの任意のデータ間の距離が，異なる母集

団データ間よりも大きいときに起こる．

定理 1.(A-i)から (A-iii)を仮定する．

(1) liminf 
llμx -μyll2 

d→oo |tr(~x) -tr(~Y)I 
> 1のとき，単連結法を用いて階層的クラスタリングを

行った場合，振舞い (A)が起きる確率が d→OOのもとで 1に収束する．

(2) limsup 
llμx -μyll2 

d→OO |tr(~x) -tr(~Y)I 
く 1のとき，単連結法を用いて階層的クラスタリングを
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行った場合，振舞い (B)が起きる確率が d→00のもとで 1に収束する．

注意 1．単連結法を用いた階層的クラスタリングについて， Borysovet al. {2014)も定理 1

と同様な結果を導出しているが，データに正規分布を仮定し，さらに，共分散行列に単位行

列のスカラー倍を仮定するなど，高次元データに対して仮定が厳しいものであった．

4 数値シミュレーション

本節では，高次元小標本のもとで，単連結法を用いたときの階層的クラスタリングを数値

的に検証する．母集団 7rXと7ryについて，次の分布を考える．

(i)1rx: Nd(Od, ~x), 巧： Nd(Od,~り；

(ii) Xj ― µx は自由度 5 で共分散行列 ~x の d 次元 t 分布， Yj ― µy は自由度 5 で共分散

行列 ~y の d 次元 t 分布にそれぞれ従う．

ここで，すべての成分が 1である d次元ベクトルを ld, 最初の「d2/3l個の成分が 1,そ

れ以外が 0である d次元ベクトルを 12;3= (1,…， 1, 0,…,0)Tとする．ただし，「xlはx以

上の最小の整数を表す．次の 4つの場合を考える．

(I) (i), μx = ld,四 ＝ 0小 ~x= 屯 ~y = 1.5屯 (n,m) = (7, 7); 

(II) (i), μx = 12;3, μy = 0小 ~x = ~, ~Y = 1.5~, (n,m) = (7, 7); 

(III) (ii), μx = ld, μy = 0小 ~x = ~, ~Y = 1.5屯 (n,m)= (7, 7); 

(IV) (ii), μx = 12;3, μy = Od, ~x = ~, ~Y = 1.5~, (n, m) = (7, 7). 

tこfごし， ~ = B(Q,3li-Jl113)B, B = diag({0.5 + 1/(d + 1)}112,…,{0.5 + d/(d + 1)}112) 
とする．ここで， tr（剣＝ dとなる．次元を d= 2s, s = 4,…， 10と設定する．各設定のも

とでデータを発生させ，単連結法を用いて樹形図を作成した．その樹形図が，振舞い (A),

(B)，その他，の 3つのどの状況にあるかを確認した．実験を 2000回繰り返し，その振舞い

の個数を纏めたものが表 lである．

定理 1より，（I)と(III)の場合では振舞い（A), (II)と(IV)の場合では振舞い (B) と

なるように設定されている．実際に，（a)の場合には振舞い (A)に収束し，（b)の場合には

振舞い (B) に収束することを確認することができた．
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表 1 ： 

(I) d 単連結法 (II) d 単連結法

(A) (B) その他 (A) (B) その他

16 97 13 1890 16 3 17 1980 

32 251 23 1726 32 4 75 1921 

64 528 21 1451 64 3 244 1753 

128 1127 12 861 128 1 650 1349 

256 1742 1 257 256 

゜
1261 739 

512 1988 

゜
12 512 

゜
1795 205 

1024 2000 

゜゜
1024 

゜
1977 23 

(III) d 単連結法 (IV) d 単連結法

(A) (B) その他 (A) (B) その他

16 93 16 1891 16 4 18 1978 

32 215 19 1766 32 2 60 1938 

64 462 23 1515 64 1 199 1800 

128 968 ， 1023 128 

゜
480 1520 

256 1532 4 464 256 

゜
1007 993 

512 1901 

゜
99 512 

゜
1596 404 

1024 1988 

゜
12 1024 

゜
1928 72 

5 付録

一般性を失うことなく tr(:Ex):S tr(:Ey)と仮定できる．ここで， b1= 2tr(:Ey)+{llμx-

μy 112 -ltr(:Ex) -tr(:Ey)I} /2, b2 = 2tr(:Ex) + {llμx -μy 112 + ltr(:Ex) -tr(:Ey)I} /2, 

△* =||μx-μy伯＋tr（:Ex)+tr(:Ey)とおく．△ ＝||μx -μyll2 -ltr(:Ex)-tr(均)|＋

2tr(:Ey) = llμx -μy 112 + ltr(:Ex) -tr(:Ey) I + 2tr(:Ex)となることに注意し，（A-i)と

のもとで，

となり，（A-i)と

liminf 
llμx -μyll2 

>1 
d→;;_;-ltr(:Ex) -tr(:Ey) I 

li~inf{b1 -2tr(~y)}/d > 0, li~inf{•*— b1}/d> 0 
d→oo d→OO 

limsup 
llμx -μyll2 

|tr(~x) -tr(~Y)I 
<1 

d→OO 

(1) 
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のもとで，

li~ inf { b2 -2tr心x)}/d> 0, 
d→(XJ 

liminf｛ふー妬｝／d> 0, 
d→(X) 

li~inf{b1 —ふ｝／d > 0, 
d→(XJ 

li~inf{2tr(:Ey) -b1}/d > 0 
d→(X) 

となる．

定理 1{1)の証明．（A-i)から（A-iii)と

liminf 
llμx -μyll2 

>1 
d→:;;-ltr(Ex) -tr(Ey) I 

を仮定する．以下の事象を定義する．

B =｛max ||年-ゲ|2< n;iip llxi -Y1112} 
i,j " -" i,j 

C = {ll}apc IIYi -y』|2< min ||ュ-y』|2}
i,j.. -. -J " i,j 

瓦＝｛max||Xi-X』|2< bふ
i,j 

屁＝｛max||yt -y』12< b1}, 
i,J 

瓦＝｛min|1ユー y』|2> b1}. 
i,j 

(2) 

このとき，共通部分 i3ncを考える．単連結法が用いられたとき， Bnc C (A)が成立す

また，包括閲係瓦 n島n瓦 cBnCが成立する．従って，以下を得ることができる．る．

P((A)0)::; P(Ef) + p（豆f)+ P(E『)．

次に，確率 P(Ef),P（豆§）， P（厄g)をそれぞれ見ていく．

ことで，（1)に基づき，

チェビシェフの不等式を用いる

P（屁）こ

＜ 

＜ 

文 P(||ユー”』|2-2tr(~x) > b1 -2tr（応））
i,J=l(i-/-j) 

t P(lllx, —亨— 2tr(~x)I > b1 -2tr（応））
i,J=l(i-/-j) 

文 Var[||m-x』|~ = O{(Kx +tr（葛））／沿｝ →0 (d→oo) 

i,J=l(i台）
(b1 -2tr(~x))2 
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を得る．同様に， P(E『)→ 0(d→oo)を得る．ここで， llxi-Y』|2= llxi-μxll2+IIYj― 

μyll2 + llμx -μYi12 -2(xi -μx)T(YJ―μy) + 2(μx -μy)T {xi -μx -(YJ―μy)}と

な‘り， E（||叫 -YJIド） ＝ふとなる．さらに， Var{（北ーμx)町yJ―μり｝ ＝ tr(~x~Y) さ

{tr(~え）tr(~})}1/2 = o(d2), Var[(μx-μy)T {xi―μx-(YJ―μy)}] = (µx-µy)T(~x+ 

瓦）（µx —巧） S:: llμx -μyll2{tr（ヰえ）1/2+ tr（ヰ）i/2}= o(dりとなることに注意すれ

ば， Var(llxi-y旧） ＝o(dりを得る．ょって，

n m 
Var(llxi -y』12)

P（屠）ことLP(lllxi-Y』|2＿凶＞△＊― h)こ〇 →0 ttP(lllxi -yjll2 -~*I>~* -b1) S:: o(心 -b1)2)

となる． 従って，定理 1(1)を示すことができる．

定理 1(2)の証明．（A-i)から（A-iii)と

limsup 
llμx -μyll2 

く 1
d→;,r ltr(:Ex) -tr(:Ey) I 

を仮定する．次に以下の事象を定義する．

A = ｛max ||ユー X』|2< rr,iip IIYi -Y』|2},
i,j'" " i,j 

B = ｛max ||ユー X』|2< min ||ュ-y』|2},
i,j'" " i,j 

C = ｛max ||Xi -y1伯<1:1-ipII Yi -Yj 112}, i,j " ~ J " i,j 

E1 = {max llxi―x』|2< b叶，
i,j 

恥＝｛rr_iipllxi -Y』|2>叫，
i,j 

恥＝｛max||Xi -y附<bl}， 
i,j 

瓜＝｛rr_iipII Yi -Yj 112 > bサ・
i,J 

口

このとき，共通部分 AnBnCを考える．単連結法が用いられたとき， AnBnCC (B) 

が成立する．また，包括関係 E1n E2 n E3 n E4 C An B n 0が成立する．従って，以下を

得ることができる．

P((B)0) ~ P(Ef) + P(Ef) + P(E酎）＋ P(Ef).

ここで，（2)に注意し，定理 1(1)の証明と同様にして， P(Ef)→0(d→oo), i = 1,…，4, 

を得る．従って，定理 1(2)を示すことができる． 口
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