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1 導入

本節では，表現論を用いた指数型分布族の構成法を考える動機とその手法について述べる．用いる概念につ

いての定義は§ 1.3を参照されたい．

1.1 動機

指数型分布族 (Definition1.6)は情報幾何学において重要な役割を果たす．また共役事前分布族 (Defini-

tion 3.1)を許容するためベイズ推定においてもよく用いられる．ベルヌーイ分布族，正規分布族，ガンマ分布

族，フォンミーゼス分布族，ウィシャート分布族などは指数型分布族の有名な例である．一方で，定義から指

数型分布族は無数にあるが，これら広く使われている分布族は，そのごく一部に過ぎない．それらは個々には

よく調べられているが，我々はそれらを系統的に理解したい．そのためには次のような性質を満たす手法があ
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ることが望ましい：

(i)その手法は多くの良く知られた分布族を生成しうる．

(ii)その手法によって得られる分布族は限られており，列挙可能である．

その手法を考える上で次の観察が有用である：

•広く使われる分布族の多くは標本空間が等質空間 G/H とみなせる，

•その分布族は G 不変 (Definition 1.9)である．

そこで性質 (i),(ii)を満たす手法として [TY18]において表現論を用いて等質空間上に分布族を構成する手法

を提案した (Method1.1)．本稿では，この手法とその性質についてまとめる．ただし，主張の証明はここには

記さないため，詳しくは参考文献に提示した論文を参照されたい．また，最後の節では，応用として上半平面

上のベイズ推定を可能にするために，上半平而上のポアンカレ分布族 (Exai:nple2.6)に対する共役事前分布族

を明示的に提示する．

1.2 提案手法 (G/ H-method)とその性質

Gを連結成分有限個のリー群， HをGの閉部分群とする．このとき商空間 X :=G/Hは自然に多様休の構造

を持ち， Gの等質空間と呼ばれる． X を標本空間とみなす． X上には非ゼロ相対 G不変測度 (Definition1.10) 

が存在すると仮定する．

Method 1.1 ([TY18], G/H-method). G/H-methodは次の二つの入力から X上の分布族 {Po}oEeを生成

する手法である．

(i)有限次元実表現 p:G→GL(V), 

(ii) H不変ベクトル vaEV. 

まず次のベクトル空間を考える．

Wo(G,H) := {r: G→此 ITは連続群準同型写像でTIH=0を満たす｝

この空間は条件 TIH= 0から X 上の連続関数全体の集合の部分集合とみなせる．次に X 上の非ゼロ

相対 G不変測度 VER(X)を一つ固定する．ここで R(X)はX 上のラドン測度全休の集合を表す．各

0:=(~,r)EVvEBWi。 (G,H) に対し， X 上の測度加を次にように構成する．

dfi0(x) := exp(- <~,x ・ vo〉+r(x))dv(x).

ここで，いは Vの双対空間を表し，〈・，・）は vvXV上のペアリングを表す．さらにこれらの測度伽を次の

ように正規化する：

8 := {0 = (~,T) E VV① Wa(G,H) IL如く 00}'

Co :＝J如 (0E 8), 
X 

Pe := c01fi0 (0 E 8). 

結果として， X上の確率測度の族 P:＝ ｛Po}OEeを得る．

Wa(G,H) = {O}のとき 0をいの部分集合とみなせる．
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Remark 1.2.得られた分布族アは相対 G不変測度 vの選び方に依らない．実際，他の X上の非ゼロ相対 G

不変測度 v'に対し，次の事実から CEJE.>0とrE Wo(G,H)でdv'(x)= ceT(x)dv(x)となるものが取れる．

Fact 1.3 (See [TY21a, Corollary 4.27] for example). G/H上には非ゼロ相対 G不変測度が存在すると仮定

し，その一つを取り v。とおく．このとき G/H上の非ゼロ相対 G不変測度全体の集合は次で与えられる．

{ceTvo I c E応 o,T€ W。(G,H)}.

Theorem 1.4 ([TY21a, Theorem 3.2]). G/H-methodを用いて得られた分布族は X上の G不変指数型分

布族である．

正規分布族は G:＝町~ JE., H:＝尺X として G/H-methodを用いて構成することができる．このとき上

記定理は，正規分布をスケーリングと平行移動によって変形した分布もまた正規分布であることを主張してい

ることに相当する．

逆に X上の G不変指数型分布族は G/H-methodで次の意味で構成できる：

Theorem 1.5 ([TY21a, Theorem 3,7]）．アを X上の G不変指数型分布族とし，（μ,V,T)をアの最小次元

実現とする． 8cvvをパラメータ空間とする．さらに次を仮定する．

(i) G/H上には非ゼロ相対 G不変測度が存在する．

(ii) 8はVVの閲集合である．

このとき PはG/H-methodで得られる分布族の部分族として実現できる．

1.3 用語

この節では，本稿で用いる概念の定義をまとめておく．

X を多様体とし， R(X)をX上のラドン測度全体の集合とする．

Definition 1.6 ([BN70, §5]，指数型分布族）．確率測度からなる部分集合 PcR(X)がX上の指数型分布

族であるとは，次の 4条件を満たす三つ組 (μ,V,T)が存在することをいう．

(i) μ E R(X), 

(ii) Vは有限次元実ベクトル空間である，

(iii) T: X→Vは連続写像である，

(iv)任意の pEPに対し，ある 0E Vvが存在して次が成り立つ．

dp(x) = c01 exp(-〈0,T(x)〉）dμ(x).

ここで C9= fxEX exp(-〈0,T(x)〉）dμ(x)であり， Coは正規化定数と呼ばれる．このとき三つ組 (μ,V,T)を指

数型分布族 Pの実現と呼ぶ．実現の中で Vの次元が最も小さいものを最小次元実現と呼ぶ．

Remark 1.7.統計の分野では三つ組 (μ,V,T)を表現 (representation)と呼ぶことが多いが，ここでは群の

表現と区別するために実現と呼ぶことにする．

[BN70]では指数型分布族の概念は可測空間と可測写像のカテゴリで定義されているが，本稿では，位相空

間と連続写像のカテゴリで考える．

以下， Gをリー群， H をその閉部分群とし X:=G/HをGの等質空間とする．
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Definition 1.8. R(X)への（左）G作用を以下で定義する．

GxR(X)→R(X), (g,µ) • g•µ, 

(g ・ μ)(B) := μ(g-1B) (BE B(X)). 

ここで B(X) は X 上のボレル集合族を表す．言い換えれば， g·µ は写像 g•: X→ X, x >-+ gxによるμの押

し出し測度である．

Definition 1.9 (G不変）．部分集合 PCR(X)が G不変であるとは，任意の gEGとpEPに対し，

g・p E pが成り立つことをいう．

Definition 1.10（相対 G不変測度）．測度 μER(X)が相対 G不変であるとは，正値関数 x:G→此＞。で

次が成り立つものが存在することをいう：

d(g. μ) 

dμ 
(x) = x(g)―1 (gEG,xEX). 

2 具体例とその構成

本節では，広く用いられている分布族が G/H-methodで構成できることを紹介し，そのいくつかを実際に

Method 1.1に基づいて構成する．

2.1 得られる分布族の例

リー群 G,HとGの表現 V,H不変ベクトル Voを表のように選ぶことで G/H-methodによって次の表に

ある分布族を構成することができる．それぞれ詳しい構成方法については [TY18]を参照されたい．ただし，

一般化逆ガウス分布族については [TY19,§3]を参照．

表1G/H-methodで得られる分布族の例と入力 (G,H,V,vo) 

分布族 標本空間 G H V Vo 

ベルヌーイ ｛士1} ｛士1} {1} R sgn 1 

カテゴリカル {1,-・ ・,n} 6n 6n-1 w w 

正規 R 賊XK R RX Sym(2，罠） E22 

多変呈正規 Rn GL(n，股） X町 GL(n,JR.) Sym(n + 1,JR.) En+l,n+l 

ガンマ 艮＞O 艮＞O {1} 艮l 1 

逆ガンマ 恥＞〇 lll>o {1} ]R_l 1 

一般化逆ガウス 恥＞〇 良＞O {1} 恥1①股＿1 枠(e1+切）

正規逆ガンマ 艮＞0I>(民 lR>o ~艮 {(1, O)} 艮4 切＋ e4

ウィシャート Sym+(n,JE.) GL(n,JR.) O(n) Sym(n,JE.) I n 

フォンミーゼス s1 S0(2) {I叶 艮2 e1 

フォンミーゼスーフィッシャー sn-1 SO(n) SO(n-1) 艮n e1 

フィッシャー—ビンガム sn-1 SO(n) SO(n-1) R”EB Sym(n，罠） e1 E0 E11 

ハイパボロイド H” SOo(l, n) SO(n) ]E.n+l eo 

ポアンカレ H SL(2，股） S0(2) Sym(2，股） I2 

ここで W:={(xぃ•..，％） €町 |L~=l 叫＝ O}, w := (-(n -1), 1, ・ ・ ・, 1) E W. 
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次の節では以下の 4つの分布族が実際に G/H-methodで構成できることを見る．

(i)股上の正規分布族，

(ii)股上のガンマ分布族，

(iii)球面 sn-1上のフォンミーゼスーフィッシャー分布族，

(iv)上半平面上のポアンカレ分布族．

次の Fact2.1は例を構成する際に Wo(G,H)を決定するために用いられる．

Fact 2.1 ([TY21a, Proposition 4.28]). Gを連結成分有限個のリー群とし， H をGの閉部分群とする． g，h

をそれぞれ G,Hのリー代数をとする．このとき，次の条件のいずれかが成り立つならば， Wo(G,H)= {O} 

である．

(i) g = ~ + [g, g], 
(ii) Gはコンパクト，

(iii) Gは半単純．

2.2 戦上の正規分布族の構成

Example 2.2（正規分布族）． G：＝記区政， H：＝記 cGとおき， X:= G/HをGの等質空間とする．有

限次元実表現p:G→GL(Sym(2，艮））を次で定める．

t 

p(g)S := (~『） s'(~ 『） (g = (a,b) E股X ~恥， SE Sym(2晨））．

Vo:= (~ ~) E Sym(2凪）とおくと VoはH不変ベクトルであり，この p,voに対し， G/H-methodを適用

すると民上の正規分布族

｛ふexp(-~dx) ｝位，µ)El!. >oxll!. (l) 

が得られる．以下，実際に G/H-methodを適用する． X は次の同型を通じて Rと同一視されることに沖意

する．

X→恥， gH→b (g = (a, b) E G). 

Fact 2.1 (i)より Wo(G,H)= {O}となる．以下の Sym(2,1R)上の内積によって Sym(2，沢VをSym(2,1R)と

同一視する．

〈x,y〉:＝ trace(xy) (x,y E Sym(2,JE.)). (2) 

ol °2 
X上の非ゼロ相対 G不変測度としてルベーグ測度 dxを取る．このとき 0=（ E Sym(2，恥）に対し

て， X上の測度肋は次のように定まる．

02 03) 

df50 = exp(-trace(0p(x)vo)dx 

= exp (-trace ((:~ ::) (: ~))) dx 

= exp(-(01丑＋ 20匹＋03))dx.

5
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このときパラメータ空間 eと正規化定数は箭単な計算により次で与えられる．

e = {0 = （仇::)E Sym(2,1R) 1 l恥如く00}
= {0 E Sym(2，民） 01> O}, 

Co ＝昌exp(~各ー。い）
従って， X上の確率測度poは次で与えられる．

dpe(x) = c0軍（x)= 喜exp(—01 (x +誓）2)dx (0 E 8). 

以上より，次のように民上の確率測度の族が得られた．

P=｛喜exp(-01 (x +塁）2）dx}（O1約）E応 oX良

さらにパラメータの変換μ=一虎， a=72町を行うことで正規分布族の良く知られた形（1)が得られる．

2.3 ~>。上のガンマ分布族の構成

Example 2.3（ガンマ分布族）． G :=応o,H := {1}, X := G/H =記。とおく．有限次元実表現

p: G→GL(l,JR.)を次で定める：

p(x) := x (x E応 a).

v0 := 1 E罠は H不変ベクトルであり，この p,v。に対し， G/H-methodを適用すると R上のガンマ分布族

｛心げ）ke―麿亨｝ （3) 
(K,0)€応oX艮＞ O

が得られる．以下，実際に G/H-methodを適用する． TEW0(G,H)の連続性により w。(G,H)= {T:罠＞Oう

X → /3logx E賊 1 /3E JR.} e:c沢とわかる．標準的な R 上の内積により RVを戦と同一視する． x
上の非ゼロ相対 G不変測度として与を取る．ここで， dxは X 上のルベーグ測度を表す．このとき

0= (a,/3） E政 xWa(G,H)に対し， X上の測度伽は次で与えられる：

dx ， dx 
如 (x)= exp(-ax+/3logx)= = exp(-ax)x11= 

X X 

このとき直接計算によりパラメータ空間 eと正規化定数は次のように求められる．

8 = {0 = (a,/3） E股 xR J如く00
応 0 } 

＝民＞0X 股＞O,

Co = J dpo =．  
~ r(/3） 

艮＞O
a/3 

従って， X上の確率測度poは次で与えられる．

dp0(x)＝ずdfi0= ~ exp(-ax)x/3~ (0 E 8). 

以上により，次のように艮＞o上の分布族が得られた．

P = { a(3exp(-ax)x(3竺r(/3） ~}(a,(3） E応oX応0.
さらに，パラメータの変換 a=!,/3＝Kを行うことでガンマ分布族の良く知られた形 (3)が得られる．

6 



61

2.4 球面 sn-1上のフォンミーゼスーフィッシャー分布族の構成

Example 2.4（フォンミーゼスーフィッシャー分布族）． G:= SO(n), H := SO(n-1)とし， X:=G/HをG

の等質空間とする．ただし， HはGの“ななめ下”に実現されているとする．写像 G/H→sn-i,gH >-+ ge1 

により X とn-1次元球面を同一視する． p:G→GL(n，恥）を自然表現とする． vo:= e1 E艮nとおくと Vo

はH不変ベクトルであり，この p,voに対し， G/H-methodを適用すると sn-1上のフォンミーゼスーフィッ

シャー分布族

{ （27r）号 1 I号一1(|0||）exp(—加）dx}亨 (4) 

が得られる．ここで dxは， sn-1上の一様測度で fsn-ldx =存：）を満たすものであり， Im(r)はm次第一

種変形ベッセル関数を表す：

1 r2" 
Im(r) = ~ 1"" cos(mx)ercosxdx (m E Z,r E恥）．

27r。
以下，実際に G/H-methodを適用する． G = SO(n)はコンパクトであるから Fact2.1 (ii)から

Wo(G,H) = {O}である．標準内積を取ることにより（町）Vを町と同一視する． X 上の非ゼロ相対 G

不変測度として sn-1 上の一様測度 dx で J釣— 1 dx＝打：）となるものを取る．このとき 0E町に対し， X

上の測度加は次で与えられる．

如 (x)= exp(-t0x)dx 

X = sn-1はコンパクトであるからパラメータ空間 0は酌であり，正規化定数 c0は [BNBE89,Example 

8.3]より次で与えられる．

c0 = (2叫 110111舟 Jll'-1(11011)-

以上により加を正規化することで，フォンミーゼスーフィッシャー分布族 (4)が得られる．

Remark 2.5.関連研究として [CW15]があり，コンパクト群のユニタリ表現を用いて球而などのコンパクト

等質空間上の指数型分布族を構成する手法および，実際に 2次元球面上で最尤推定を現実的な計算塁で行う方

法が提案された．我々の立場からは，［CW15]による分布族構成手法は， G/H-methodにおいて Gをコンパ

クト群に限った場合とみなせる．実際， Gがコンパクト群であるとき， Fact2.1より Wo(G,H)= {O}であ

り，コンパクト群の任意の連続表現はユニタリ化可能であるため，［CW15]で得られる分布族は G/H-method

によっても構成できる．

2.5 上半平面上のポアンカレ分布族の構成

Example 2.6（ポアンカレ分布族）． G:= SL(2，民）， H:= S0(2)とし， X:=G/HをGの等質空間とする．

上半平而1iは， Gの 1次分数変換による作用を許容する．この作用は推移的でありポアンカレ計量を保つこと

が知られている．このとき iE 1-lの固定部分群は H となり，上半平面は次の対応により X と同一視できる．

H→X, 

Z = X +iy→ (｛璽） H.
J 
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Gの有限次元実表現 p:G→GL(Sym(2，飛））を次で定義する．

p(g)v := gvtg (g E G,v E Sym(2，股））．

vo := h E Sym(2皇）は H不変ベクトルであり，この P,voにG/H-methodを適用すると上半平面 1-l上の

以下のポアンカレ分布族が得られる．

{ ~exp(-~（呼＋ yり＋2bx+e dxdy 

~exp(—~) ~} (: ~)ESym+(2恥） (5) 

ここで， D =ヽ 正＝b2,Sym+(2,1R) :={SE Sym(2,1R) ISは正値｝である．

以下，実際に G/H-methodを適用する． SL(2,1R)は単純であるから， Fact2.1 (iii)より Wo(G,H)= {O} 

となる．（2)と同様に Sym(2，政）に内積を入れることで Sym(2，艮）V をSym(2，恥）と同一視する． X上の非ゼ

b e) 口相対 G不変測度として年を取る．このとき 0= (: :) E Sym(2,1R)に対して， X上の測度加は次の

ように定まる．

dxdy 
蜘）＝ exp(-trace(0p(z)Iり） （Z = X + iy E 1i) 

= exp (trace (（： ：） y(f t) I2t(f t)）） dxy:Y 

=exp1-
（a（丑＋炉） ＋2bx +e dxdy y )炉

このとき [TY21b,Lemma 4]によりパラメータ空間と正規化定数は次のように求められる．

8 = {0 E Sym(2,JR) 11社如く00}
=Sym十（2，股），

Co = J 如＝~ (0 E 8). 
社

De2D 

ここで D:＝《盃＝了．以上より Poを正規化することで，上半平面上の指数型分布族 (5)が得られた．

3 ポアンカレ分布族の共役事前分布族

共役事前分布族 (Definition3.1)を持つ分布族に対してはベイズ推定を簡単に実行することができる（ベイ

ズ推定については例えば [RS61]を参照されたい）．しかしながら一般には共役事前分布族は存在するとは限ら

ない．一方で，指数型分布族に対してはいつでも共役事前分布族が存在し，それもまた指数型分布族となるこ

とが知られている (Fact3.3)．この節ではポアンカレ分布族 (Example2.6)の共役事前分布族を一つ正規化定

数まで含めて明示的に提示する (Fact3.4). 

3.1 指数型分布族の共役事前分布族

本節では共役事前分布族の定義を与え，［DY79]による指数型分布族に対する共役事前分布族構成法を復習

する．

Definition 3.1 ([RS61]，共役事前分布族）． X を多様体とし， P= {P0(x)dμ(x)}0Ee C R(X)をX 上の分

布族とする．さらにパラメータ空間 eも多様体であると仮定し， Q= {qc(0)d入(0)}cECC R(8)をハイパー

8 
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パラメータ空間を Cとする e上の分布族とする．このとき QがPに共役（あるいは Pの共役事前分布族）で

あるとは，任意のサンプルデータ xoEXとp0d11E PとCECに対して，ある c'ECが一意的に存在して，

P0(xo)qc(0)がqc,(0)と〇上の関数として正のスカラー倍を除いて一致することをいう．このとき如(0)d入(0)

を事後分布という．

Remark 3.2.共役事前分布族の概念は well-definedである．実際， Pにおけるμの取り方に依らない．一

方で，与えられたアに対し，その共役事前分布族は一意ではない．実際， Qにおける入の取り方に依存する．

指数型分布族に対しては次のように共役事前分布族を構成することができる．

Fact 3.3 ([DY79]). X を多様体， PをX上の正則な指数型分布族(“正則”の定義は例えば [BN78a,§8.1]を

参照）とし，（μ,V,T)をPの最小次元実現とする．（t,v)E恥＞OXVでパラメトライズされる 9上の関数fぃ

を次で定義する：

fぃ(0):= exp(―〈0,v〉―如(0)).

ここで ip(0):= log coである． e上の測度入 ER(8)を一つ取り，部分集合 C,¥clR.>o x Vを次で定義する．

C,¥ ＝ ｛（t,v) E応 oxVI l恥心く00}
さらに広でパラメトライズされる 0上の確率測度 qぃを以下で定める．

dqt,v(0)：＝心fぃ(0)d入(0),

Ct,v := L !t,vd入 ((t,v)EC,¥）． 
e 

このとき， Q:= {qt,v}(t,v)EC入は 0上の指数型分布族であり，アの共役事前分布族となる．与えられたデー

夕 xoEXに対し，事後分布のハイパーパラメータは次のように更新される：

(t, V)→(t + 1, v + T(xo)). (6) 

3.2 ポアンカレ分布族の共役事前分布族

本節では Fact3.3による共役事前分布族の構成法をポアンカレ分布族に対して適用することによって得

られた分布族を明示的な形で紹介する．詳しい議論については [TY21b]を参照されたい．得られた分布族は

Sym十（2,JR)上の 4次元パラメータを持つ指数型分布族となる．これはウィシャート分布族とよく似た形をし

ているが異なるものである．しかしながら，ともにより大きな 5次元パラメータを持つ指数型分布族の部分族

として実現できる (Proposition3. 7). 

Fact 3.4 ([TY21b, Theorem 1]）．次の 8:= Sym+(2，政）上の分布族はポアンカレ分布族の共役事前分布族

である．

{c;：（了）texp(-(aa + 2(3b+,c))~竺｝（t,v)EC ((~ ~) EB) (7) 

a /3 
ここで r:＝⑪ごb2,v = (; ~) E Sym+(2,1R) CVである．ハイパーパラメータ空間 C と正規化定数

/3 ？ 

，
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Ct,vは次で与えられる．

C := { (t, (~ ~））忍ox Sym+(2，尺） t< D}, 

r(t) 
Ct,v := 

2田—1D(D -t)t. 

ここで D:=《云了ご戸である．

Remark 3.5 ([TY21b, Rem紅 k7]）．与えられたデータ xo+ iyo E 1-lに対し，ハイパーパラメータの更新は

(6)より，以下のように与えられる．

C→C, (t, （芦~))→（t+ 1, （名~) + ~ (Xビ。y各？））
Remark 3.6. Fact 3.4で与えた分布族は Sym+(2，政）上の 4次元パラメータを持つ指数型分布族である．

一方， Sym+(2虞）上の有名な分布族としてウィシャート分布族がある．これも 4次元パラメータを持つが，

Fact 3.4で与えた分布族とは異なり，一方を他方の部分族とみなすことはできない．しかしながら，ともに以

下の 5次元パラメータを持つ Sym+(2，罠）上の指数型分布族に含まれる．

Proposition 3.7.次は Sym+(2，艮）上の SL(2皇） x股＞〇不変指数型分布族であり，その部分族として (7)

とウィシャート分布族を含む．

｛門言)代e-tr戸 exp(-(aa+ 2(3b 十 -ye))~テ｝い）EC ((: ~) E Sym+(2，股）） (8) 

a f3 
ここで V = （ ）, D :＝ v'detv = ¥/Cげ亨， r:=./aご戸ぁり，パラメータ空間 Cは次で与えら

g ? 

れる．

C={("',t,v)E 応ox~ x Sym+(2,~) I t+2D > 0}. 

実際， G:= SL(2直） x~>o, H := S0(2)として [TY21b,Lemma 1] で与えられる写像を通じて Sym+(2,~)

を (SL(2,~) x ~>o)/S0(2) = (SL(2,~)/S0(2)) x ~>O'.:::'.1/, x罠＞。と同一視する．

次で定義される有限次元実表現 p:G → GL(Sym(2,~) ① R) を考える．

p((h, r))(S, a) := (rth-1 sth, ra) ((h, r) E G, (S, a) E Sym(2, ~)EB~) 

このとき vo:= (I2, 1) は H 不変ベクトルであり p,v。に対して G/H-method を適用することで Sym+(2,~)

上の分布族 (8)が得られる．パラメータ空間や正規化定数の計算は Fact3.4と同様にできる．

パラメータ空間において t= -2K,という制約を追加すると分布族 (7)が実現できる．一方． t=Oという制

約を追加するとウィシャート分布族が実現できる．
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