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On realization problems of graphs as Reeb graphs of 

smooth functions with prescribed preimages 

北澤直樹(NaokiKitazawa) （九州大学マス・フォア・インダストリ研究所）＊

（可微分）多様体を，その上の，自身より次元の高くない空間への良い（可微分）写
像を用いてみ，調べるという手法は，自然で重要である主に多様体の幾何学で多

くの大きな面白い貞献をしてきており今もし続けているその際逆像の連結成分

からなる定義域の多様体の商空間 Reeb空間が多くの場面で重要な道具となる本
稿では，関連した自然で重要な間題，与えられたグラフを性質の良い可微分関数の

Reeb空間として実現できるかという Sharkoが創始した問題，特に最近本質的に

著者自身が創始したと考える，逆像が指定したものになるように実現できるかとい
う間題について知られた結果得られた結果も含め紹介する．

なお，本稿の多くは [13]とも記述や内容が多く重複していることを添えておく．

ただし，後半の MainTheorem 3等新たに加わった記述も存在する．

1. Reeb空間（グラフ）．
c:X→ Yを位相空間の間の（連続）写像とする． X の任意の 2点 X1ぷ2について， Y
のある点 yの逆像 c―l(y)の同じ連結成分にあるときかつその時に限り m～心2を

みたすよう， X上の関係～eを定義する．明らかにこれは同値関係である

Definition 1.商空間凱：＝X/~cを cの Reeb空間と呼ぶ

qc: X →凱で商写像，でで e＝でoqcをみたす写像として定義する前者は連続
写像後者は連続写像としてしかも一意に定まる

今後滑らかな多様体の間の滑らかな写像で，定義域の多様体の方が値域の多様
体より次元の高いようなものとその Reeb空間を考える多様体上の可微分関数や

写像の Reeb空間に関し，［20]が閑連した初期の論文の一つである．

以降 f:M→ N で滑らかな多様体 M から滑らかな多様体 Nへの滑らかな写

像を表す． fの特異点とは， M の点 pEMでそこでの微分 dfP について階数が M,

N 双力の次元より低いものとするある特異点 pでの値として表せる f(p)を f
の特異値と呼ぶ特異値でない N の点を fの正則値と呼ぶ

滑らかな多様体からなるクラスを考え，滑らかな多様体 M1とM2について，一
方から他方への滑らかで特異点をもたないような同相写像つまり微分同相写像が
存在するときかつその時に限り同値とし，同値類をその多様体の微分同相型と呼

ぶ（もちろんここで考えた関係は同値関係である）．多様体 M1とM2の微分同相型
が等しいとき M1は柘に(M1と島は）微分同相であるという．

今後 k> 0次元 Euclid空間を記で表す．これは自然な K次元の滑らかな多

様体であり，自然な計量を有する Riemann多様体でもある． XE記と原点 0の

間に定まる距離を llxll2: oで表す．繁：＝ ｛X E尉＋1I llxll = 1}で K次元洋位
球面を表す（ただし Kは 0以上の整数）．この多様体は， K次元の滑らかな閉部

分多様体で，境界をもたずコンパクトである．そして k2: 1ならば連結である

ぴ：＝ ｛XE賊kI llxllさ1}で K次元単位球体を表す（ただし Kは 1以上の整数）．こ
れは K次元の滑らかな閉部分多様体で，境界をもちコンパクトである．

fがさほど病的でなく，（適切な文脈で）一般的な滑らかな写像のとき， WJは値
域の空間と同次元の多面体（で，一般に滑らかな多様体から自然に一意に多面体の

構造が定まることがよく知られている中，値域の多様体に定まるそれを引き戻す形
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Figure 1:次元 2以上の単位球面の自然な高さを考えて得られる Morse関数と Reeb
グラフ（左）．配に自然な形で埋め込まれたトーラス(S1X sりに対し自然な高さを
考えて得られる Morse関数と Reebグラフ（右）．グラフの点を指し示す線の先にあ
る点や円周等の図形や単位球面 ’'sm-1,'の表記は，その点の qfで考えた逆像を示

す：なお右のグラフで辺（の内部）の各点の逆像は円周．

で自然に誘導されるもの）となる． Reeb空間 wfがこのような多面体であるという

状況について， fが関数の場合 Reeb空間 wfはグラフになるなお，本稿で，グラ
フに関する用語，例えば頂点（集合），辺（集合），多重辺，ループ他，グラフが連結であ

ることや有限であることについては，読者にとって既知の基本的な概念とするま
た，グラフは自然に位相空間， 1次元のセル複体(CW複体）とみなせるが，二つのグ
ラフが同型であるとは，その間の PL同相写像で一方のグラフの頂点集合をもう一
方のグラフの頂点集合に写す様なものがあることとする（勿論グラフ全体の集まり
の間の同値関係として同型であるという関係も定まる）．

Theorem 1 ([23])．コンパクト多様休上の滑らかな関数 fで特異値が高々有限個
であるようなものについて， Wfは 1次元コンパクト多面体となる，つまり有限な
グラフと同相である閉多様体上の滑らかな関数 fで特異値が高々有限個である

ようなものについて， WJは，頂点集合を qfに関しての逆像が特異点を含むような
もの全体からなる集合であるとしたグラフとなる．

Definition 2.閉多様体上の滑らかな関数 fで， WJが，頂点集合を qfで考えた逆
像が特異点を含むようなもの全体からなる集合であるとしてグラフとなるとき，

Reebグラフと呼ぶ

例えば， Morse(-Bott)圏数のような特異点のまわりでの型が複雑でないような

関数 fでは， Reebグラフ Wfが得られる． Morse関数の定義や基本的な用語や性質
は省略させて頂<.Morse-Bott関数についても同様とするが，各特異点の周りでは，
適当に選ばれた座標のもとで射影と Morse関数の合成で表せているような滑らか
な関数として定義することだけ言及しておく．有名文献として， Morse関数の理論

に関して [16,18, 19], Morse-Bott関数に関して [1]がある
Figure 1とFigure2で Morse関数， Morse-Bott関数とその Reebグラフの例を

紹介しておく．

Remark 1.ある程度良い性質を有する値域の方が次元が低いような滑らかな写像
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Figure 2:配に自然な形で迎め込まれたトーラスに対し自然な高さを考えて得られ
る Morse-Bott関数と Reebグラフ．グラフを指し示す線の先にある円周は， Figure

1同様逆像を示し，また辺（の内部）の各点での逆像も円周．

について， Reeb空間が値域の空間と同次元の多面体になるということについて補

足する．［14]で次元 3以上の閉多様体から平面への，特異点の観点からして一般的
な滑らかな写像，いわゆる安定写像で示されている安定写像という滑らかな写像
のクラスは，各特異点で値が異なるような閉多様体上の Morse関数全体を含むよ
うなクラスである（閉多様体上の滑らかな関数についてそういう関数であることと
安定であることは同値である）．安定写像等の説明を含む可微分写像の特異点理論
に関する教科書的文献として [2]等がある． Reeb空間が値域の空間と同次元の多而
体になるという事実は，［26]でかなり一般的な状況で示されているこのような状
況で， Reeb空間は多様体の情報を完壁ではなくともそれなりにとらえる具体的に
は特別な状況では，ホモロジ一群コホモロジ一環等多様体の代数的な情報をある
程度握る．［21,24]他著者の論文プレプリント，［3,4, 5, 8, 9]等に関連した話がある

2．グラフの具体的な可微分関数の Reebグラフとしての実現．
今後有限でループを持たない一方，多重辺は持ちうるようなグラフが，基本的で重
要な位相的対象となるこれらのグラフは自然に 1次元の多面体と考えるなおグ
ラフに関する基本的な用語等の説明は省略する．

本稿では次の問題を中心的に扱う．

Problem 1.与えられたグラフを Reeb空間としだ性質の良い滑らかな関数を構成
できるか？ただし定義域の多様体について事前指定はしない．尤も多様体の次元を
制限する等定義域多様体のクラス程度は制限する

発表者が本質的に創始し既に多く結果を得ている，以下の問題を中心に紹介す
る．

Problem 2. Problem 1において，正則値の逆像まで前もって指定して，性質の良い
滑らかな関数を構成できるか？

これらの問題は，基本的で自然で重要であるしかし，一般に， 「具体的に（特に
大域的に）滑らかな写像を構成することの難しさ」というもの等があり難しい．こ
れまで以下のような研究があった

•頂点や辺に関して特定の適切な条件を満たすようなグラフと同型なグラフを
Reebグラフとする，閉曲面J:::の滑らかな関数の構成([25]).Problem 1のよう
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Figure 3:与えられたグラフ（右）と閉曲面上の滑らかな関数（左）．

な問題の始まりといえる研究である

•任意の，有限でループを持たない（が多重辺は持つかもしれないような）グラ
フに対しそれと同型なグラフを Reebグラフとする，閉曲面上の滑らかな関
数を構成([15]).

•適切な条件を満たすようなグラフについて，それと同型なグラフが Reeb グラ
フとなる， Morse関数で正則値の逆像が単位球面の非交和と微分同相になる
ようなものを多様体の次元を 2以上の任意次元として構成([17]).

Figure 3は，右のグラフに対し，左の方で表されているような滑らかな関数を得て
いることを表すいわゆる種数 2の向き付け可能な閉曲面上の関数を示す

以下が主結果の一つである

Main Theorem 1 ([6]). G := (V, E)を有限で連結で辺 1個以上を有するようなグ
ラフとする(Vを頂点集合 Eを辺集合とする）． g:G→良を連続関数で各辺 eEE 
上で単射であるようなものとする． lを， E上の非負の整数を値とするような関数
とするこのとき，ある 3次元向き付け可能連結閉多様体 M とその上の滑らかな

関数 f:M→民があり以下を満たす．

1. Reebグラフ Wfが定まり閏と G は同型（以降適切な同一視を定めて考え

る）．

2. aを辺 eの内部の点とすると，町―l(a)は種数 l(e)の向き付け可能な閉曲面．

3. pが特異点のとき qJ(P)E V,つまり qJ(P)は Wf= G の頂点で， g(q1(P))= 

J(p). 

4-qJ(P) E Vが gの極値を与えないような頂点であり pが特異点のとき， fはp
の周りで Morse関数となる．

5.町（p)EVが gの極値を与えるような頂点であり次数は 1で， eぅvであるよ
うな辺 eEEについて l(e)= 0とする． pが特異点のとき， fはpの周りで
Morse関数となる

6. pが直前の 2パターンに当てはまらないような特異点のとき， fはpの周り
で Morse関数とはならないしかしこのような特異点の周りでの fについ
て，有限個のもの以外の周りでは， Mose-Bott関数として表せる．
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証明の概略を述べる．グラフの頂点のまわりでの局所的な関数を構成し，残りの
部分は射影を構成して最後に貼り合わせるという形で滑らかな関数を構成するグ

ラフの頂点の周りでの構成のみ簡単に紹介する．
まず，極値を与えないような頂点の周りでは， Morse関数の特異点と多様体のハ

ンドルが対応しているという古くからの有名な事実を利用する局所的に， Reeb空
間がその頂点 vとそれを含む辺全体の和集合として表される元のグラフの部分空

間と同相で，頂点の逆像のみ特異点を含んでいて（他の点の逆像は含んでおらず），
像が閉区間で，特異値が丁度 1個でその像の内部にあるような Morse関数を得る

極値を与える頂点のまわりについて説明するまず頂点 vの次数が 2以上の時
から説明するまず頂点を含むような辺全体の集合を空でない 2つの集合に分割す

る（空でない 2つの集合ならば何でも良い）．それぞれ値が特異値以下になるような

部分，特異値以上になるような部分となるようにまず局所的に， Reeb空間が 1個の

頂点とそれを含む辺全体の和集合として表される元のグラフの部分空間と同相で，
頂点の逆像のみ特異点を含んでいて他の点の逆像は特異点を含んでいないような

関数を得る． vが極値を与えない時のように， Morse関数を構成できる丁度 1個あ
る特異値のところで最大または最小となるように，像を閉区間とみなしその上の二

次閲数を使って平面に埋め込み，最後に垂直方向への射影を合成する．頂点 vの次

数が 1の時についても簡単に触れる頂点を含む辺での lの値が 0のときは単位球

体びの高さを考えて得られる Morse関数， D3上の x→土llxll2+g(v)の形で定義
される関数を考えれば良い． lの値が正の整数であるときは少し説明が必要である．

さて， MainTheorem 1に関連し，［23]で以下が得られている

Theorem 2 ([23]). m > 1を整数とする． G:= (V,E)を有限で連結で辺 1個以上を
有するようなグラフとする(Vを頂点集合 Eを辺集合とする）． g:G→股を連続関

数で各辺 eEE上で単射であるようなものとする． lを， E上の，以下を満たすよう
な写像とする

• lの値域は m-1次元の滑らかな連結閉多様体の微分同相型全体からなる集
合である

•各頂点 VE V について，ムをそこでの gの値が g(v)以下であるような vを
含む辺全体の集合，にをそこでの gの値が g(v)以上であるような vを含む

辺全体の集合とする． Lvの各辺 eについて l(e)に属するような滑らかな多様

体をとりそれらの非交和 Fぃをとり，にで同様に多様休 Fu,vをとる．この

ときこれらの非交和 FL,vLJ Fu,vを境界とするような m 次元の滑らかで連結
なコンパクト多様体がある．

このとき，ある m 次元連結閉多様体 M とその上の滑らかな関数 f:M→戦が
あり以下を満たす．

1. Reebグラフ Wfが定まり閏と G は同型（以降適切な同一視を定めて考え

る）．

2. aを辺 eの内部の点とすると，町―l(a)は l(e)に属する多様体と微分同相．

3. pが特異点のとき qJ(P)E V,つまり qJ(P)は W1=Gの頂点で， g(q1(P))= 
f(p). 

Remark 2. Theorem 2について，詳細は省略するが， m-1次元の滑らかな連結閉
多様体の微分同相型，それらの非交和を境界とするような滑らかで連結なコンパク

卜多様体について，向きを込め考えた場合， M として向きが入ったものを得ること
ができる．



この結果は，次元や逆像に出てくる多様体についてかなり一般的な状況を扱っ
ている一方，特異点がいかなる型のものか等については触れられていない滑らか
であるが実解析的でない関数を用いてとにかく関数を構成するという形で結果が
得られる次に，今回扱っている研究とは独立に既に知られていた結果を紹介する．

Theorem 3 ([22]). 3次元向き付け可能連結閉多様体 M が， Morse関数で Main
Theorem 1において lの値が 0か 1である場合のものを有するとき， M は 3次元
単位球面 S叫S2xゞゃレンズ空間またはそれの連結和として表される多様体と
微分同相となる逆にそのような多様休 M には，今説明した条件を満たすような
Morse関数がある．

最近以下も得られた

Main Theorem 2 ([11]). G := (V, E)を有限で連結で辺 1個以上を有するような
グラフとする(Vを頂点集合 E を辺集合とする）． g:G→民を連続関数で各辺
e EE上で単射であるようなものとする． lを， E上の，以下を満たすような写像と
する．

• lの値域は 3次元の滑らかで向き付け可能な連結閉多様体の微分同相型全体
からなる集合である

● vEVを g(v)が極値となるような頂点とするこのとき vの次数は 1で，
eぅvである辺 eEEについて l(e)は炉の微分同相型．

このとき， 4次元の連結な向き付け可能閉多様体 M とその上の Morse関数

f:M→民があり以下を満たす．

1. Reebグラフ WJが定まり閏と G は同型（以降適切な同一視を定めて考え

る）．

2. aを辺 eの内部の点とすると， qf―l(a)は l(e)に属するような多様体と微分同
相．

3. pが特異点のとき qJ(P)E V,つまり qJ(P)は W1=Gの頂点で， g（町(p))= 
f(p). 

証明には，先述の Morse関数の特異点とハンドルに関する理論，そして 3次元
多様体に固有の有名な理論，いわゆる Dehnsurgeryに関する有名事実を用いる．も
う少し詳しく述べると，この定理は，より一般的な定理の系として得られた．最近
以下も分かった

Main Theorem 3 ([12]). G := (V, E)を有限で連結で辺 1個以上を有するような
グラフとする(Vを頂点集合 E を辺集合とする）． g:G→ R を連続関数で各辺
e EE上で単射であるようなものとする． lを， E上の，以下を満たすような写像と
する．

• lの値域は 2次元の連結閉曲面の微分同相型全体からなる集合である．

•各頂点 v について e ぅ v をみたすような辺 e EEについて l(e)に属する曲面
の Euler数が一意に定まるが，すべての e3vについてその Euler数を足す
と偶数である．

このとき， 3次元の連結な閉多様休 M とその上の滑らかな関数 f:M→ Rが
あり以下を満たす．

33 
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1. Reebグラフ Wfが定まり閏と G は同型（以降適切な同一視を定めて考え

る）．

2. aを辺 eの内部の点とすると，釘―l(a)は l(e)に属するような曲面と微分同
相．

3. pが特異点のとき qJ(P)E V,つまり qJ(P)は Wf= G の頂点で， g（町(p))= 

f(p). 

4．有限個の特異点を除き，各特異点の周りでは， fはMose-Bott関数として表せ
る．

3.補足．
今後の問題を挙げておく．

Problem 3. Theorem 3のような，特定の多様体の族を特徴づけるような結果は得ら

れるか

Theorem 3の [22]は，正則値の逆像の連結成分が常に位相的には球面であるも
のの単位球面と微分同相とは限らないような Morse閑数と，その定義域の多様体

に関する論文でもある（というよりそのような関数の話がメインである）．この状況
ではある程度完全な結果は得られているといえる他の状況については，例えば現

時点では， MainTheorem 1, Main Theorem 2の状況で Morse関数のみ考えて，さら

に向き付け可能な正則値の逆像の連結成分を球面かトーラスに制限し，向き付け
不可能な正則値の逆像の連結成分を種数が 1か 2であるようなもの，つまり実射

影曲面か Kleinbottleに制限する等をしないと難しいと思われる閉曲面は種数が
上がるといろいろ複雑になる一般の閉多様体が出てくると遥かに難しい．

最後に，現時点で案の段階で公表はできないという程度の進捗である，以下を挙
げる

Problem 4.グラフを与え，値域が民で Reebグラフがそれと同型であるような，

性質の良い滑らかな写像の構成を考えてきた．では，次元 n~ 1の多面体(CW複
体）を与え，値域を賊n として，同様の問題を考え解けるか？

その他，詳細は省略するが，［7]では，境界のない多様体上の，逆像がコンパクト
とは限らないような適切な滑らかな関数のクラスを考え，本稿で扱ってきたような

問題を考えて解答を得ている
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まる Reebグラフや Reeb空間，逆像に関する微分トポロジー的な理論を応用して



いこうという挑戦に関わるこれらのプロジェクトの関係者の日々の支えに感謝申

し上げたい
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究（公開型）の研究集会「可微分写像の特異点論及びその応用」 (http://www.math.kobe-

u.ac.jp/HOME/saji/math/conf2021/index.html)における同じ題目の著者自身の講
演の内容をもとにしている 「山本卓宏 氏（東京学芸大学）」は講演時に Main

Theorem 1と2における多様体の向き付け可能性という重要な事実について質問
をして下さり，そして数日後所属機関に滞在された際追加で議論もして下さった．
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