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1 概要

ブレイド群の Schur被覆の表示

東京理科大学川崎理佳子

Rikako Kawasaki 

Tokyo University of Science 

Artinブレイド群凡とは (n-1)個の生成元m，び2,・・・，心ー1で生成される群であり，それらの間の関係式

は以下で与えられる．

び，CYj=び］び，（Vi,j=l,2,・・・,n-1, li-jl2'.2) 

び凸＋1CYi= CYi+lCYiCYi+l (i = 1, 2, ・ ・ ・, n -2). 

n:;, 4のとき， Huebschmann[3]は1つの元 a1E Bnで生成される freeEn-crossed module 7r: Cn→ Bnが中

心拡大

0→凡（Bn)→Cnぢ Bn→1

をみたし，かつ CnがB” のSchur被覆であることを示した． Schur被覆とは IssacSchurにより有限群の射影表

現の研究において見出された概念で，群の 2次のホモロジ一群と密接に関連しており，有限群 Gの射影表現は G

のSchur被覆の線型表現に自然に対応する（諭文［1]を参照）．対称群の Schur被覆は Schur自身によって研究さ

れ有限表示も知られているが，ブレイド群 BnのSchur被覆 Cnの有限表示を明示的に書いた論文はない．そこ

で，本稿では Cnの有限表示を群の拡大の表示の理論 ([5]）を用いて具体的に計算することを目標に，基本的な定

義から説明する．

また，本研究は北海道大学秋川利之教授との共同研究に基づいている．

2 群の拡大

この章では群の拡大の定義について解説する．

定義 2.1（完全系列）．群と準同型写像の列

G1仏 G2ら G3ら．．．竺古 Gn-1.!".古 Gn

が，各 1:Si:Sn-2に対して

Im(fi) ＝ Ker(fi+1) 

を満たすとき，完全系列 (exactsequence)という．

定義 2.2（群の拡大）．完全系列

1→K __:_; G昌 N→1

を短完全系列 (shortexact sequence)もしくは，群の拡大 (groupextension)という．群を明示するときは， G

をN のK による拡大 (extensionof N by K)という．
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このとき，次の補題が成り立つ．

補題 2.3(5項補題）．群と準同型写像からなる可換図式

fl f2 
l一G1~G2一→ G3一 1

↓'Pl い↓'P3

1— H1二H2二 H3-----+ 1 

において，各行は群の拡大であるとする．もし''Plと<p3が同型写像であれば， 四も同型写像である．

3 ブレイドとブレイド群

この章ではブレイド群について解説し，その簡単な性質をいくつか紹介する．

3.1 ブレイド群の定義と基本的性質

任意の正の整数 nに対し，ブレイド群 Bnの定義を代数的に与える．この定義は生成元と関係式による群の表

示の形で形式化される．

定義 3.1.Artinブレイド群 En(Artin braid group)とは (n-1)個の生成元び1，び2,...,四-1で生成される群

で，それらの間の関係式は以下で与えられる．

び，aJ= 0四 (i,j=l,2,..,,n-1, li-jl2:2) 

び，びi+lai=びi+lびiai+l (i = 1,2,・ ・ ・,n-2). 

この定義から直ちにわかるように， B1は自明な群である．また B2は一つの生成元び1で生成されており，関

係式は空集合なので無限巡回群であり， n2:3のブレイド群 Bnは非可換群である．

ブレイド群凡から群 Gへの準同型写像 f:Bn→Gに対し， Gの元 {si= f（叫｝i＝1,…，n-1は関係式

を満たし，この逆も成り立つ．

3.2 対称群への射影

s;sj=SjSi (Vi,j=l,2,・・・,n-1, li-j|:;;, 2) 

Sふ＋1S;= Si+l均Si+l (i = 1,2, ・ ・ ・,n-2) (3.1) 

以下， enをn次対称群とする．補題？？を G=6nに適用しよう． S;=(ii+ 1) E Sn (1 ::C: i ::C: i -1)をiと

i+lの互換とする． s1,...,Sn-lE 6れが関係式 (3.1)を満たす事を確かめるのは容易である．よって，補題？？

より任意の i=1,2,・・・,n-1に対し s;= 7r（叫となるような群準同型 7r:Bn → eれが唯一つ存在する． 6nfま

s1,...,sn-l E (5れで生成されるので，この準同型は全射である．

4 群の中心拡大と群の 2次コホモロジ一

Gを群， Aをアーベル群とし

0 → A~E ➔ G → 1 (4.1) 

をGのAによる中心拡大 (centralextension)とする．また， T の集合論的切断 s:G→Eを一つ選ぶすなわ

ち， 1fS= i如となるような写像 s:G→Eを考える． sは正規化条件

s(l) = 1 (4.2) 
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を満たすとしてよい．もし sが準同型写像ならば，上の拡大は分裂し， Sが準同型写像ではない度合いを測る写像

f: Gx G→Aが存在する．実際，任意の g,hE Gに対し， Eの元 s(gh)とs(g)s(h)はT で共に Gの元ghに

移る．よって， s(gh)とs(g)s(h)の差は i(A)の元である．こうして，以下の等式により J(g,h)EAを定義する

ことができる．

s(g)s(h) = i(J(g, h))s(gh). (4.3) 

条件 (4.2)から fが以下の意味で正規化されていることが従う．

J(g, 1) = 0 = f(l,g) (g E G). (4.4) 

写像 fは中心拡大 (4.1)とsに同伴する因子団 (factorset)と呼ばれる．次に，中心拡大 (4.1)が A と因子

団fから完全に復元できることを示す． s(G)はE／し（A)の完全代表系より，対応 (a,g)→i(a)s(g)は全単射

AxG→Eを定める．（a,g),(b,h)EA x Gに対し，

i(a)s(g)i(b)s(h) = i(a)i(b)s(g)s(h) 

より， AxG上の群演算は以下で与えられる．

= i(a + b)i(J(g, h))s(g, h) 

= i(a + b + f(g, h))s(gh) 

(a, g)(b, h) = (a+ b + f(g, h), bh). (4.5) 

集合 AxGに積を人れたものを功と表す．演算 (4.5)は直積群 AxGの積を fでひねったものに見えること

に注意する．

¥/a EAに対し， i(a)= i(a)s(l)であるので，合成AらE竺的は，標準的な単射

a>-+(a,l) 

に一致し，合成 E1""E畠 Gは標準的な全射

(a,g)→ g 

元の中心拡大は G,A,fと上の対応によって定義された中心拡大

0→A→功→ G→1

と同一視できる．

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

また注意として，条件 (4.4)を満たす任意の写像 f:GxG→Aに対し，演算 (4.5)によって功は群になると

は限らない．

以下が成り立つとき， Efは群になる．

f(g, h) + f(gh, k) = f(h, k) + f(g, hk). 

以上の考察から，次の一対一対応が成り立ち，

（拡大 (4.1)と切断 sの組） ⇔ （（4.4)と（4.9)を満たす写像GxG→A).

恒等式 (4.9)は以下の形に書き換えられる．

f(h, k) -f(gh, k) + f(g, hk) -f(g, h) = 0. 

式 (4.10)と(4.4)は， fがGの正規化された 2コサイクルであることを意味している．よって一対一対応

（拡大 (4.1)と切断sの組） ⇔ (正規化された 2コサイクルGxG→A)

(4.9) 

(4.10) 
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を得る．また，（4.1)の切断を変えると，得られる 2コサイクルは元の fに2コバウンダリを加えたものになる．

以上のことから，次が成り立つ．

定理 4.1.Aをアーベル群， E(G,A)をAによる Gの中心拡大の同値類の集合とする． このとき以下の同型が成

り立つ．

E(G,A)~ 炉(G,A).

5 Schur被覆

定理 5.1（普遍係数定理）． Gを群， Aをアーベル群とするとき，自然な完全系列

0→Ext1(Hn-1(G),A)→Hn(G,A)→Hom(Hn(G),A)→0 

が存在する．

定義 5.2.G,Eを群，

0→H2(G)→E品 G→1

(5.1) 

を中心拡大とし，この中心拡大に対応するコホモロジー類を uE H2(G,H2(G)）とする．普遍係数定理における

準同型 H2(G，几（G))→Hom(H2(G),H2(G)）が

が (G,H2(G))3 u >-+ id応 (G)E Hom(H2(G),H2(G)) (5.2) 

を満たすとき， EをGのSchur被覆 (Schurcover)という． Schur被覆は同型を除いても唯一つとは限らない．

Gが完全群のとき EはGの普追中心拡大 (universalcentral extension)と呼ばれる．普遍中心拡大は同塑を除

いて唯一つに定まる．

5.1 対称群の Schur被覆の表示

enをn文字の対称群とする． n2: 4のとき

H1(6n)~H2（翫） ~Z/2

であることが知られている．よって eれの Schur被覆 Eは中心拡大

0→Z/2→E→6n→1 

の形をしている．

→印（6n,Z/2) ~ Z/2 〶 Z/2

中心拡大は同型を除いて 4つ

Hom(H2（翫），Z/2)竺 Hom(Z/2,Z/2)竺 Z/2,

Ext占(H1(6n),Z/2)竺 Ext!(Z/2,Z/2)竺 Z/2

0→ Z/2→印（6n,H2(6叫） → Hom(H2(6叫，凡(O』)→0

II II 
0→ Z/2 ~ Z/2 Ell Z/2 こ Z/2 、 0

より， 6nのSchur被覆は 2つ

(5.3) 
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定理 5.3(Schur ([1]を参照））． s;= (i i + 1) E 6n (1 :S i :S n -1)を互換とし， Z/2= {1,z}とおく．各

a,(3E{l,z}に対し次の条件を満たす 2コサイクルT[a,(:3］： 6nX 6n→Z/2が存在する．

） 
1 (k < l) 

可a,(:3］（s;, s』=a, T[a,(:3l (sK, Sl = {9(l < k)． 

炉 (6n,Z/2)= {ha,(:3］]la,(3E{l,z}｝である． 2コサイクル T[a,(:J]で定まる中心拡大を

0→Z/2与 E[a,Bl品 6n→1

とすると E[a,(:3］は ti,...,tn-1, Zを生成元，

t; = a, z2 = 1, zt; = tiz, t凡＋1ち＝ tj+1もち＋l,tktl = /3t山

(1 :s; i :s; n -1, 1 :s; j :s; n -2, 1 :s; k < l -1 :s; n -2) (5.4) 

を基本関係式とする群であり，し(z)= z, 1r(ti) = si, 1r(z) = 1を満たす． E[a,/3]が enのSchur被覆であるため

の必要十分条件は (3= zである．

5.2 ブレイド群の Schur被覆

n 2: 4に対し

H1(Bn)竺 Z, H2(Bn)竺 Z/2

であることが知られている．よって Bれの Schur被覆は中心拡大

0→Z/2→E→Bn→1 

の形をしている．

→ 印(Bn,Z/2)竺 Z/2

Hom(H2(Bn), Z/2)竺 Hom(Z/2,Z/2)竺 Z/2,

Ext1(H1(Bn),Z/2) ~ Ext占(Z,Z/2)= 0 

非自明な中心拡大は一つで，この中心拡大が凡の Schur被覆

。一 Ext1(H1(6n),Z/2)一炉(Sn,Z/2)一Hom(H2図），Z/2)-----+ 0 

↓ ↓T＊↓竺
0)  0 ）印（Bn,Z/2) ~ Hom(H2(Bn), Z/2) -----+ 0 

より凡の 4つの 2コサイクル μ[a,/3]:= T[a,/3] o (7r X 7r): Bn X Bn→Z/2についてについて次が従う．

命題 5.4.Bれの 4つの 2コサイクル

μ[a,/3] := T[a,/3] O (7r X 7r): Bn X Bn→Z/2 

について以下が従う．上記の正規化された 2コサイクル μ[a,/3]: Bn X Bn→Z/2に対応する中心拡大を

0 →Z2→C[a,/3]→Bn→ 1 

とする． /3= zのとき C[a,9]はBnのSchur被覆であり， f3= lのとき上の中心拡大は自明である．

(5.5) 
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6 ブレイド群の Schur被覆の表示

以上の準備の下，実際にブレイド群の Schur被覆の具体的表示を求める．

び1,...,CYn-1をブレイド群凡の生成元とし， μ[a,/3]: En X En→Z/2 = {1,s} (a:,/3 E {1,s}）を 2コサイク

ルとする．定理 5.3より μ[a,/3]しま次式を瀾たす．

｛二：；：9／，0;l)):： (K < l) 

μ[a,/3]（びl四） ＝/3 (k < l). 

μ[a,/3]に対応する中心拡大を

1 →Z/2今 C[a,Bl品 Bn→ 1 

とする． Cla,/31しま集合として Z/2x Enと同一視できる． この同一視の下で群演算は

(x,,:,) ・ (y,T) = (x ・y ・ μ[a,/3]（び，T),CYT) 

と表せ，準同型し， T は

と表せる．さらに標準的な集合論的切断

Z/2今 Cla,/31 s→(s, 1) 

Cla,/31ぢ Bn, （”'0)…び

Bn → C[a,Bl, 6 → (1，,:,) 

が存在する． Z/2とBnの表示は

Z/2 =〈sI s2〉,

Bn =〈CY1,...,左 1I叩 丸 巧 ー10,-1ゲ (i= j -1)， 叩乃―16□(i< j -1)〉

で与えらえれる．簡単のため

Z/2 =〈YIS〉, Bn =〈XIR〉

とおく．また， X に対応する凡の生成系も X と表すことにする．この意味において X C Enである．同様に

Y cZ/2である．

群の拡大の表示の理論を用いて， Cla,/3]の表示を求める ([5]参照）．

X* :=｛び1*,...,びい｝， Y* :=｛ぶ｝

および，自由群 F:= F(X* UY*）を考える．

とおく．対応

により，全射準同型写像

S* := {(s*)2} CF  

X':= {(1,,:,i) 11 ~ i ~ n -l} 

s*→s = (s, 1), 叶→（1，叫

<p: F→C[a,/31 
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が定義される．各 i,j(1 :::; i < j :::; n -l)に対し

7"ij =｛巳疇凸）ー1

6位 j(O"四）ー1

r 
＊ び：6□（吋吋吋）ー1

ij =｛灼（吋吋）ー1
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とおく．

ep(t)＝ {（1，叫（1，63)（1,(]"，）（1，びJ戸(1,6,）-1(1, 0戸 (i= j -1) 

(1,叫 (1,O"j)(l，叫―1(1, O"j戸 (i<j-1)

(1, (乃）（1,uj)(l, u;)―1(1,び])―1= (l,uが乃）（l,u“乃）―1((3，1)―1

= ((3, 1)―1 

=((3，1) 

(1,叫（1,ゲ(1,cri)(l巧）―1(1,er,）―1 (1, er])―1 

= (μ[a,/31(cr;cr]ぶ），叩Tj er i) (μ[ a,/3］匂，CTiCJ"j),CTj叩乃）ー1

= (1, 1) 

より，
R* := {a;a;。t*(O;]0.:0;T1(i = j -1), a;aj(aja;)-1(s*）―1(i<j-1)} 

とおく．最後に， Im(i)はC[a,/3]の正規部分群であるから，吋 EX*,s* E Y*に対し，

叫心―1S＊叶） EIm(i). 

よって

叫吋）ー1ぶ吋） ＝し(s).

T* :=｛（吋）―1ゞ 叶(s*）―1E F 吋 EX*,s* E Y*} 

とおく．以上の計算より，次の主結果を得る．

定理 6.1. （秋EEI-K. (2022)) n ;::: 4とする．正規化された 2コサイクル μ[a,/3］： Bnx Bn→Z/2に対応する中

心拡大を

1 →Z/2与 C1a,/3l品 Bn→1

とする．このとき C1",/3]の表示は生成元
＊ ＊ o• ＊ 

1, .... a , vn-1, s 

と関係式

(s＊戸＝ 1,

吋吋吋＝吋吋吋 (i = j -1), 

* ~* -J CY因 ((3=1, i < j -1), 
釘巧＝｛心；吋 ((3 = s, i < j -1)， 

吋s*= s＊吋（1<:::i<:::n-1)

で与えられ，可吋） ＝CY; (1 <::: i <::: n -1), 1r(s*) = 1,し（s)= s*を満たす．
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命題 5.4より (3= sのときが BnのSchur被覆なので，以下が成り立つ．

系 6.2. （秋田K. (2022)) n ?: 4とする．ブレイド群 BnのSchur被覆 Cnの表示は

と関係式

o ＊ 

1, 
... 

(s＊戸＝ 1,

， 
゜

＊ 

n-l, s 
＊ 

吋6国＝吋吋吋 (i = j -1), 

吋吋＝ s万因 (i<j-1), 

叫で＝ S*叶 (1 Si Sn -1) 

で与えられ，射影 1r:Cn→凡は可吋） ＝ai (1 Si Sn -1), 1r(s*) = 1を満たす．
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