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Characterization of the hierarchical structures 

interpolating 

the uniruledness and the rationally connectedness 

via differential forms 
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Abstract 

This is yet another short introduction to the author's study of the rationality problem, which centers 
the hierarchies of the form: lower rationality = higher ruledness. A particular emphasis is given for the 
hierarchical structures interpolating the uniruledness and the rationally connectedness. I shall present 
their characterization via differential forms. 

ー
::Iヒ早
自忠

体 k（本講演では直ぐに (denseopen smooth locus存在のため） 『perfect』と仮定します）上の代数多

様体（即ち， separatedand integral scheme of finite type over k) X, Yは

X :::i ヨU 竺ヨV c::: y 
Zariski dense open Zariski dense open 

~k(X) 竺 k(Y)

のとき， 双有理同値と呼ばれ，ここでは次のように表す：

X 
blr ~ Y 

bir 
n次元代数多様体XはX~ A”(～ 

bir 
lP'n) ，即ち， k(X) 竺 k(Xぃ•.．，ふ） ：＝ Frac(k［ふ，...ふ])のとき，

rational（有理）と呼ばれる．

有理性の様々な弱形からなる以下のような階層関係が知られている：

rational⇒ stable rational⇒ ratract rational 

⇒ separably unirational⇒ separably rationally connected⇒ rationally connected 
(1) 

この（様々なレベルでの）逆が成立するかを GeneralizedLuroth problems と呼ぼう．実際，特に

『rational⇒ separablyunirational』
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の逆を問うのが元々の Luroth問題 (1875)[L875] : 

k(X) こ k(Y1,・・・,Ym) ⇒ k(X)竺 k(Z1,・ ・ ・, Zn) 
separable extension 

で，係数体 Kが複素数体の場合， dim2以下では Yesであることが知られていたが，今から約 50年前に，

dim3での反例が， Iskovskikh-Manin,Clemens-Griffiths, Artin-Mumfordの3つのグループによって独立

に与えられたのであった．

一方，私が最近色々なところで唱道してきた [M19l[M21l[M22]のは，少々異なった問題意識に晶づいた

ものであった：

私のここでの問題意識

•上述の rationality に関する階層構造（1) を， 『階層構造』達の間の階層構造

{ (-i) -rational}iEZ:,o ⇒{  stable (-i) -rational};E鯰 0

===;- {retract (-i) -rational};EZ:,o ⇒ separably (-i) -unirational};EZ:,o (2) 

⇒ separably (-i) -rationally connected};E鯰 0 → (-i) -rationally connected};EZ:,o 

にアップグレードする．

•これらのうち幾つかの『階層構造』を，より理解しやすい代数的，コホモロジカルに表現される『階

層構造』と関係づける．

• (1)に対する GeneralizedLuroth problemsを，（2)に対する階層付き GeneralizedLuroth problems 

にupgradeし，その反例を，必要なら上で関係づける代数的，コホモロジカルに表現有れる『階層

構造』を用いて，構成する．

また，古典的な (Generalized)Luroth problem(s)に対する反例を，この観点からの反例に upgrade 

する．

2 『階層構造』たち

必要な『階層構造』たちは既に [Ml9][M21] [M22]で本質的に述べて来たが，読者の便宜を考え，復習し

よう： Fora generically smooth n-dim'l X and O :S i :S n, 

• (As a motivation...) X is !Jlliillilll, if 

x迎 lP'n穂 An(迎ぶ x.．.xぶ迎ぶ x.．． xぶ xぶ x.．． xぶ速 An-,X虻
｀マ＇｀マ，~マ、

(O<::Vi<::n)) 

n (n-i) i 

• Xis ~ or ~ ifヨani-dimensional smooth variety Z's.t. 

An―’X Z'迦 X.

• X is stable ~ or ~ ifヨani-dim'l smooth variety Z'and j E Z2:o s.t. 

凶 XAn-, X Z'胞配 xx.
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• X is retract (-i)-rational or retract (n -i)-ruled 

ifヨani-dim'l smooth zi. N E Z2'.n and rational maps 

(0 :'c:: i :'c:: n) 

f: X --> A,_N-i X Zi, g: A,_N-, X Z'--> X 

such that the composition 

gof:X-->X 

is defined, yielding an identity on a dense open subset of X. 

Recall that X and Y are ~ when 如 xx~ い x Y for some j, k E尾O・

Then, stable (-i)-rationality and retract (-i)-rationality are both stably birational invariant concepts. 

ここで， retaract(-i)-rationalであるための極めて有用な必要条件を， Morelの unr皿 1ifiedsheafの理

論 [M12]を用いて得られた [M22]ことを強調しておこう．

次に (2)の後半3つの『階層構造』を述べる：

• X is separably (-i)-unirational or separably (n -i)-ruled 

if there exist an i-dim'l smooth projective zi, N E Z:c:n and a ビ五五匝］dominantrational map 

（⇔ the induced function field extension is separable 

⇔ ヨ denseopen where the rational map is realized by a ~-) 

g: AN-ix zi --> x 

(separably (-i) unirationalityの定義で， N はX の次元nに置き換えられる．）

• (cf. Kollar-Miyaoka-Mori [KMM92], Kollar [K96]) when Xis further smooth, 

Xis s~ connected 

if there exist a morphism f : lP'1→X such that 

「Tx 竺〶にj<:n O(aj), 

with a1 2: ・ ・ ・ 2: an-i 2: max(l, an-i+i) 

2: an-i十12: ・ ・ ・ 2: an-1 2: an 2'. 0. 

（⇔ Vj,ai 2: 0かつ駄目度 d:= #{j I aj = 0}j; i 

(an 2". 0より饂
[Kollar 1996, IL Cor.3.5.4] ¼. ~~・・~・~.., the corresponding evaluation morphism is smooth) 

• (cf. Kollar-Miyaoka-Mori [KMM92], Campana [C92]) when Xis further smooth, 

X is ~ connected 
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satisfies the following inequality: 

dim Z :c; i. 
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基礎体が非加算代数閉体で標数が 0の場合は，最後の 2つの『階層構造』は同値となる：

[Kollar 96, IV.Th.5.8] [Debarre 01, Cor.5.14 
separably (-i)-rationally connected ⇔ {—i)-rationally connected 

3 主定理

ここでの私の主定理は，上の最後の 2つの『階層構造』のコホモロジカルな特徴づけに関するものであ

る．主定理を述べる前に，曲面の場合の良く知られた結果を思い出しておこう：

例： C上の非特異射影曲面の場合の階層構造

例として， C上の非特異射影曲面の場合の階層構造を考えてみよう．曲面の場合は n=2なので，

考察する O~i~n-1 は， i=O か i = 1で，各々これらの階層構造はこの場合一致する：

• | i = 0の場合， ~(=stable rational= retract rational= (separably) unirational 

= (separably) rationally connected) 

• | i = 1の場合， ~ stable ruled= retract ruled= (separably) uniruled 
n=2の場合~,-,. ~ (-1) (separably) rationally connected) 

これらの cohomologicalcriteriaも古典的である [B96,Th.V.1 Cor.VI.18]. 

C上の非特異射影曲面 X に対して，以下が成立する：

• Castelnuovo's Rationality Criterion 

Hodge 

X is mtional =｛印(X,（叫）（竺が (X,0x)）＝0 

and H0 (X,（項）R2)= 0 

• Enruques'Ruledness Criterion 

Xis ruled ⇔ H0 (X,（噂）0m)= 0, Vm  EN  

すると本稿の主定理は，以下の通りとなる：
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／
 

三を含む，『階層構造』たちの階層構造

C上の smoothprojective X とiE Z~。に対し

(-i) -rational⇒ stable (-i) -rational⇒ retract (-i) -rational 

⇒ separably (-i) -unirational 

（逆が大問題！） （標数 0より）
＝⇒ separably (-i) -rationally connected''"'~⇒ (-i) -rationally connected 

今回』:亘 ample Lb. A on X,ヨCA>Os.t.

H0 (x,（偲）Rm@ARk) = 0, 

'c/j > i,'c/m, k EN s.t. m 2 C心

逆方向も正しいと予想される
この予想は MMPの大問題⇒ H0 (x,（偲）Rm)= 0,'c/j > i,'c/m EN 

ヽ

ノ

証明は， i=Oの場合の通常のrationallyconnectednessに対する特徴づけを与えた Campana-Demailly-

Peternell [CDP15, 1.1] の証明を般の iの場合に対し一般化与えられる．ただし，［CDP15]の証明のうち

以下で与える難しい方阿の証明は余りにさらっと書かれていて良く分からないので，ここでは詳細で丁寧

で良く分かる証明を，一般の iの場合に対して与える：

＇ 
今回の主定理の簡単な方向の証明 ヽ
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実際， Xがseparably(-i)-rationally connected ならば，定義より X 上を匠-玉~move して覆う

f: ]P'l→X 

で以下の条件を満たすものが存在する：

f*Tx 竺①区j<;nO(aj), 

with a1 2: ・ ・ ・ 2: an-i 2'. max(l, an-i+l) 

2 an-t+1 2.．． 2 %-1 2 anこ0.

（← Vj,ai~O かつ駄目度 d := #{j I aj = O} <; i 

(an~ 0より徊
[Kollar 1996, IL Cor.3.5.4] 

⇒ the corresponding evaluation morphism is smopth 

f: ]P'l→X はX をfreeにmoveして覆うので， j> iの下，

Ho (lP'1, f*（囮）Rm0ARk)) = 0, ifm:','.C~k 
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となる正定数 Ciを見つければ良い．

ところが，仮定より j> iに対して，

r （叫＝ f*(AjTi)宰疇（叫，

where V入， a入 5ー区 ak □□ 。
n-J+l:c,k:c,n 

となるので，与えられた X上の ampleline bundle Aに対して

f*(A) = O(b), b > 0 

とし c~ >江二こ二□三]なる任意の c~ を取れば良い．

今回の主定理の証明のもう一つの難しい方向の証明

{ ;I:r;:（二゚nRXAし：：A＝＞0,0st 
Vj > i, Vm, k EN s.t. m ::>: C心

⇒ X, (separably) (-i)-rationally connected 

口

ヽ

¥ ノ

この難しい方向に対する [CDP15]の i=Oの場合の証明は，余りにさらっと書かれていて良く分から

ないので，ここでは詳細で丁寧で良く分かる証明を，一般の iの場合に対して与える．なお， ここで用

いる pseudoeffectivedivisor, pseudoeffective line bundle, big line bundle, movable curve等の基本的な性

質に関しては，本証明極めて本質的な役割を果たす Bouchsom-Demailly-Paum-Peternellの基本的な論文

[BDPP13]に加え， Fulger-Lehman[FL]のquickguideが参考になる．

さて，この証明は，以下の 3つの深い定理を用いて日亘且[日示される:

• Miyaoka-Mori [MM86]が 1標数正の代数幾何 1を用いて示した unirulednesscriterion. 

• Bouchsom-Demailly-Paun-Peternell [BDPP13]が，上述の Miyaoka-Moriに加えて，複素解析的手法

(e.g.大澤ー竹腰L2＿拡張定理）を用いて示した，

X: uniruled ⇔ Kx: not peudoeffective 

• Graber-Harris-Starr [GHS03]が基礎体が標数 0の代数閉体の場合に示した， Campana[C92] Koll紐

Miyaoka-Mori [KMM92]の MRC-fibration

X-->Z 

の底zの非 uniruledness性．
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実際，背理法で|X が (-i)-rationally connectedでないとすると， IxのMRC-fibration

/: X--> Z, 

に対して，

J := dimZ > i 

となり，更に Graber-Harris-Starr[GHS03]より Zは uniruledでないので， Bouchsom-Demailly-Paum-

Peternell [BDPP13]より， Kz=％がpseudoeffectiveとなることがわかる．

次にこの条件を X に移入したいのだが， fは rationalmapなので， X¥UのX における余次元が 2

以上の openUC:: Xでしか定義されてない：

X :2 U→Z 

そこで，広中先生の定理 [H64]を適応し， X¥Uの上で blowupを繰り返して fから morphismJを得る：

尺←—況l(U)

7rl 王［
X 、 ‘Uf,Z

すると， X上の層

F :＝に(「(%）））*＊ C 偲

が pseudoeffectiveline bundleとなることがわかる．実際，

• Kz =％が pseudoeffectiveline bundleだったが， fは全射なのでえ上の movablecurveをZ上の

movable curveに移す． そこで Bouchsom-Demailly-Paum-Peternell[BDPP13]を用いれば，

「(％）（C%） (3) 

がえ上の pseudoeffectiveline bundleとなることがわかる．

• (3)にpushforwardのdouble-dualfunctor (1r *（一））＊＊を適応すると，

r :＝ (m(「（％）））*＊ C に(%)）＊＊ ＝％  (4) 

ここで入射性 C を示すには，その両辺の reflexivesheafをUに制限したとき， reflexivesheafの人射

(3)を T―l(U)に制限した 入射になることに注意し， X¥UのX における余次元が 2以上なので，

Hartshorne [H80, Proposition 1.6]を適応すればよい．同様に，ここでの等号＝を示すには，その両

辺の reflexivesheafをUに制限して同型 7r―1(U)-=+ u で 7r― l(U) に引き戻したとき，共に fl~-l(U)
に同一視されることに注意し，再び， X¥UのX における余次元が 2以上なので， Hartshorne[H80, 

Proposition 1.6]を適応すればよい．

＊＊ 
• f :＝ (m (「（喝））） が X 上の pseudoeffectiveline bundleであることを示すには，先ずX上の

pseudoeffective line bundle f*（滉）を，えがsmoothprojectなので

Nl（文） --=tNdimX-1戊）っ可dimぃ（x)
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であることに注意し，以下のように表そう：

f* （叫咋(D), DE可 dim応 1戊）

ここで，次が成立する：

(1fよ(D)）*＊竺 £(m(D)）

(5) 

(6) 

実際，両辺とも reflexivesheafであるが，これらを H に制限して同型 7r―1(U)-=+Uで 7r―l(U)に引

き戻したとき，共に £,(D)l,r―l(U)に同一視されることに注意し，三度， X¥UのX における余次元が

2以上なので， Hartshorne[H80, Proposition 1.6]を選応すればよい．

すると，

r :＝ (m(f* （叫））
** （5) （6) 

竺(7l"よ(D））＊＊竺£（応(D)), DE面 dim正 1（え） (7) 

となるが， DE回fdim又ー1戊）より

mD  E面fdimX-1(X) (8) 

となるので，（7)(8)より確かに， F:= (71"* (!*（況）））＊＊は， smoothproper variety X上の pseudo-

effective line bundleとなる．

＊＊ 
斯くして r:＝ （m (「（叫）） が X 上の psedeoeffectiveline bundleであることが分かったが，

pseudoeffective line bundleの定義，或いは定義より容易に従う特徴づけより， X上の任意の ampleline 

bundle A と自然数 GENに対して FRC⑧ Aは巳』：，即ち

h0 (x, (FRC⑧ A)Rk) = 0 (kdimX) 

となる．特に，

ヨkcEN, s.t. ¥:/k 2: kc, H0 (X, (FRC 0 A) Rk) i=〇．

これは，

VG EN, ¥:/k 2'. kc EN, H0 (X, (O:!,..)RCk 0 ARk) -=/ O 

を導くので，背理法の証明が完成した．
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