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quiverから得られる nilpotentLie代数と Riccisoliton 
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概要

nilpotent Lie群は， Riccisolitonを許容する非自明な例を多く供給する．本稿では， quiver

から nilpotentLie代数を得る方法を紹介する．また，“直線型”の quiverから得られた Lie代

数に対応する単連結Lie群が左不変な Riccisoliton計量を持つことを述べる．

1 導入

本稿では， nilpotentLie代数上の代数的 Riccisolitonが重要な役割を果たす．

定義 1.1(nilpotent) Lie代数 gが n-stepnilpotent Lie代数であるとは，次を瀾たすこと：

gn-l =J 0, 酎＝ 0.

ここで， g• = [g,gi-1], 9o = gと定める．

定義 1.2（代数的 Riccisoliton) 内積つき Lie代数 (g,〈，〉)が代数的 Riccisolitonであるとは，

cE恥DEDer(g)が存在して，次を満たすこと：

Ric = c ・ id + D. 

定義 1.3(Ricci soliton) Riemann多様体 (M,g)が Riccisolitonであるとは， C E 股，XE

王(M)が存在して，次を満たすこと：

ric9 = c ・ g + £xg. 

代数的 RiccisolitonとRiccisolitonには次のような関係がある．

定理 1.4(Lauret, [3]) 左不変計量つきの単連結 Lie群 (G,g)，及び対応する内積つき Lie代数

(g,〈，〉）に対して，次が成り立つ：
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• (g,〈，〉)が代数的 Riccisolitonならば，（G,g)はRiccisolitonである．

• Gがnilpotentで，（G,g)がRiccisolitonならば，（g,〈，〉）は代数的 Riccisolitonである．

与えられた等質多様体が不変な Riccisoliton計量を持つかという問題がある．特に， c<Oの場

合は，非自明な Riccisolitonの例が数多く供給される最近， Riemann多様体 (M,g)がc<Oの

等質 Riccisolitonであるとき，（M,g)は solvableLie群に左不変計量を入れた空間と等長的であ

ることが示された（［1]).また，適切な subalgebraに内積を制限することにより， Riccisoliton計量

を持つ solvableLie群から， Riccisoliton計量を持つ nilpotentLie群が得られる ([4]）．したがっ

て， Riccisolitonを許容する nilpotentLie群を調べることは重要である．

nilpotent Lie代数上の代数的 Riccisolitonについて， 2-stepnilpotent Lie代数については具体

例が多い．また， Lie代数の構造が簡単な場合は，代数的 Riccisolitonを許容するか否かの判定条

件も解明されている ([6]）．一方で，ステップ数の高い nilpotentLie代数は，扱いやすい具体例が少

ない．そこで，次のような一般的な問題が考えられる．

問題 1.5

• 扱いやすい step数の高い nilpotentLie代数の例を構成する．

• 与えられた nilpotentLie代数が代数的 Riccisolitonを許容するか否かを判定する．

本稿では， quiverから nilpotentLie代数を構成する方法を紹介する．この方法は，任意の step

数の nilpotentLie代数を供給する．さらに，“直線型’'の quiverから得られた Lie代数が代数的

Ricci solitonを許容することを述べる．

2 既知の例

以下では， nilpotentLie代数上の代数的 Riccisolitonについて既に知られている例を 2つ紹介

する． 1つ目は，ブロック分割から得られる nilpotentLie代数である．ブロック分割から得られる

nilpotent Lie代数とは，次の例のように行列をブロック分割して，その対角ブロックとそれより下

のブロックが 0となるような行列全体のことである：

｛□言）］定理 2.1（田丸 [7]) ブロック分割から得られる nilpotentLie代数には，代数的 Riccisoliton 

となる内積が存在する．
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例えば，（1,1, 1)のブロック分割から得られる nilpotentLie代数は 3次元ハイゼンベルグ代数で

ある： ｛（喜言）い｝： 3次元ハイゼンベルグ代数．

2つ目は，グラフから得られる nilpotentLie代数である．集合 V,Eと写像 f:E→VxVの組

(V, E, f)を有向単純グラフという． Vの元を頂点といい， Eは頂点の対の集合であり，その元を辺

という． f:E→VxVは，辺の始点と終点を定める写像である．

定義 2.2(Dani-Mainkar, [2]) 有向単純グラフ (V,E,f)に対して，

n := span(V U E), 

[x,y] ＝ {e-e [::：： ［闊：i:：塁
0 （その他），

とすると， 2-stepnilpotent Lie代数を得る．

定理 2.3(Lauret-Will, [5]） グラフから得られる Lie代数が，代数的 Riccisolitonを許容するた

めの必要十分条件は，グラフが “positive"のときである．

3 quiverから得られる Lie代数

quiverとは，多重辺とループを許す有向グラフのことで，次のように定義する．

定義 3.1 集合 V,E,写像 s,t:E→ Vに対して，組 Q= (V,E,s,t)を quiverという． Vの元を

旦痙， Eの元を旦， aEEに対して， s(a)を竺岳， t(a)を整邑という．

定義 3.2 a1,..., Oen E Eに対して， t(ai)= s(aH1) (1 ::; i ::; n -l)であるとき，辺の列

a匹・・・％が堕であるというこのとき， nを道の長さという．

例 3.3 V = {v1,v2,v3,v4,v5},E = {a,b,c,d,e}とし， s(a)= v1, s(b) = v2, s(c) = v3, s(d) = 

v3, s(e) = V4, t(a) = v2, t(b) = V4, t(c) = V4, t(d) = V4, t(e) = V5とすると quiverとなる．これを

図示すると，次のようになる．

V1 ． 
＼四

• b 

v.3三．~v.5 
d - V4 
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この quiverの道は， a,b,c,d,e,ab,be,ce,de,abeの 10個．

quiver Qの道 X = 0:10:2 ・.. Cl:nに対して， s(x):= s(a:1)を道 xの始点といい， t(x):= t(%）を

道 xの終点という．

定義 3.4 quiver Q = (V, E, s, t)に対して， Qのすべての道の集まりを Path(Q)とし， nQを次で

定める：

叩：＝ span!RPath(Q). 

また， x,yE Path(Q)対して，積と括弧積を

x. y = {xy (t(x) ＝ s(Y)）， 
0 (t(x) -I s(x)), 

と定めると， nQは［，］に関して Lie代数となる．これを Qから得られる Lie代数という．ここで，

Qのすべての道 Path(Q)を， nQの自然な基底という．

[x, y] = X ・ y -y ・ X 

匹に槙・を入れたものは道代数として既に知られている．道代数の場合は，頂点を長さ 0の道と

して含めるのが一般的である．今回は，長さ 1以上の道のみを扱う．

quiver Qの道 xに対して， s(x)= t(x)であるとき， xを cycleという．辺が有限集合である

有限 quiverが cycleを含まないとき， quiverのすべての道の長さの最大値が存在する． これを

quiverの長さという．

命題 3.5 Qをcycleを含まない有限 quiverとすると， nQは有限次元の nilpotentLie代数となる．

また， quiverの長さが mのquiverから得られる Lie代数は， m-stepnilpotent Lie代数である．

Qをcycleを含む quiverとすると， cycleを繰り返し通ることで無限に道が存在するので， nQは

無限次元の Lie代数となる．

4 例

本章では， quiverから得られる Lie代数の具体例を紹介する．以降， quiverは図で表し，頂点の

記号は省略する．

例 4.1

a b
 

． ． 
．
 

から得られる Lie代数 nは3次元ハイゼンベルグ代数と同型．このとき， n= span{ a, b, ab}で，括

弧積は，

• [a, b] =a・ b -b ・a= ab, 
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• [a, ab]= 0, 

• [b,ab] = 0. 

次は，多重辺を含む quiverの例である．

例 4.2

a 

c
 

． ． ． 
b
 

から得られる Lie代数は n= span{ a, b, c, ac, be}で，次と同型：

｛旦員）I叫 E股｝
注意 4.3

口
／
 

c
 ●)  • 

から得られる Lie代数は，例 4.2で得られる Lie代数と道も辺のつながり方も同じなので，例 4.2

で得られる Lie代数と同じである．

例 4.4

a b
 

c
 

． 
．
 

．
 

． 
から得られる Lie代数は n= span{ a, b, c, ab, be, abc}で次と同型：

｛（髯三）1叫 E股｝
例 4.1,例 4.2,例 4.4は，ブロック分割から得られるので，代数的 Riccisolitonとなる内積が存在

する．

注意 4.5 ブロック分割から得られる nilpotentLie代数には， quiverから得られないもの存在す
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る例えば，次の Lie代数は quiverからは得られない：

｛□言） I 叩€股｝
また， quiverから得られる nilpotentLie代数にも，ブロック分割から得られないものが存在する．

5 結果

前の章で紹介した quiverから得られる nilpotentLie代数は，代数的 Riccisolitonとなる内積を

持つことがわかったこのことから，次の問題を考えた

問題 5.1 cycleを含まない有限quiverから得られる nilpotentLie代数には，代数的 Riccisoliton 

となる内積がいつ存在するか．

現在，次の結果が得られている．

定理 5.2（直線型 quiver)

））  

.. ------, 

m本 n2本

） 

' nT本

から得られる r-stepnilpotent Lie代数には，代数的 Riccisolitonとなる内積が存在する．

証明において，代数的 Riccisolitonとなる内積を帰納的に構成する．

注意 5.3 代数的 Riccisolitonとなる内積は，次のようになる．

• r = 2のとき，自然な基底を正規直交基底とする内積が代数的 Riccisoliton. 

• r =J 2のとき，自然な基底を正規直交基底とする内積は代数的 Riccisolitonとは限らない．

今回構成した代数的 Riccisolitonとなる内積は，自然な基底を直交基底とする内槙である．

例 5.4

b1 C1 
a ． ． ． ． 

b2 c2 

から得られる nilpotentLie代数は，〈a,a〉=8/7,その他の道のノルムは 1とし，すべての道を直

交基底とする内積に関して，代数的 Riccisolitonとなる．一方で，自然な基底を正規直交基底とす



39

る内積は代数的 Riccisolitonではない．

定理 5.5(2-step) quiverから得られる nilpotentLie代数が 2-stepのときは，代数的 Ricci

solitonとなる内積が存在する．

2-stepのときは直線型に帰着されるので，定理 5.5は定理5.2から従う．一方， 3-step以上の場合

は，直線型の quiverに帰着されないものがある．例えば，次のような quiverから得られる Lie代数

は，小さい quiverから得られる Lie代数の直和には分解できない． 

． 
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