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Abstract 

本講演は，閉多様体上の楕円型線形偏微分作用素の KO*(pt)に値をとる指数とその局所化に

ついての講演である．まずこの研究のふたつの背景である， KO*(pt)に値をとる指数とゲージ理

論で現れるモジュライ空間の向き付けの問題について説明する．そのあとこの講演と同じタイト

ルの論文［1]の結果を紹介する．主結果はふたつで，ひとつめは Spin構造， Spine構造， Pin± 構

造を含む一般化された構造を定義し， KO*(pt)に値をとる指数を，局所化させて計算できるとい

う定理である．ふたつめは，局所化定理を用いて，ゲージ理論であらわれるモジュライ空間の向き

付け可能性を決定した結果である最後に，局所化の手法である Wittendeformationについて

説明する．

1 指数の変種とモジュライ空間の向き付け

ここでは本講演のふたつの背景である， KO*(pt)に値をとる指数と，ゲージ理論のモジュライ空間

の向き付けについて述べる．

1.1 KO*(pt)に値をとる指数

ここではまず Fredholm作用素の指数について説明する．ヒルベルト空間 H1,lらの間の有界作

用素 D:H1→凡が Fredholmであるとは Dの kernelとcokernelが有限次元であることである．

Fredholm作用素の重要な例として閉多様体上の楕円型作用素がある． Fredholm作用素 Dについて

dim(ker(D)) -dim(coker(D))をDの指数といい，これは DをFredholm性を保ったまま作用素ノ

ルムで連続になるように変形しても変わらない．

指数には様々な変種があるが，ここでは特に KO*(pt)に値をとる指数について簡単に触れる．指

数はふたつのベクトル空間の次元の差であり，いわば K0°(pt)（複素なら K0(pt)）に値をとる指数

といえる．楕円型作用素から得られる不変量にはもっと精密なものがある．高次の KO群に値をと

る指数である．リーマン面の Spin構造の mod2指数がある．これは K0-2(pt)竺 Z/2Zに値をと

る指数である．一般に， n次元 Spin多様体に対し KO→ (pt)に値をとる指数が定義できる．これを

Atiyah-Milnor-Singer不変量という． Atiyah-Milnor-Singer不変量は Spinコボルディズム不変量で
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ある．

1.2 モジュライ空間の向き付け

ゲージ理論と呼ばれる分野で行うことのひとつに， ASD方程式やサイバーグ・ウィッテン方程式な

どの非線形偏微分方程式を用いて 4次元多様体の微分同相で保たれる不変量を作り，微分構造につい

ての情報を得る，というものがある．

不変量を構成する方法として，考えている非線形偏微分方程式の解の空間を無限次元の群で割って

得られる空間，モジュライ空間を用いる方法がある．この方法について実際にサイバーグ・ウィッテ

ン理論で出てくる状況を単純化した状況で説明する．

A,Bをヒルベルト多様体， f:A→Bをcooフレドホルム写像つまり fはcoo級で，各aEAに

おける fのフレシェ微分 dfa:TaA→Tf(a)Bがフレドホルム写像であるものとするいま， boEB 

をfの正則値とすると M=f―1(bo)は有限次元多様体である．実際の状況では fは偏微分方程式か

ら定まる写像で， M はモジュライ空間に相当する．（実際にはさらに有限次元の群作用があり，その作

用で割ったものがモジュライ空間である．）

モジュライ空間そのものは多様体の計量や方程式の摂動の取り方に依存する．したがって，計量や

摂動の取り方を変えても同じ値を返すように不変量を定義したいここでは，その条件が満たされる

ような向きの与え方を説明する． A上の rank1の実ベクトル束であって各 aEAでのファイバー

が Am邸 kerdfaR l¥m邸 (cokerdfa)＊であるようなものが取れる．これを lとする． M とlの定義か

らllM= detTMであるから， TMが向き付け可能な十分条件として l→Aが向き付け可能であれ

ばよい．そして lの向き付けを固定して TMの向きを入れることにする．この文章では Aのことを

ambient spaceといい， lのことを determinantline bundleと呼ぶことにする．

このようにして向きを入れると次のような利点がある：すなわち， ftをcooフレドホルム写像の

なめらかな 1—パラメーター族とする． b EBはJ.:[O, 1] x A→B, Joおよびhの正則値であると

する．このとき， M。＝ f訳(b)とM1= J;-1(b)にlの向きを用いて向きを入れれば M。と M1は

oriented cobordantであるしたがって，もし M = J;1(b)がコンパクトならば， M 上のコホモロ

ジー類を M。,M1に制限して積分した値は一致する．したがって，その積分の値は計量や方程式の摂

動によらない不変量である．

サイバーグ・ウィッテン方程式の場合にはモジュライ空間上に自然な U(l)束が与えられている．

この U(l)束のチャーン類をモジュライ空間の次元／2乗してモジュライ空間のある向きで積分した

のがサイバーグ・ウィッテン不変量である．とくに，モジュライ空間が 0次元のときにはモジュライ

空間の点の個数の符号込みの数え上げである．

以下，この文章ではモジュライ空間に向きが付くという場合には ambientspace上の determinant

lineが自明束と同型であることを指していうことにする．

2 主結果

ここまでの背景を踏まえ，［1]の主結果の説明をする．
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2.1 KO*(pt)に値をとる指数とその局所化

[1]では， Spin構造 Spi面構造 Pi砧構造の共通の一般化である， n次元多様体上の c+(n,s九ぷ）

構造を定義し，その構造に対し KOS―-n-s+(pt)に値をとる指数を定義した．これは Atiyah-Milnor-

Singer不変量の一般化である．主定理のひとつめはこの不変量の局所化定理である．すなわち， n次

元多様体 X上の G可n,s+,s―)構造 Sがあるとき， Xのある nー釘次元部分多様体 C(Spi面構造

の場合には特性部分多様体に相当する）に G+（n-S―,s+,o)構造Scが誘導される．

Theorem 2.1. G囁，s+,s―)ボルディズム類 (X,s)から c+(n-s―,s+,o)ボルディズム類

(C,sc)を与える写像を fとする．このとき以下の図式は可換である：

氾 (n,s+,s―)(pt)___!__..的＿十;?―s―,s+,o)(pt) 

~j 
Ko-n-s++s―(pt) 

ただし KO群への写像は指数で与えられる．

2.2 Pin―(2) monopoleモジュライの向き付け

サイバーグ・ウィッテン方程式の変種に中村信裕氏が [2]で導入した Pin―(2)-monopole方程式が

ある．この方程式の解のモジュライ空間が（うまく摂動すると）サイバーグ・ウィッテンの場合と同

じように有限次元の閉多様体になることは容易にわかる．このモジュライ空間に向きがつくための

obstructionはとある K0-1(pt)竺 Z/2Zに値をとる指数である．しかし，この指数を位相的な情報

から計算するのはそのままでは容易ではない．高次の KO群に値をとる指数については，特性類の積

分のような簡単な位相不変量から計算する一般的な方法は知られていないからである．このような事

情から，自明に Z/2Zに値をとる指数が消えることがわかる場合をのぞいて Pin―(2)monopole不変

量は Z/2Z値の不変量しか定義されていない．それにも閲わらず Pin一(2)monopoleは通常のサイ

バーグ・ウィッテン不変量では検出できない，連結和の形の 4次元多様体の微分構造に関する情報が

検出できる． Pin―(2)monopoleのZ値の不変量が定義できる場合が広がればより精密な情報を検出

できることが予想される．

主定理のふたつめは，局所化定理 (Theorem2.1)を用いて， Pin-(2)monopoleの向き付け可能性

のobstructionである K0-1(pt)に値をとる指数を位相的に計算する方法を与え，その obstruction

が消えていない例を構成したというものである．

3 Witten deformationについて

ここでは主定理の証明に使われる Witten-deformationについて説明する． Witten-deformation

というのは楕円型作用素の指数を変えないように変形し，指数をある部分多様体上に局所化させる



63

操作であるこれは Wittenによって [3]ではじめて行われた方法である．この場合は作用素は de

Rham作用素 d+d*で，局所化させる部分多様体は Morse関数fの臨界点である．

Witten deformationのアイデアを説明する．まず基本となる簡単な状況を説明する． E=E。①E1

をZ/2.Z-gradedなベクトル束として， D:I'(E)→「（E)をoddで自己共役な 1階楕円型作用素とす

る．いま， h:E→Eをoddで対称なベクトル束の同型とする．さらに D と反可換であるとすると，

(D+h戸＝が＋ h2

であり， hの定義から上の作用素の kernelは0だから ker(D+h)=Oである． D とD+hの指数は

等しいから Dの指数は 0である．

ここで， hが同型であるという仮定を緩めて，ある部分多様体の近傍の外では同型であることにす

る．さらに，単に反可換というのではなくて， Dの主表象と反可換であるとする．このとき，正の実数

mについて

(D+mh)2=ザ＋m叩＋m{D,h}

であり， hが主表象と反可換なことから {D,h}は微分を含まない項である．したがって， mが十分大

きいときに hが同型であるような領域では m2炉＋m{D,h}は同型で正定値であから，もし D+mh

のkernalあるいは十分小さい固有値の固有関数があれば， hが退化している部分多様体の近傍に局所

化されていることが予想できる．そして実際に (hや計量に仮定を置くと）解析的に固有関数の局所化

を示すことができる．これが Wittendeformationによる指数の局所化である．指数の局所化の観点

から指数定理を証明し，周辺の話題に触れている本に [4]がある．
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