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Seiberg-Witten Floer stable homotopy type and 
its applications to corks and the intersection forms of 4-manifolds 
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本講究録では， Seiberg-Witten理論の 4次元トポロジーヘの応用を二つ紹介する．一つは， 4

次元多様体Xの交差形式

Qx: H2(X;Z)/TorRH2(X;Z)/Tor→Z 

に関することであり，もう一つはコルクと呼ばれるものに関することである． Qxは2次形式で

あるが，与えられた 2次形式がある 4次元多様体の交差形式として実現できるかという基本的な

問題がある． Seiberg-Witten理論はこの問題に関して大きい発展を与えている．コルクは3つ組

(W,Y,し）のことである． Yはホモロジー 3球面， W はYを境界とするコンパクト，可縮な，滑ら

かな 4次元多様体，し： Y→ Yは滑らかな対合で， W の微分同相へ拡張しないものである．コル

クは4次元トポロジーにおいて重要な役割を果たすことが知られているが [CFH96,Mat96]，扱い

が難しく研究があまり進んでおらず，具体例も少ない． Seiberg-Witten Floer安定ホモトピー型を

用いて，コルクの具体例を得られることを紹介する．

2 Seiberg-Witten方程式

X を滑らかな向きの付いた 4次元多様体とし， gをXのRiemann計量とする． （以後，断

らない限り，多様体は滑らかで，向きが付いているとする．） Xのspiが構造 Sを選ぶと，次の

Seiberg-Witten方程式を考えることができる．

『的＝0，
Ft= q(¢). 

AはX上の spiが接続， DAはAに付随した Dirac作用素，¢はX上のスピノール束割の切断，

凡はAの曲率， Ftは応の自己双対な成分， q(¢)はのに関する 2次形式である．

特に X=Yx戦とする． Yは閉3次元多様体である．このとき， X上の Seiberg-Witten方程

式は，無限次元空間E上の Chern-Simons-Dirac汎関数CSD:£ →股の勾配曲線の方程式とみる

ことができ， CSDのMorseホモロジーが Seiberg-Witten Floerホモロジー（またはモノポール

Floerホモロジー）という 3次元多様体の不変量 [KM07]で，多くの応用をもつ．

3 4次元多様体の交叉形式

Xを閉4次元多様体とする．交差形式

Qx: H2(X;Z)/TorR恥 (X;Z)/Tor → Z 

(a, /3) →〈PD(a)U PD(/3), [X]〉
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はユニモジュラーな 2次形式になる． PDはPoincare双対を表す．ユニモジュラーな 2次形式Q

が与えられたとき， Qを交差形式とする 4次元多様体Xが存在するかというのは4次元幾何学に

おいて基本的な問題である． spin4次元多様体に限って話をする． spin閉4次元多様体の交差形

式に関しては松本幸夫氏による次の予想がある．

予想 1([Mat82]). Xを滑らかな spin閉4次元多様体とする．このとき，

1 1 

8 
-=;;=-lu(X)I::; b2(X) 

が成り立つ．ここで， u(X)はQxの符号数が(X)-b―(X)である．が(X),b―(X)はQxの正の

固有値の数， b―(X)は負の固有値の数．

この予想に関して次が証明されている．

定理 2([FurOl]). Xを滑らかな spin閉4次元多様体とする．炉(X)，が(X)-/ 0とする．

とき，
10 

8 
-|(J'(X)I + 2::; b2(X). 

この

証明は Seiberg-Witten方程式の有限次元近似と， Pin(2)同変写像に関する Borsuk-Ulam型定

理の組み合わせである．ここで，

Pin(2) = {z E Cllzl = 1} ll{zjlz EC, lzl = 1} C lHI 

である． 四元数休lHIを自然に Pin(2)表現空間とみなし，良を Pin(2)の非自明な実1次元表現と

する． zE S1,x E匝に対して，

Z • X = X, j ・ X = -X  

次の Borsuk-Ulam型定理が成り立つ．

定理 3([FurOI]). b > 0とする． Pin(2)同変写像

f: (JHim+a①記）十→ (JHimい訥＋b)+

が存在するならば，

2a+ 1さb

である． lHI九賊＋は一点コンパクト化を表す．

(X,,s)を滑らかな閉 spin4次元多様体とする． このとき，スピノール束炉は1HIベクトル束で

ある．また，炉(X)，釘(X)にjE Pin(2)作用をー1倍で定義すると，次の Seiberg-Witten写像

はPin(2)同変写像である．

SW:L印(S+)① imd*) → Lし(r(S)④町(X))

(¢, a) →（DAo+ar/J,d噴＋ q(rp))

ここで， A。は固定された spin接続である．

この写像は次の和に分解できる：

SW=L+C, 

L= (D細か）， C=SW-L.
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Lの2つの成分はそれぞれは Fredholm作用素で，その指数は

ーぴ(X)
indIHI D = ~, ind d十＝炉(X)

16' 

で与えられる．

有限次元部分空間 u'cLL1(r(§-）① n+(x)）をとり，

U = L-1(U') 

とおく． U' は imL と横断的で， dimU'~O とする． Pin(2) 表現空間として，

U竺 ]Him+a①酎， U'竺 JHim①耐＋肘(X)

ここで， a=indlHIDA。=-u(X) 

16 
である． Pu1SWluを考えることにより， Pin(2)同変写像

f: (lH!m+a①酎）十→ (lH!m①酎＋析(X))+

を得る．一点コンパクト化に写像が伸びることは， Seiberg-Witten写像のコンパクト性を用いる．

この写像に定理3を適用すれば，
c,(X) 

8 
+1~ 忙(X)

を得る．簡単な計算により，この不等式が定理 2と同値である．

このような Seiberg-Witten方程式の応用を境界付き 4次元多様体へ拡張するとき， Floer理論

が必要になる．

4 Seiberg-Witten Floer安定ホモトピー型

(Y, t)をspiが閉 3次元多様体とする． 4次元多様体 Yx股上の Seiberg-Wittten方程式は，無

限次元多様休5内の曲線

, =(¢,a):股→ E 

に対する方程式

旦：ニロ:+q(¢)

とかける． A。は固定された spiが接続である．これは Chern-Simons-Dirac汎関数CSD:E→股

の勾配曲線の方程式と見ることができる．形式的には， Seiberg-Witten方程式は流れ

'-Psw :& x股→£

定めているといえる． Manolescu[Man03]はKronheimer-Mrowka[KM07]のSeiberg-Witten Floer 

ホモロジーを精密化する Seberg-WittenFloer安定ホモトピー型という不変量を定義した．その

構成は b1(Y)= 0の場合に限られていた． b1(Y)> 0の場合へ拡張するのは，困難があり容易では

ないが，最近， Lin-Khandhaw比笹平 [KLS18a,KLS18b]， 笹平-Stoffregen[8821]によってなさ

れている． Seiberg-Witten Floer安定ホモトピー型は，流れ '-PswにConleyの指数理論 [Con78]

を適用して定義される．
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Conleyの指数理論について簡単に説明する．有限次元多様休M 上に流れ

1.p:Mx良→ M

があったとする． AcMに対して

Inv(A) = {x E Al1.p(x皇） CA}

とかくことにする． Sをコンパクトなゃの不変集合とする． Sのコンパクトな近傍 Aがあって，

S = Inv(A)となるとき， Sを孤立不変集合といい， SのConley指数

I(S) = [N/L] 

が定義される． N,LはAのコンパクトな部分集合で， LC N C A, S C N ¥ Lを満たし， LはN

の出口集合と呼ばれる．［N/L]は商集合N/Lの基点付き空間としてのホモトピー型である．下の

図を参照

Lは左下の射線部で，流れがNから出ていく部分である．（N,L)の選び方は一通りではないが，

基点付きホモトピー型 [N/L]はただ一つに決まる．

無限次元の流れcpswに，直接Conleyの理論は適用できないため， cpswを有限次元近似して，適

用する．その際， Seiberg-Witten方程式のよいコンパクト性を壊さないように，有限次元近似をと

る必要があるが， b1(Y)> 0の場合はそれが難しく困難になっていた． ［KLS18a, KLS18b, S821]で

は，その困難を解決し， b1(Y)> 0の場合に Seiberg-WittenFloer安定ホモトピー型§WJF(Y,t)を

定義した． （Y,t)がspinのときは， sw町Y,t)はPin(2)同変安定ホモトピー型として定義される．

また，［SS21]の構成はspine3次元多様体の族(Y,t)→E→Bにも適用でき，族の Seiberg-Witten 

Floer安定ホモトピー型SWlF(E)も定義できる．

(X,,s)がコンパクトな spin4次元多様体で境界を (Y,t)とする． X上の Seiberg-Witten方程式

を有限次元近似して， Pin(2)写像

f:（□叶 a①記）十→ (JHim①尉＋研(X))+I¥ §WJF(Y, t) 

が得られる． この fに対して，定理3のある一般化を適用して，次を得る．

定理 4([Man14, S821]). (X,,s)をコンパクト spin4次元多様体で，境界を (Y,s)とする． b1(Y)> 0 

のときは， Pic(Y)= H1 (Y遺）／H1(Y;Z)でパラメータ付けらる Dime作用素の族の指数IndD

が即(Pic(Y)）の中で 0とする．い(X)> 0なら

一字＋1豆 (X)+ "'(Y,s) 

となる． "'(Y,,s)E ½Z は， Pin(2) 同変 k理論KPin(2) (§WJF(Y, t)）を用いて定義される不変量である．
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5 4次元多様体のコルク

コルクとは三つ組 (W,Y, i)のことである． Yはホモロジー 3球面， W はYを境界とするコン

パクト，滑らかで，可縮な 4次元多様体， l:y→Yは滑らかな対合で， W の微分同相へ拡張し

ないものである．コルクは単連結閉4次元多様体の微分構造に関して，重要な役割を果たしてい

る [CFH96,Mat96]．コルク（やその変種）はAkubult,安井， Gompf,Lin, Ruberman, Savelievら

によって Seiberg-Witten理論を用いて研究されている [AY08,AY13, Gom17, LRS]．これらの研

究では，コルクを適当な閉4次元多様体に埋め込み，その Seiberg-Witten不変量を用いることで

コルクを研究している．より最近では，閉4次元多様体への埋め込みでなく， HeegaardFloerホ

モロジーを用いた研究がDai-Hedden-Mallick[DHM20]によりなされている．［DHM20]では新た

なコルクの例 (W,S凸(61),i)が発見されている． 61は炉の中の stevedore結び目で， S凸(61)は

炉を 61に沿って＋1手術した多様体である． wはSぶ(61)を境界とする可縮な 4次元多様体で

ある．筆者と今野北斗氏は，［SS21]で定義された spi炉 3次元多様体の族(Y,t)→E→Bに対す

るSeiberg-WittenFloer安定ホモトピー型SWlF(E)を用いて，次を証明した

定理 5.（印W，釈況(61)，＃％）はコルクである．ここで， WqWは境界連結和， Y#Yは連結和で

ある．
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