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Hessberg多様体は deMari, Procesi, Shaymanによって定義された旗多様休の

subvarietyである [6]。特に本稿では A型の Hessberg多様体について述べるので、取

り扱いやすいように Hessenberg多様体の定義を彼らのものから少し言い換える。 A

型の Hessberg多様体は旗多様体 Fl(Cn)の部分多様体であり、次の 2つのデータに

よって定まる。 1つは線形写像 A:Cn → Cnであり、もう 1つは Hessenberg関数と

呼ばれる単調非減少関数 h:[n]→[n]である。ここで、 [n]= {1, 2, 3,..., n}は 1か

らnまでの整数の集合を表し、単調非減少関数 hは任意の ¥/jE [n]で h(j)2 jを満

たすときに Hessenberg関数と呼ばれる。 Hessenberg関数は{tj―ti I j < iさh(j)}

という正ルート系の部分集合と対応している。 Hessenberg多様体の特殊な場合とし

て、 Springer多様体や permutohedralvarietyなどの重要な多様体がある。

旗多様体の幾何学がそのルート系の組合せ論的な言葉で記述できるように Hes-

senberg多様体もその幾何学がルート系の部分集合の組合せ論的な言葉で記述され

うる重要な部分多様体のクラスであると考えられている。実際に regularnilpotent 

Hessenberg多様体のコホモロジ一環は付随する超平面配置の logarithmicderivation 

moduleというものを用いて記述できる [1]。それは Borelによる旗多様体のコホモロ

ジ一環の記述の一般化になっている。

Regular semisimple Hessenbergは Brosnanと Chow[3] によって解かれた
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Shareshian-Wachs予想により対称関数論との関係があり、そのコホモロジ一群は糾

合せ論的な計算を実行することにより対称群の表現として完全に記述できる。しかし、

コホモロジ一環の環構造や具体的な記述はわずかな例を除いてほとんど知られてい

ない。

本稿では、コホモロジ一環が2次で生成される regularsemisimple Hessenberg多様

体の環構造の具体的な記述について述べる。この結果は AntonAyzenberg氏 (Higher

School of Economics)と枡田幹也氏（大阪公立大学）との共同研究に基づく。

2 Regular semisimple Hessenberg多様体

2.1 Hessenberg多様体

cnにおける（完全な）旗v.とは Cnの部分空間の増大列

V. = ({O} = Vo C Vi C Vi C ・ ・ ・ C Vn-1 C Vn = C門

であり、 dimcじ＝jを満たすものである。旗多様体 Fl(C門とは Cnにおける旗全体

のなす多様休である。 [n]= {1, 2, 3,..., n}を1から nまでの整数の集合とする。

定義 2.1.線形写像A:Cn →Cnと単調非減少関数 h:[n]→[n]でh(j)2: j (j E [n]) 

を満たすものに対し、 Hessenberg多様体 Hess(A,h)は旗多様体 Fl(C門の部分多様体

であって次で定まるものである。

Hess(A, h) = {V. I A(½) c Vh(j) for ¥:/j E [n]}. 

上の性質を満たす hはHessenberg関数と呼ばれる。記述の簡略化のためにしばし

ば Hessenberg関数 hをその値の列 h= (h(l),h(2),...,h(n))として書くことにす

る。例えば、 h= (n,n,...,n)のときは Hessenberg多様体 Hess(A,h)は旗多様体

Fl(C門そのものである。これは Aが何であるかに依らない。もし h'が hより関数

として小さいなら、 Hess(A,h'）は Hess(A,h)の部分多様休である。ゆえに固定され

たAに対して、 Hessenberg多様体たちはネスト状の構造をもつ。一方で Hessenberg

多様体 Hess(A,h)の幾何学的な性質は Aによって大きく変わりうる。以下では、 A

を標準韮底に関する表現行列と同一視して扱う。 AとA'が同じ Jordan標準形をも

つとき、 Hess(A,h)とHess(A',h)は多様体として同型 (diffeomorphic)であり、特に
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コホモロジ一環は同型である。行列 Aが regularnilpotentであるとき、 Hess(A,h) 

はregularnilpotent Hessenberg多様体と呼ばれ、それは一般には特異点をもつ。行

列 Aが regularsemisimpleの場合、つまり Aが互いに異なる固有値をもつ場合、

Hessenberg多様体Hess(A,h)はregularsemisimple Hessenberg多様体と呼ばれ、そ

れは滑らかな多様体である。 Regularsemisimple行列を Sで表すことにして、 Sは

対角行列であると仮定する。 Tをn次元トーラスとし、サイズ nの疋則な対角行列

のなす群と同一視する。このトーラス TはFl(C門に通常の方法で作用し、 Sが T

と可換なので Hess(S,h)に制限することができる。これらの作用による Hess(S,h) 

とFl(C門の固定点集合は一致し、 Hess(S,h)T = Fl(Cn汀＝ eれと対称群と同一視

する。一方で、 regularnilpotent Hessenberg多様体に Tー作用を制限することはでき

ない。

2.2 同変コホモロジ一環

空間 Xに群 Gが作用しているとき、その作用に関する同変コホモロジ一環 Hる(X)

はBorel構成 EG心 Xの通常のコホモロジ一環として定義される。

Hら(X)= H*(EG幻 X)

とくに Borel構成は次のファイバー束の全空間であることに注意。

X→EG幻 X→BG

Regular semisimple Hessenberg多様体 Hess(S,h)には上の Tー作用があり、 [4]で定

義された GKM多様体と呼ばれるものになっている [6]。GKM多様体はその同変コホ

モロジ一環を固定点集合に制限して見ることで調べることのできる多様体であり、実

際に

Hi,(Hess(S, h)）→附(Hess(S,hf)= 〶 Hi,(w)
wE6n 

竺〶瓢，．．．， t』＝ Map（芦 Z[t1,..., t』)
wE6n 

は単射である。ここで Map(P,Q)は集合 Pから Qへの写像全休のなす集合を表す。

さらに、 Map(6n,Z[tぃ．．．，t』)の中で、この準同型の像は次で与えられる。

{JI f(w) -f(w(i,j)) E (tw(i) -tw(j)), Vw E 6n, j < iさh(j)}
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ここで (i,j)はiとjの互換を表し、 (t)はtにより生成されるイデアルを表す。特に

regular semisimple Hessenberg多様体の同変と通常のどちらのコホモロジ一環も奇

数次が消えていることに注意。

Hessenberg関数 hが、ある Kで h(k)= kを満たすとき、 Regularsemisimple 

Hessenberg多様体 Hess(S,h)は連結ではなく、 Hess(S1,h1) x Hess(S2，加）の（り

個のコピーの非交和となる。ここで柘は hを [k]に制限したものであり、加は hを

[k+ l,n]に制限して整数をシフトすることで [k+ l,n]と[l,n-k]を同一視して得

られる Hessenberg関数である。 S1Iま対角行列 SのK番目までの成分、ふは残りの

n-k個の成分として得られる regularsemisimple行列である。以下では、 Hess(S,h) 

は連結であると仮定する。つまり任意の jE [n -1]でh(j)2': j + 1と仮定する。

3 主結果

3.1 前提となる結果

Regular semisimple Hessenberg多様体の同変 2次コホモロジーについて、

[2]により生成元が分かっており、それを定理 3.1として記す。全ての元は

Map(6立 [t1,...,t』)の元として記述されている。

定理 3.1. Hess(S, h)が連結であれば、次の元たち {xi,Ya,k汀A,ti I i, k E 

[n], aは h(a-1) = h(a) = a+ lをみたす， A C [n], IAI E {j E [n -1] I 

h(j -l) + 1 = h(j) = j + 1}｝は Hf(Hess(S, h)）を張る。ここで、各々の元は

w E 6nとして次で定まる。

・叩(w)= tw(i) 

• yi(W) ＝ {tt -tw(a+1) （i E{w(1)，．．．，W(a)｝） 

0 (otherwise) 

・ び(W)＝ {tw(|A|） -tw(|A|＋1) （A = ｛w(1)，．．．，W(|A|）｝） 

0 (otherwise) 

注意 3.2.Xi は旗多様体 Fl(C門の各点 v. に ½/½-1 が乗った直線束の同変チャー

ン類の引き戻しとして得られる。
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さらに [2]に続く論文で記す予定である次の定理が成立する。この定理は

H*(Hess(S, h))が 2次で生成されるための hの必要十分条件を与える。

定理 3.3.Hess(S, h)が連結であれば、次は同値である。

• H*(Hess(S, h)）は 2次で生成される。

•ある 0 さ a<b:Sn-1 に対し、 h は次の形 (3.1) である。

h(j) ＝ {:++ 1 1 

(l~j~a) 

(a< j < b) 

(bさj~ n) 

この (3.1)の形で書かれる Hessenberg関数 hをdoublelollipop typeと呼ぶ。

(3.1) 

注意 3.4.上で a=Oかつ b=lのとき Hess(S,h)は旗多様体 Fl(C門である。また、

a=Oかつ b=n-lのとき Hess(S,h)はpermutohedralvarietyである。

3.2 生成元と関係式

一般の場合には記述が複雑になりすぎるので、 (3.1)において b=a+lである場

合についてコホモロジ一環の生成元と関係式を調べる。つまり、 h=(a+l,...,a+

l,n,...,n)であるとする。この場合、定理 3.1における生成元は

{xぃYa,k,ti I i, k E [n]} 

の 3種類のみになる。特に今は aを固定しているので、 Ya,kをYkと書くことにする。

また、ルート系の対称性から a:S ~の場合のみを考えれば十分なので、そのように仮

定する。また、同変コホモロジ一環の元を通常のコホモロジ一環に落とすときには ti

を消去すればよく、文字 xゎYkは通常のコホモロジ一環に落としたときの像をも表す

ことにする。

[5]により、 doublelollipop typeの regularsemisimple Hessenberg多様体の

Poincare多項式は知られている。とくに h=(a+ 1,..., a+ l, n,..., n)のときは

a 

Poin(Hess(S, h)紅） ＝ ［a]砂[n-a-l]q芦(:)伯[n-2k]q, (3.2) 
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1-qm r 1,  ~ 
で与えられる。ここで [m]q=~,[m]砂＝ Il[k]計である。この等式 (3.2) は

1-q 
k=l 

I<aでも成立する。

生成元 Xiたちと Ykたちの関係式を調べるに当たり、同変コホモロジ一環の元とし

て次の記号を用意する。

• Yi = Yi + Xa+l -ti 

•部分集合 Jc [n]に対し、 YI=IT Yiとし、 y;= II叶とする。

iEJ 9EI 

Map(6立 [ti,...,in])の元として yi＊は次のように書ける。

* (） 
fw(a+I) -ti (i E {w(a+2),...,w(n)}) 

Yi(w) ~｛。（otherwise)
命題 3.5.同変コホモロジ一環の元として次の関係式が成立する。

(0)ら(xi,...,Xn)＝ら(ii,...,tn) (1 Si Sn) 

(Rl) YI = 0 (III =a+ 1) 

(Rl *) yj = 0 (III = n -a) 

(R2)とYIーと (a-］．）叫1,・ ・ ・, Xa)(-xa+l戸＝ 0 (1 Sr Sa) 
IIl=r j=O 

r-J 

(R3) Y[ + Xa+lYi = Y出（1さiSn) 

証明 (0)この関係式は旗多様体から来る。各固定点上での値を見ることでもすぐ

に確認できる。

(Rl) YIの supportはIc w([a]）を満たす w€ Gn全体からなるものである。しか

し今は |II=a+ 1である。ゆえに YIのsupportは空集合である。同じ議論で

(Rl*)を示せる。

(R2) III= rとする。定義より

YI(W) ＝ ｛且仏ーtw(a+1)) （I C {w(1)，．．.，W(a)｝） 

0 (otherwise) 
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であり、その support上での値は次のように変形できる。

r 

こ叫t.1I) (-tw(a+I)r-k 
k=O 

ここで ek(t.1I)は{ti Ii EI}を変数とする K次の基本対称多項式を

表す。固定された w E 6n に対し、 ~IIl=rYI(w) の値を計算しよう。

Jw = {w(l),...,w(a)｝とすると次の等式が成立する。

こYI(W)＝こ YI(W)＝こ又k(t.|I)（-tw(a+1)）r-K
IIl=r lCJw lCJw k=O 

IIl=r IIl=r 

ここで右辺を見ると、 K部分集合 I'clwに対し rー部分集合 IcJ初で I'を含

むものが（：口り個ある。この K部分集合 I'ClwはK部分集合 w―1(J')C [a] 

と1対 1対応があり、 rriEl'ti= rriEw―1(I’)叩 (w)である。ゆえに

叫t.1I)= L IT ti= ek(x1,...,xa)(w) 

であり、 wに依らずに

I'CJw iEl' 
II'l=k 

どYI＝文（：＿ ＿ ［）叫1,...，％）（一％＋1r-k
IIl=r k=O 

が成立する。

(R3)示すべき式は YiY!= 0と同値だが、 Yiとyi＊の supportsは交わらない。

3.3 コホモロジーの環構造

口

H* (Hess(S, h); (Q)の環構造について述べる。 xif-t xi, ~ f--+ Yiによって与えられ

る全射 Q[Xi,~ Ii E [n]］→ H*(Hess(S, h); Q)を考える。命題 3.5の関係式に対応し

てQ[Xi,~ I i E [n]］のイデアル 3を定め、全射

Q［ふ， ~Ii E [n]]/J→H*(Hess(S, h); Q). 
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の定義域と終域の Hilbert多項式が一致することを確認して、両者が同型であること

を示す。

定義 3.6.Y* = Y 叶 Xa+l,Y1 = TiiEI Y;, Y,「=TiiEぷ＊とする。 Q[Xi,Y; I i E [n]] 

のイデアル 3を次の元で生成されるものとする。

(0) 叫Xし•.．， Xn) (1さiさn)

(Rl)的 (III=a+ l) 

(Rl *) Y,「 (IIl=n-a)

(R2)LYIーと
IIl=r 

J=0 (; _ -］．）ej(X1,..., Xa)(-Xa+l戸（l:Sr:Sa)

(R3)沢＋Xa＋ぷ（1:Si:Sn)

定理 3.7.上のセッティングのもと、 XiM Xi,~ → Yi で与えられる次の全射は同型

である。

Q[Xぷ IiE [n]]/J→H*(Hess(S, h); Q) 

証明詳細は省略するが、関係式で変形していくことにより、 Q[Xi,~ I i E [n]]/Jの

任意の元の代表元を次のものの線形和として書くことができる。

III :Sa, 0さia+lさn-2111-1,

｛況冒Xi'・・・Xパ言・・X;nY1 a[： ： ： : n ⇒ ⇒ °> :t:：-nk: K } 

この単項式の数を数えることにより、 Q[Xi,~ I i E [n]]/JのHilbert多項式は (3.2)

a 

[a]計[n-a-l]砂こじ）が[n-2k]q 

以下であることが導かれる。ゆえに定理の全射は同型写像である。 仁l

注意 3.8.定理 3.7の証明において H*(Hess(S,h)) の甚底が与えられたので、 6n—表

玩としての構造も分かる。対称群の作用は CTE 6nに対し、び・叫＝ Xゎび •Yk = Ya(k) 

となっている。
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