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Topological spherical space formの位相的複雑さ

- Python を用いた決定—

九州大学・数理学研究院岩瀬則夫

Norio IWASE 

Faculty of Mathematics, Kyushu University 

1 位相的球空間形

1.1 位相的球空間形

• G —球面 sn に作用する有限群

定義 1.1（位相的球空間形）． M = sn/G: Gの球面炉への作用は自由かつ連続

• IHI —四元数体

• S(IHI)~ 炉—ノルム 1 の四元数全体のなす Lie 群

• 52h+3 _ IH]h+lの単位球面， S(IHI)の左からの（等長的な）作用を受ける。

• Hk=〈a,b I a2 =bk, a呈 1,aba=b〉<S(IHI)(k = 2, 3, 4,…）―一般四元数群

• H2 ~ Q =〈i,』， kI "2=?＝厨＝i』K〉=｛土1，土i，土』，土k}c IHI —四元数群

定義 1.2.Nh(k) : = 54h+3 /Hkと置く。特に Nh:=S4h+3/Qs,M:=N。と略記する。

2 ーロボット動作設計

2.1 位相的複雑さ

•X ーロボットの状態空間（以下、 X は連結を仮定する）

• :PX-Xの中に描かれた道（ロボット動作）全体ー免Xつ£Xっox

・w::PX→XXX⇔口(f)＝（f(1)，e(O)） （動作の終着状態と出発状態）

・冗： P→W-（全射）連続写像
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Notation 2.1( ：：：こだけ）． ocw が冗—sectional ⇔冗は 0 上の section を持つ。

‘‘ Definition 2.2 (A. S. Svare,'58). 

genus（冗）:::;n ⇔冗—sectional 開集合 n+l 枚が W を覆う。

Definition 2.3. tc(X) : = genus(w) （位相的複雑さ）

・開集合〇上ての sectionは、局所的な動作設計を与える。

・気持ちの上では tc(X)はロボット動作設計の複雑さみたいなものを表す。

Theorem 2.4 (M. Farber'03). 

碍 Pり＝ Imm屈pn-屯，屯＝｛ l, n = l, 3, 7 

0, otherwise, 

ただし、 ImmMは多様体MがEuclid空間 Enにはめ込める次元 nの最小数て‘ある。

2.2 LSカテゴリ数

• Pc。X=wー1(XX {*})-Xの基点「＊」から出発する道（ロボット動作）全体

だいたい

・四。： P。X→X ⇔の。(f)= f(l) （終着状態） ←⇒ m。=m|？。x

Exercise 2.5. U c Xがm。-categorical¢::::::}包含写像 U4Xが零ホモトープ

Definition 2.6 (Lusternik-Schnirelamann'34). 

cat(X)::;; m ⇔ m+l枚の categorical開集合がX全体を覆う。

Theorem 2. 7 (Farber,'03). 

cat(X) :::; tc(X) :::; cat(X x X):::; 2 cat(X) -L-Sカテゴリ数と TC

Example 2.8. (1) cat(X) = o⇔ Xは可縮 (2) tc(X) = 0⇔ Xは可縮

(3) cat(X)幻⇔ Xはco-H空間 (4) cat(Sり＝1 (5) tc(Sり＝1⇔ nは奇数

Theorem 2.9 (Miyata). cat(Nh) = dimNh = 4h+3 

3 一般的結果

Definition 3.1 (Farber-Grant'07). tc8(X) ~ m ⇔ロボット動作を『出発と終

着を入れ替えると逆の道て‘、一致していたら動かない』ものに限定した位相的複雑さ。

Definition 3.2 (Farber'03, Farber-Grant'08). 

(1)牧(R)= ker△* ：H*(XxX;R)→H*(X;R) （注：万＊を使っても同じてす）
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(2)忍(X)= Max{m~OIH*(X xX,R)つ牧(R)m#0}

(3) Wglu;R（w) = Max{m~OIVJ:Y • X xx (genus(f*nr)<m), f*(u) = O} 

Theorem 3.3 (Farber-Grant'08). wgtu;R(w):::;; tc(X) for a non-zero u E JR(X). 

Theorem 3.4 (Y. Rudyak, A. Dranishnikov'09). If cat(X) = dimX = n ~ 3, 
thenヨliEザ (X,I（冗）） s.t.lin -=I= 0, where li is the Berstein class introduced by I. Berstein. 

上記を用いて Farberらがtc(BG)(cd(G) < oo)に対する目覚ましい結果を得ている。

4 fibrewise A00理論

4.1 (fibrewise).,知理論

•Xー位相空間

Theorem 4.1 (J. Milnor'56)．分類空間がX と弱同値となる位相群 Gが存在する。

Theorem 4.2 (J. Stasheff'63). oxのAOO構造POOoxはX と弱同値となる。

Theorem 4.3 (D. Benson'91). BG況 BGが基点付き fibrewise空間として BGxBG
とホモトピー同値となる。ただし、 BG況 BGの基点は [e]→[e,*]て与えられ、 BGXBG
の基点は diagonalmapてある。

• G —離散群

Theorem 4.4. £ BGはEGXaaGとfibrewiseA00 同値て•.、特に P;£ BG ~! BG Xaa pnG 

略証：ホモトピー同値 (fibrewiseA1同値）はすぐに分かる。また fibrewiseAn同値

となる為の障害は行き先が離散群てあるので自明てある。（上の（Benson)を使うともう

少し一般的に証明てきる (Miyata)) 終り．

4.2 fibrewise L-S理論と位相的複雑さ

• E=(E,p,X,s)―写像 s:X→ Eは、射影 p:E→Xに対する sectionてある。

Definition 4.5. (I. James'95) catば(E)s m ¢::::}ヨa:E→Pt叫 Es.t. aoem ~! id 
(1-Sakai'10) catB(E) s m ¢::::}ヨa:E→Pt伍 Es.t. aoem咋 id

△ : x →xxxを基点とする fibrewise空間 (XxX,pr1,X)をd(X)て表す。

Theorem 4.6 (1-S'10). (1) tc(X) = catB(d(X)) (2) tcM(X) = cat:(d(X)) 

注 4.1tc叫X)はtc(X)と同様に定義されるが、ロボットの動作設計に対して「出発状

態と終着状態が同じ場合は動かない」という条件 (monoidalcondition) を課している。
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Corollary 4.7 (1-S'10)．次の二条件は同値である。

(1) tc(X) :::; m (2) aoem当 idを満たす a:d(X)→Pl{'£Xがある。

Theorem 4.8 (1-S'12). tc(X):::; tc叫X):::;tc(X)+l. 

Theorem 4.9 (J. Aguilar Gutman and J. Gonzalez,'21). 

XがANRならば tc(X)= tc叫X)が成立する。

4.3 fibrewise L-S不変量と TC不変量

• E = (E,p,X)-fibrewise空間、 s: X→E-Eの fibrewise基点

• R―可換環、 A―コホモロジー作用素の集合

・％ ：Pl{'OB B 4 PB00叫 E弓E- natural map 

Definition 4.10 (James'95, 1-S 10'). (1) Hi(E;R) : = H*(E,X;R). 

(2) cupB(E;R) := Max{m20IH*(E;R)つHi(E;Rr=/= O}. 

(3) wgtB(u;R) : = Max{m20leら(u)=O}.

(4)wgtB(E;R) := Min{m20le;',,: Hi(E;R)→m(P閉伍E;R)is mono}. 

(5) MwgtB(E; A) : = Min{m;:: 0 I im e;',, is a direct summand as a A-module} 

Theorem 4.11 (1-S'10). 

(1) H;(E;R) = JR(X) and cupB(E;R) = 2.点(X)if(E,p,X) = d(X). 

(2) wgtB(u;R) = wgtw(u;R) if(E, p,X) = d(X). 

5 今回の主題(I-Miyata)

• M=SツG,Gは有限群ー位相的球空間形（ここでは Gは向きを保つとする）

Remark5.1. 通常 2n-l~ tc(M) = catB(d(M)) ~ 2nしか（簡単には）分からない。

Theorem 5.2. zをM のorientationclassに対応する庄(M；ら）の生成元とする。

(1)次の三条件は同値てある。

i) wgtB(z R z；巳） ＝2n ii) wgtB(d(M)；ら） ＝2n iii) MwgtB(d(M)；ふ） ＝2n 

(2)上のどれかの条件が成立すれば tc(M)= catB(d(M)) = 2nてある。（逆はいまのと

ころてきていない）

• M=SツQ—四元数群 Q =｛士1，士i，士』，士k}による炉の商空間

注 5.1M についてすぐに分かるのは 5~ tc(M) = catid(M)) ~ 6まて，'てある。

Theorem 5.3. tc(M) = catid(M)) = 6. 
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6 証明の方針

6.1 線形問題への落とし込み

Theorem 6.1. H*(BQ；巳） ~A® 凡[w], A~ IF2[x,y]/(x＼炉ぷ＋y2+ xy) 

Theorem 6.2. H3(M；巳）ミ疇｝、 zはAの炉y= xyzに対応する。

Theorem 6.3 (K. Fujii'73). M = e0 u ei u e~ u e~ u e~ u e3 (zはe3の双対）てある。

Proposition 6.4. H6(M x M;『2)~闊z®z}

Proposition 6.5.心（zRz)E H00(P;'出 d(M);IF2) is the class of c Eか(PB00OB d(M)) : 

c[rl{h1I ・• • |hk}] = z(r) ・ x2y[h1I ・・・ lh』

Theorem 6.6. e::C,(z R z) = [c] 

注 6.1上の定理はfibrewiseホモトピー同値写像 e00: P;'OB d(M)→d(M)の様子がよ

く分からないのて,,Serre spectral sequeceを用いて証明する。

線形写像 6: C5(Pl OB d(M)；已） → ぴ(PlOBd(M)；凡）の表現行列を To、Cの表現ベ

クトルを冗とする。

Problem 6.7.線形方程式 T立＝冗は巳上て解を持つか？また解はどう書けるか？

6.2 問題の簡易化

．． 
Definition 6.8. C00(P;" 

B OBd(M)）のコサイクル c'を次て定める。

c'[rl{h」•• • |hk}] = z(r) ・ x2[hil ・・ ・ lhk] 

線形写像o':C4(1';；出d(M)；巳） →C5(P: 0砂(M)；ら）の表現行列を T5,、C'の表現ベ

クトルを Tc,とする。

Theorem 6.9.線形方程式 TがX= Tc,が解を持つならば Tg＝冗も解を持つ。

Theorem 6.10 (Python program).'I',がX= Tc,は解を持つ。 Ce;(zR炉） ＝ 0に相当）

注 6.2簡易化した問題は大型計算機て‘7分程度の時間がかかった為、 Pythonprogram 

を最適化した。このprogramを用いると、簡易化した問題がMlmac上て25秒て‘‘解決

し、元の問題も半日程度て解決した。いずれも期待どおリの結果てあった。 1

結論． Pythonを動かす場合、 Mlmacは大型計算機より速い。

最後に．本研究て作成した Pythonprogramの最適化において、九州大学情報基盤研究

センターの南里豪志先生に貴重なアドバイスを多々頂きました。深く感謝致します。

1 The computation was carried out using the computer resource offered under the category of Trial Use Projects 
by Research Institute for Information Technology, Kyushu University. 
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7 プログラムの流れ

・射影空間の次数を定める。

・群 Qのmultiplicationとinversionのtableを記述する。

• K. Fujiiによって完全に決定された e0,e~, e~, e~, e;, e3の境界を記述する。

・定義に従って barconstructionの境界を記述する。

• 6'の凡上の表現行列を二次元配列として記述する。

・拡大係数行列 IT5’|TC']の階数RとTc5,の階数 rをガウスの消去法て甘求める。

-R=rならば解があり、 R= r+lならば解が無い一

T戸 ＝ Tc,が解を持つから定理 6.9より T戸＝冗も解を持ち、 wgtB(zR z) = 6を得た。

A 解の記述

Python programては、群 Qの要素を [O,1,2, 3,4, 5,6, 7] = [e, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b]と

数字て記述し、 M のセルを [eO,ell, el2, e21, e22, e3] = [e0, ei, e~, e:, e~, e3]と記述した。

programは正常終了し、次の特殊解を吐き出した： （手計算するのはほぼ無理か）

One particular solution is : 

[eOl71717l6] + [eOl717l6l6] + [eOl717l612] + [eOl71712l5] + [eOl71712ll] + [eOl717ISl3] + 
[eOl717ISl6] + [eOl717ISl5] + [eOl7171Sll] + [eOl717lll3] + [eOl717lll2] + [eOl7l3l6l5] + 
[eOl7l3l6ll] + [eOl7l3ISl3] + [eOl7l3lll5] + [eOl7l617l5] + [eOl7l617ll] + [eOl7l6l3l3] + 
[eOl716l3l2] + [eOl716l3l5] + [eOl716l3ll] + [eOl716l6l2] + [eOl716l6ll] + [eOl716l217] + 
[eOl7l6l2l3] + [eOl7l6l2l6] + [eOl7l6l212] + [eOl7l6l2ll] + [eOl7l6l214] + [eOl7l6ISl3] + 
[eOl7l6ISl4] + [eOl7l6lll7] + [eOl7l6lll3] + [eOl7l6lll2] + [eOl7l6lll4] + [eOl71217l6] + 
[eOl7121317] + [eOl7121312] + [eOl7121314] + [eOl71216l6] + [eOl7121612] + [eOl7121216] + 
[eOl7121212] + [eOl71212l5] + [eOl7121214] + [eOl712ISl2] + [eOl712ISl5] + [eOl7121Sll] + 
[eOl712lll7] + [eOl712lll3] + [eOl712lll6] + [eOl712lll4] + [eOl7121412] + [eOl7ISl716] + 
[eOl7ISl317] + [eOl7ISl312] + [eOl7ISl314] + [eOl7ISl6l3] + [eOl7ISl6l6] + [eOl7ISl612] + 
[eOl7ISl6l5] + [eOl7ISl212] + [eOl7ISl214] + [eOl7ISISl3] + [eOl7ISISl6] + [eOl7ISISl2] + 
[eOl7ISl5ll] + [eOl71Slll3] + [eOl71Slll4] + [eOl7ISl412] + [eOl7lll713] + [eOl7lll712] + 
[eOl7lll7l5] + [eOl7lll3l3] + [eOl7lll3l5] + [eOl7lll6l3] + [eOl7lll213] + [eOl7lll216] + 
[eOl7lll212] + [eOl7lll214] + [eOl7lll5l2] + [eOl7lll5l5] + [eOl7lll5l4] + [eOl7lllll3] + 
[eOl7lllll4] + [eOl7lll4l3] + [eOl7lll412] + [eOl7lll4l5] + [eOl71417ll] + [eOl714l3l7] + 
[eOl714l3l6] + [eOl714l617] + [eOl714l6l3] + [eOl714l6l6] + [eOl7141212] + [eOl7141214] + 
[eOl714ISl2] + [eOl714ISl4] + [eOl714lll2] + [eOl7141412] + [eOl3l717l3] + [eOl3l71712] + 
[eOl31717l5] + [eOl31717ll] + [eOl317l317] + [eOl317l3l3] + [eOl317l3l6] + [eOl317l3l5] + 
[eOl317l314] + [eOl317l6l5] + [eOl317l6ll] + [eOl31712l3] + [eOl31712l5] + [eOl317ISl7] + 
[eOl317ISl2] + [eOl317ISl5] + [eOl317lll6] + [eOl317lll4] + [eOl31714l5] + [eOl31714ll] + 
[eOl3l3l617] + [eOl3l312ll] + [eOl3l3ISl7] + [eOl3l3ISl3] + [eOl3l3ISl5] + [eOl3l3lll6] + 
[eOl3l3llll] + [eOl3l617l3] + [eOl3l617l6] + [eOl3l61712] + [eOl3l617l5] + [eOl3l6l317] + 
[eOl3l6l3l3] + [eOl3l6l3l6] + [eOl3l6l3l5] + [eOl3l6l3l4] + [eOl3l6l6l3] + [eOl3l6l6l6] + 
[eOl3l6l6ll] + [eOl3l6l614] + [eOl3l61217] + [eOl3l61213] + [eOl3l612l5] + [eOl3l612ll] + 
[eOl3l6ISl3] + [eOl3l6ISl5] + [eOl3l6l5ll] + [eOl3l6lll7] + [eOl3l6lll2] + [eOl3l6lll5] + 
[eOl3l6lll4] + [eOl3l6l417] + [eOl3l6l4l5] + [eOl3l217ll] + [eOl3l2l317] + [eOl3l2l3l6] + 
[eOl31216l6] + [eOl3121612] + [eOl31216l5] + [eOl31216l4] + [eOl3121212] + [eOl31212l5] + 
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[eOl31212ll] + [eOl3121214] + [eOl312l5l7] + [eOl312l5l3] + [eOl312l5l6] + [eOl312l5l2] + 
[eOl312l5l5] + [eOl312l5ll] + [eOl312lll2] + [eOl312llll] + [eOl3121412] + [eOl3l5l717] + 
[eOl3l5l716] + [eOl3l5l7ll] + [eOl3l5l3l3] + [eOl3l5l3l6] + [eOl3l5l3l5] + [eOl3l5l3l4] + 
[eOl3l5l6l6] + [eOl3l5l6l5]+ [eOl3l5l6ll] + [eOl3l5l217] + [eOl3l5l212] + [eOl3l5l2l5] + 
[eOl3l5l214] + [eOl3l5l5l5] + [eOl3l5l5l4] + [eOl3l5lll5] + [eOl3l5l412] + [eOl3l5l4l5] + 
[eOl3l5l4ll] + [eOl3lll7ll] + [eOl3lll317] + [eOl3lll3l6] + [eOl3lll3l5] + [eOl3lll6l3] + 
[eOl3lll6l6] + [eOl3lll6l5] + [eOl3lll216] + [eOl3lll212] + [eOl3lll214] + [eOl3lll5l7] + 
[eOl3lll5l6] + [eOl3lll5l4] + [eOl3lllll2] + [eOl3lll412] + [eOl3l4l6l5] + [eOl3l4l6ll] + 
[eOl3l4l5l3] + [eOl3l4lll5] + [eOl6l717l3] + [eOl6l7l3l3] + [eOl6l7l3l6] + [eOl6l7l312] + 
[eOl617l5l3] + [eOl617l5l2] + [eOl617l5l4] + [eOl617lll5] + [eOl6171413] + [eOl61714l5] + 
[eOl6l31712] + [eOl6l317l5] + [eOl6l317ll] + [eOl6l3l312] + [eOl6l3l3l5] + [eOl6l3l3ll] + 
[eOl6l3l6l3] + [eOl6l3l6l5] + [eOl6l3l6ll] + [eOl6l3l6l4] + [eOl6l3l2l3] + [eOl6l3l212] + 
[eOl6l312ll] + [eOl6l3l5l7] + [eOl6l3l5l6] + [eOl6l3l5l2] + [eOl6l3lll2] + [eOl6l3lll5] + 
[eOl6l3lll4] + [eOl6l31417] + [eOl6l31413] + [eOl6l31412] + [eOl6l314ll] + [eOl6l31414] + 
[eOl6l617l5] + [eOl6l6l317] + [eOl6l6l3l4] + [eOl6l6l2l5] + [eOl6l6l214] + [eOl6l6l5l3] + 
[eOl6l6l5l6] + [eOl6l6l5ll] + [eOl6l6lll3] + [eOl6l614ll] + [eOl6l61414] + [eOl6121717] + 
[eOl6121712] + [eOl612l617] + [eOl612l6ll] + [eOl6121217] + [eOl6121212] + [eOl6121214] + 
[eOl6l2l5l7] + [eOl6l2l5l6] + [eOl6l2l5l2] + [eOl6l2lll7] + [eOl6l2lll3] + [eOl6l2lll6] + 
[eOl612lll2] + [eOl612lll5] + [eOl612llll] + [eOl6121417] + [eOl6121412] + [eOl61214ll] + 
[eOl6121414] + [eOl6l5l7l3] + [eOl6l5l712] + [eOl6l5l7l5]+ [eOl6l5l7ll] + [eOl6l5l3l3] + 
[eOl6l5l3l6] + [eOl6l5l3l2] + [eOl6l5l3l5] + [eOl6l5l3ll] + [eOl6l5l617] + [eOl6l5l6l6] + 
[eOl6l5l6l5] + [eOl6l5l6l4] + [eOl6l5l216] + [eOl6l5l212] + [eOl6l5l2l5] + [eOl6l5l5l7] + 
[eOl6l5l5l3] + [eOl6l5l5l6] + [eOl6l5l5l2] + [eOl6l5l5l5] + [eOl6l5l5l4] + [eOl6l5lll2] + 
[eOl6l5llll] + [eOl6l5lll4] + [eOl6l5l4l6] + [eOl6l5l412] + [eOl6l5l4l5] + [eOl6lll7l3] + 
[eOl6lll712] + [eOl6lll3l6] + [eOl6lll3l5] + [eOl6lll6l3] + [eOl6lll6l6] + [eOl6lll6l2] + 
[eOl6lll6ll] + [eOl6lll217] + [eOl6lll212] + [eOl6lll2l5] + [eOl6lll2ll] + [eOl6lll5l7] + 
[eOl6lll5l2] + [eOl6lll5l5] + [eOl6lll5l4] + [eOl6lll4l6] + [eOl6lll4l5] + [eOl6l41717] + 
[eOl6141712] + [eOl61417l5] + [eOl614l3l3] + [eOl614l312] + [eOl6141617] + [eOl61416l3] + 
[eOl61416ll] + [eOl6141217] + [eOl6141213] + [eOl6141212] + [eOl614l5l6] + [eOl614l5ll] + 
[eOl6l4lll7] + [eOl6l4lll6] + [eOl6l4lll2] + [eOl6l4lll5] + [eOl6l4llll] + [eOl6l41417] + 
[eOl6141412] + [eOl61414l5] + [eOl21717l5] + [eOl2171317] + [eOl2171312] + [eOl2171314] + 
[eOl217l617] + [eOl217l6l6] + [eOl217l612] + [eOl217l614] + [eOl21712l3] + [eOl21712l6] + 
[eOl2171212] + [eOl21712l5] + [eOl2171214] + [eOl217l5l3] + [eOl217l5l6] + [eOl217l5l2] + 
[eOl217l5ll] + [eOl217lll5] + [eOl217lll4] + [eOl2171412] + [eOl21714l5] + [eOl21714ll] + 
[eOl2l31717] + [eOl2l317l3] + [eOl2l317ll] + [eOl2l3l317] + [eOl2l3l3l6] + [eOl2l3l3ll] + 
[eOl2l3l6l3] + [eOl2l3l6l6] + [eOl2l3l6l2] + [eOl2l3l6l4] + [eOl2l3l2l6] + [eOl2l3l212] + 
[eOl21312l5] + [eOl21312ll] + [eOl2131214] + [eOl213l5l3] + [eOl213l5l6] + [eOl213l5l2] + 
[eOl2l3l5ll] + [eOl2l3lll6] + [eOl2l3lll2] + [eOl2l31412] + [eOl2l61717] + [eOl2l617l3] + 
[eOl2161712] + [eOl21617l5] + [eOl216l317] + [eOl216l3l5] + [eOl216l3l4] + [eOl216l617] + 
[eOl2l6l6l5] + [eOl2l6l6ll] + [eOl2l6l6l4] + [eOl2l61217] + [eOl2l61212] + [eOl2l612l5] + 
[eOl2l6l2ll] + [eOl2l6l214] + [eOl2l6l5l3] + [eOl2l6l5l2] + [eOl2l6l5ll] + [eOl2l6l5l4] + 
[eOl216lll7] + [eOl216lll3] + [eOl216lll2] + [eOl216lll5] + [eOl2161417] + [eOl2161412] + 
[eOl21217l3] + [eOl21217l6] + [eOl2121712] + [eOl21217l5] + [eOl21217ll] + [eOl2121714] + 
[eOl212l3l6] + [eOl212l3l2] + [eOl212l3l5] + [eOl212l3ll] + [eOl212l6l3] + [eOl212l6l2] + 
[eOl2121614] + [eOl2121217] + [eOl2121213] + [eOl2121216] + [eOl212l5l3] + [eOl212l5l6] + 
[eOl2121417] + [eOl2l5l7l3] + [eOl2l5l7l6] + [eOl2l5l3l5] + [eOl2l5l3ll] + [eOl2l5l314] + 
[eOl2l5l617] + [eOl2l5l6l3] + [eOl2l5l6l2] + [eOl2l5l6ll] + [eOl2l5l6l4] + [eOl2l5l2l6] + 
[eOl2l5l5l6] + [eOl2lll7l3] + [eOl2lll7l6] + [eOl2lll714] + [eOl2lll3l7] + [eOl2lll3l6] + 
[eOl2lll6l3] + [eOl2lll6l2] + [eOl2lll6l5] + [eOl2lll6ll] + [eOl2lll6l4] + [eOl2lll2l6] + 
[eOl2lllll7] + [eOl21417l3] + [eOl2141712] + [eOl21417l5] + [eOl21417ll] + [eOl214l3l7] + 
[eOl21413l6] + [eOl2141314] + [eOl2141217] + [eOl5l71713] + [eOl5l71716] + [eOl5l71317] + 
[eOl5l713ll] + [eOl5l713l4] + [eOl5l716l3] + [eOl5l716l2] + [eOl5l716l5] + [eOl5l7l5l3] + 
[eOl5l3l712] + [eOl5l3l7l5]+ [eOl5l3l7ll] + [eOl5l3l3l7] + [eOl5l3l3l6] + [eOl5l3l312] + 
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[eOISl3l3ll] + [eOISl3l6l6] + [eOISl3l6l5] + [eOISl31217] + [eOISl31216] + [eOISl3lll4] + 
[eOISl31413] + [eOISl314ll] + [eOISl61717] + [eOISl61712] + [eOISl617l5] + [eOISl617ll] + 
[eOISl61714] + [eOISl6l3l6] + [eOISl6l3l2] + [eOISl6l3l5] + [eOISl6l3ll] + [eOISl6l617] + 
[eOISl6l612] + [eOISl61217] + [eOISl61213] + [eOISl61216] + [eOISl61212] + [eOISl612l5] + 
[eOISl61214] + [eOISl6ISl2] + [eOISl61Sll] + [eOISl6lll3] + [eOISl6lll6] + [eOISl6lll2] + 
[eOISl6lll5] + [eOISl6lll4] + [eOISl6l417] + [eOISl6l4l3] + [eOISl21713] + [eOISl2l3l3] + 
[eOISl213l6] + [eOISl213l5] + [eOISl213ll] + [eOISl213l4] + [eOISl216l7] + [eOISl216l3] + 
[eOISl2l6l2] + [eOISl212l3] + [eOISl212l6] + [eOISl2ISl3] + [eOISISl713] + [eOISISl716] + 
[eOISISl3l7] + [eOISISl3l3] + [eOISISl312] + [eOISISl3ll] + [eOISISl6l6] + [eOISISl6l2] + 
[eOISISl6l5] + [eOISISl6ll] + [eOISISISl6] + [eOlll71717] + [eOlll71712] + [eOlll71714] + 
[eOlll7l317] + [eOlll7l6l7] + [eOlll7l6l3] + [eOlll7l6l5] + [eOlll7l6ll] + [eOlll71217] + 
[eOlll712l5] + [eOlll7ISl5] + [eOlll7lll7] + [eOlll7lll6] + [eOlll7lll2] + [eOlll7lll5] + 
[eOlll7llll] + [eOlll71417] + [eOlll714l3] + [eOlll31716] + [eOlll31712] + [eOlll317l5] + 
[eOlll317ll] + [eOlll3l317] + [eOlll3l6l3] + [eOlll3l6l5] + [eOlll31216] + [eOlll3lll7] + 
[eOlll61713] + [eOlll617l5] + [eOlll6l3l6] + [eOlll6l3l2] + [eOlll6l3l5] + [eOlll6l6l3] + 
[eOlll6l6l5] + [eOlll6l614] + [eOlll61213] + [eOlll61212]+ [eOlll612l5] + [eOlll61214] + 
[eOlll6lll2] + [eOlll6lll5] + [eOlll6lll4] + [eOlll61413] + [eOlll61412] + [eOlll614l5] + 
[eOlll21713] + [eOlll21716] + [eOlll217l5] + [eOlll217ll] + [eOlll21714] + [eOlll2l6l3] + 
[eOlll21612] + [eOlll216l4] + [eOlllll7l5] + [eOlllll3l7] + [eOlllll3l6] + [eOlllll6ll] + 
[eOlllll217] + [eOl41712l3] + [eOl417lll5] + [eOl417llll] + [eOl41714l5] + [eOl41317l6] + 
[eOl4l317l5] + [eOl4l3l317] + [eOl4l3l3l2] + [eOl4l3l3l4] + [eOl4l3l617] + [eOl4l3l6l6] + 
[eOl4l3l6l5] + [eOl4l3l6ll] + [eOl4l31212] + [eOl4l312l5] + [eOl4l31214] + [eOl4l3ISl3] + 
[eOl413ISl2] + [eOl413lll5] + [eOl4131412] + [eOl4161713] + [eOl41617ll] + [eOl4161714] + 
[eOl4l6l317] + [eOl4l6l3l3] + [eOl4l6l312] + [eOl4l6l3l5] + [eOl4l6l3l4] + [eOl4l6l617] + 
[eOl4l6l217] + [eOl4l6l4l3] + [eOl4121712] + [eOl41217l5] + [eOl41217ll] + [eOl412l3l7] + 
[eOl412l3l3] + [eOl412l3l6] + [eOl412l314] + [eOl412l6l7] + [eOl412l6l3] + [eOl41212l3] + 
[ eOl414l 3 I 3]+[ eOl414l617]+[ eOl414l6 I 3]+[ el2 I 71712]+[ ell 171715]+[ el2l717 I l ]+[ el2l 7l 3 l7]+ 
[ ell I 713 I 3]+[ ell I 7 I 314 ]+ [ ell 17 I 6 I 7]+[ el2l 71617]+[ el2l7l 6l 3]+ [ el2l7l 6 I 6]+[ ell 1716 I 2]+ 
[ el2l 716l 5]+[ el2l 7 I 6 I l ]+ [ ell 171614 ]+[ ell I 71213 ]+[ ell I 71216]+ [ ell 171212]+[ el2 l712 I 2]+ 
[ ell 171215]+[ ell 171211 ]+ [ el217 I 214 ]+[ ell 1715 I 3]+[ el2l 7l 5 I 3]+ [ el217l 5 I 6]+[ ell 1715 I 2]+ 
[ ell I 71117]+[ el2l 7 I l l2]+ [ el2l7 I l I 5]+[ el2l 7l l l4 ]+[ ell 171413]+ [ ell 171412]+[ el2 l714l 2]+ 
[ ell I 71411 ]+[ ell I 71414 ]+ [ ell I 3 I 717]+[ ell I 31713]+[ ell I 3 I 716]+ [ ell I 3 I 712]+[ el2 I 3 l7 I 2]+ 
[ el2l 3 l7l l ]+[ ell I 3 I 714 ]+ [ el2l 3 I 7 l4 ]+[ell I 3 I 317]+[ el2l 3 I 3 l7]+ [ ell I 3 I 3 I 2]+[el2 I 3 I 3 I 2]+ 
[ ell I 3 I 3 I l ]+[ el2l 3 I 6 l7]+ [ el2l 3 I 6 I 3]+[ el2l 3 l6l6]+[ el2l 3 I 6l 5]+ [ el2l 3 I 6 I l ]+[ ell I 312 I 7]+ 
[ ell I 31216]+[ el2l 3 I 212]+ [ ell I 3 I 215]+[ ell I 31211 ]+[ ell I 3 I 214 ]+ [ el2l 3 I 214 ]+[ ell I 3 I 5 I 7]+ 
[ el2l 3 I 5 I 3]+[ ell I 3 I 5 I l ]+ [ ell I 3 I 117]+[ ell I 3 I 116]+[ el2l 3 I l l6]+ [ ell I 3 I 112]+[ ell I 3 I l I 5]+ 
[ el2l 3 I l I 5]+[ ell I 31417]+ [ ell I 31413]+[ ell I 31416]+[ ell I 31412]+ [ el2l 3 l4l 2]+[ ell I 31411 ]+ 
[ el2l 61717]+[ ell I 6 I 713]+ [ el2l6 I 7 I 2]+[ el2l 617l 5]+[ ell 16I317]+ [ el2l6l 3 I 6]+[ ell 16 I 3 I 5]+ 
[ ell I 6 I 314 ]+[ el2l 6 I 3 l4 ]+ [ el2l6 I 6 I 7]+[ el2 I 6l6l 3]+[ ell 161612]+ [ ell 1616 I 5]+[ ell 1612 I 7]+ 
[ el2l 6 l217]+[ ell I 6 I 213]+ [ ell 161212]+[ ell I 61215]+[ el2l6 I 2l l ]+ [ ell 1615 I 7]+[ el2 l6 I 5 I 7]+ 
[ el2l 6 I 5 I 3]+[ ell I 6 I 512]+ [ el216 I 5 I 2]+[ell I 6l 5 I 5]+[ el2l6 I 5 I l ]+ [ ell l6l l I 7]+[el2 l6 I l I 7]+ 
[ el2l 6 I l l6]+[ ell I 6 I 112]+ [ ell 16 I l I 5]+[ el2l 6l l I 5]+[ ell 16 I l I l ]+ [ el2l6l l I l ]+[ ell 161114 ]+ 
[ el2l 6 I l l4 ]+[ el2l 6 l417]+ [ el2l6 l4l 3]+[ ell I 61415]+[ ell 161411 ]+ [ el2l2l 7l 7]+[ ell 1217 I 3]+ 
[ ell I 21711 ]+[ el2l 2l 7l l ]+ [ ell 121714 ]+[ el2l 2l 3 l7]+[ ell 1213 I 3]+ [ el212l 3 I 3]+[ ell 1213 I 6]+ 
[ ell 1213 I 5]+[ ell 121617]+ [ ell 12 I 6 I 3]+[ ell 121616]+[ el2l2l 6l 5]+ [ ell 1216 I l ]+[ el2 l216 I l ]+ 
[ ell I 21217]+[ el2l 2l 217]+ [ el2l2 I 2l 3]+[ ell I 21216]+[ ell 121517]+ [ ell 1211 I 3]+[ ell I 517 I 7]+ 
[ ell I 51713]+[ ell I 5 I 317]+ [ ell I 5 I 3 I 2]+[ ell I 5 I 314 ]+[ ell I 5 I 617]+ [ ell I 5 I 6 I 3]+[ ell I 516 I 2]+ 
[ ell I 51217]+[ ell I 5 I 213]+ [ ell I 5 I 216]+[ ell I 5 I 5 I 3]+[ ell I l I 717]+ [ ell I l I 716]+[ ell I 117 I 2]+ 
[ ell 11 I 3 I 7]+[ ell 11 I 3 I 3]+ [ ell 11 I 6 I 2]+[ ell I 11217]+[ ell I l I 213]+ [ ell I l I 216]+[ ell I l I 117]+ 
[el2l417ll] + [el2l4l3l7] + [el2l4l6l7] + [el2l4l6l3] + [e2ll717] + [e2ll7l6] + [e2ll712] + 
[e2ll7ll] + [e22l7ll] + [e22l714] + [e22l3l3] + [e2ll3l6] + [e22l312] + [e2ll3l5] + [e22l3l5] + 
[e22l3l4] + [e22l617] + [e2ll6l3] + [e22l6l3] + [e2ll6l5] + [e2ll217] + [e22l2l3] + [e2ll212] + 
[e22l212] + [e317] + [e3l3] 
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