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1. Einleitung. 

209 

Die sehr weitgehenden theoretischen Untersuchungen des elektromagnetischen 

Feldes am Ellipsoide sind von F. Möglich'l gemacht werden, und mehrere physikalische 

und technische Probleme über stationäre und nichtstationäre Felder des Rotationsel

lipsoides sind gelöst von vielen Autoren2 J, 3J_ Aber es scheinen noch einige Probleme 

übrigzubleiben für weitere Untersuchungen. 

In dieser Arbeit sind die stationären und quasistationären magnetischen Felder 

um Rotationsellipsoid und der Wirbelstrom auf der Oberfläche davon unter einfacheren 

Bedingungen geführt und einige rechnerische Resultate gegeben. Allerdings die hier 

behandelten Probleme sind interessant für Theorie der Induktionsmethode der geoelek

trischen Untersuchung, aber die praktischen Anwendungen und die experimentellen 

Ergebnisse sind an anderen Orten berichtet4J, 5 \ 

Im allgemeinen ist es zweckmässig, die Koordinaten des Rotationsellipsoides zu 

benutzen, um die Randwertsufgabe über Rotationsellipsoid zu behandeln. Die hier 

benutzten Koordinaten sind die des gestreckten und des abgeplatteten Rotationsellip

soides, die Beziehungen zwischen denen und den kartesischen Koordinaten sind durch 

die folgenden Gleichungen dargestellt: 

für gestrecktes Rotationsellipsoid 
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(a) Koordinaten des 
gestreckten Rota
tionsellipsoid 

(b) Koordinaten des 
abgeplattetes Rota
tionsellipsoid 

Abb. 1. 1. Die Koordinatensysteme des 
Rotationsellipsoid. 

Setzt man 

so ergeben sich für 

gestrecktes Rotationsellipsoid: 

und für 

abgeplattetes Rotationsellipsoid: 

x=c✓ ()..2-1) (l-µ 2
) cosrp, l 

y=c✓()..2-1)(1-µ2 ) sinrp, (1.l) 

Z=CAµ' 

für abgeplattetes Rotationsellipsoid 

x=c1/(A2 +l)(l-µ2
) cosrp, l 

y=c✓ (A2 + 1) (1-µ2
) sin <p' (1. 2) 

z=cAµ, 

wo die Konstante c den Brennpunkt

abstand des Rotationsellipsoides A= 

konst und des Rotationshyperboloides 

µ=konst vom Ursprung bedeutet 

(vgl. Abb. 1. 1). 

(1. 3) 

(1. 4) 

l (L 5) 

Gegeben sind die kartesischen Koordinaten x, y, z, so müssen die Koordinaten 

A, µ, <p nach den Beziehungen berechnet werden: 

für gestrektes Rotationsellipsoid 
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1 
).= ~c [✓ (z+c)z+pz+✓ (z-cY+pz]' ! 
µ=2c [✓ (z+c)2+p2-✓ (z-c)z+pz]' 

~=tan-1 
; , p=✓ x2+y2; 

für abgeplattetes Rotationsellipsoid 

,1.=tan-1 )'_ 
'P X ' 

z c=c • 

2. Magnetisches Feld an dem im stationären Stromfelde 

befindlichen Rotationsellipsoid. 

(1. 6) 

(1. 7) 

Wenn ein Rotationsellipsoid im gleichförmigen Stromfelde gesetzt ist, so werden 

die Stromlinien gestört, und ein magnetisches Feld wird verursacht um den Körper 

herum. Im Fall der Rotationssymmetrie kann der Verlauf des Feldes verhältnismässig 

einfach gerechnet werden. 

Hier handelt es sich um das 

magnetische Feld ausserhalb eines 

Rotationsellipsoides endlicher Leit

fähigkeit, das die parallel zum 

stationären Primärfelde gerichtete 

Rotationsachse besitzt ( vgl. Abb. 

2.1). Aus Symmetriegründen ist 

es klar, dass das magnetische Feld 

sich kreisförmig um die Achse des 

Systems verteilt, und dass die ~

Komponente H4, des Feldes auf 

einem horizontalen Kreise, der den 

z 

(a) Gestrecktes Rota-
tionsellipsoid, 
1' 0=a/c, C=Va2 -b2 • 

z 

(b) Abgeplattetes Rota
tionsellipsoid, 
il 0=b/c, c=va2 -b2 • 

Abb. 2.1. 

!/ 

Mittelpunkt auf der z-Achse hat, konstant ist. Also nach der Amperesche Formel, 

erhält man 

(2. 2) 

wo p der Halbmesser des Kreises ist und lp die Strommenge bedeutet, welche eine 
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von dem Kreise vom Halbmesser p begrenzte Fläche durchfliesst. 

Der Wert von IP berechnet sich aus dem Flächenintegral der zur Fläche S nor

malen Stromdichte j n: 

(2. 3) 

Wählt man die Fläche l=konst, µ=µ' als S, so kann man die Stromdichte jn durch 

das Potential V1 ausdrücken 
z 

.P 

Abb. 2. 2. 

und das Flächenelement dS durch 

dS=2np(l, µ') h2 ()., µ') dµ', 

(vgl. Abb. 2. 2). Damit ergibt sich 

(2. 5) 

(2. 6) 

Nun muss das elektrische Sekundärpotential V1 be, 

stimmt werden. In beiden Systemen der gestreckten und abgeplatteten Rotations

ellipsoide wird das Primärpotential V0 des homogenen Stromfeldes dadurch dargestellt, 

dass 

(2. 7) 

wo E0 die Stärke des Primärfeldes bedeutet. Die Sekundärpotentialen V1 und V2 aus

serhalb und innerhalb des Ellipsoides müssen auf der Oberfläche des Ellipsoides l=).0 

die folgenden Bedingungen erfüllen: 

(2. 8) 

wo 1C=a2/a 1 ist, und fJ/fJn= (l/h1) fJ/f)). den zur Oberfläche normalen Gradient bedeutet. 

Für den Fall der Rotationssymmetrie sind die Lösungen der Laplaceschen Glei

chung ausgedrückt durch die folgenden Reihenentwicklungen: 

für gestrecktes Rotationsellipsoid 

(2. 9) 

für abgeplattetes Rotationsellipsoid 
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(2. 10) 

Die Werte der Koeffizienten An und Bn in diesen Entwicklungen werden nach den 

Bedingungen (2. 8) bestimmt und mittels dieser Werte werden die Potentiale durch 

die folgenden Darstellungen ausgedrückt: 

für gestrecktes Rotationsellipsoid 

V1= Eo cQ10) µ, 
<Xg 

V2={: cJ.µ, 

für abgeplattetes Rotationsellipsoid 

l 

Durch Einsetzen von GI. (2. 11) bzw. (2. 13) in GI. (2. 6), ergeben sich 

für gestrecktes Rotationsellipsoid 

für abgeplattetes Rotationsellipsoid 

Und nach GI. (2. 2), erhält man 

für gestrecktes Rotationsellipsoid 

für abgeplattetes Rotationsellipsoid 

(2. 11) 

(2.12) 

(2. 13) 

(2.14) 

(2. 15) 

(2.16) 

(2. 17) 

(2. 18) 
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Für die Berechnung des Feldes werden die folgenden Beziehungen benutzt: 

✓- ). Q{(Ä)= Ä2 -1Qo0)- ✓;.2 _ 1 ; 
} (2. 19) 

Q0 (i).) = ! cor1
)., Q1 (i).) =i).Q0 (i).) -1, } 

Ql(i).)=i✓;.•+1Q0Cm ✓ ~ . 
). +1 

(2. 20) 

Wenn die Leitfähigkeit a2 des Ellipsoides unendlich gross wird, dann wird K = oo, 

und nehmen Gl. (2. 12) und (2. 14) die Formen 

1 
Ctg=QoOo)-7;;, 

Cta =QoCiÄo) ----.------).
1

, 
t O 

.} tc=oo, 

Ist degegen der Körper nichtleitend, so wird tc=O, und gilt 

0.10 
I I"" 

.08 / 1, 

" ' rez~oo 
j 'r-.. 
I r-.... 
1/ -r--,..,.._ 

c,;=/00,-....... 
.J r---...i 

/ .x/a-
0.4 0.8 /.l 1.6 2. 

....... 1 

o; 0 7 1 

0 
0 

-:aol 

P<x,o,h) 

c;; Abb. 2.3. 

.0.5 

to.+ 
..... 
~ );- 1H 

~ t 02 

o. ' 

tc=O. 

I 
V 

J 
/ \ 

j \ 
1/ / r-, ' vA./a=O 

j / '\ y /r--1/4 

I; "'( ~~1/2 
I , / r--1,.... 

~ V 1 
2.0 

. A. p<r,o, h.) 
1 J.. 

~=0\ f----a.-----1 

j j .i, =0: Eo 

Abb. 2.4. 

(2. 21) 

(2.22) 



Über die stationären und quasistationären magnetischen Felder des Rotationsellipsoides 215 

Wenn das Ellipsoid sehr stark abgeflacht wird, so wird es eine sehr dünne Kreis

scheibe (a=c, b=O, Ä0 =0). Da die gutleitende Scheibe die zur Scheibenfläche nor

malen Stromlinien nicht stört, so wird H<J,=0. Für die nichtleitende Scheibe dagegen 

werden die Stromlinien stark gestört. In diesem Falle nimmt aa der Gl. (2. 22) den 

Wert iaa=n/2, und nach Gl. (2.18) ergibt sich 

(2. 23) 

Abb. 2. 3 zeigt den Verlauf des magnetischen Feldes um ein gestrecktes Rotations

ellipsoid, und Abb. 2. 4 zeigt denselben über einer nichtleitenden Kreisscheibe. 

3. Quasistationäres Homogenfeld. 

Ein im magnetischen Wechselfelde befindliches Rotationsellipsoid erzeugt das 

sekundäre magnetische Feld an sich. Wenn die Leitfähigkeit des Ellipsoides unendlich 

gross ist und das Primärwechselfeld homogen und niederfrequent ist, so wird die 

Darstellung des Sekundärfeldes an dem Körper ziemlich einfach, und damit kann der 

Wirbelstrom auf dem Körper leicht berechnet werden. 

Das Problem teilt sich in zwei Teile, indem man das Primärfeld in zwei Kom

ponenten Hoz und H0p zerlegt, die eine parallel und die andere senkrecht zur Sym

metrieachse gerichtet ist. 

3. 1. Rotationssymmetrisches Feld. 

( 1 ) Gestrecktes Rotationsellipsoid. 

Da es allgemein kein elektromagnetisches Feld innerhalb eines vollkommenes 

Leiters gibt, ist es notwendig nur das Feld ausserhalb des Ellipsoides zu behandeln. 

Wirkt das magnetische Primärfeld Hoz e-iwt auf ein gestrecktes Rotationsellipsoid 

parallel zur Symmetrieachse, dann hat das entsprechende magnetische Sekundärfeld 

keine ,p-Komponente, und das elektrische Sekundärfeld nur die ,p-Komponente. In 

diesem Falle lauten die Maxwellschen Gleichungen 

y ().2-1)(1-µ2) [ f) ( /,l2-µ2 ) f) ( /,l2-µ2 )] . 
c(},.Z-µ2) 8T ,y~H,,, -8µ ,V ,l2 _ 1 H>.. =(a-tew)E<J,, (3. la) 

c✓ (,l2_:_;2) (,l2-l) :µ [✓ (,l2-l) (l-µ
2
) E<J,]=iwµmH>.., (3. lb) 

c✓ (,l2 _)) (1-µ 2) :). [✓02 -l) (l-µ 2
) E<J,]= -iwµmH,,,, (3. lc) 

wo e die Dielektrizitätskonstante, µm die Permeabilität und 11 die Leitfähigkeit des 

Mediums bedeutet. 

Durch Einsetzen der GI. (3. lb) und (3. lc) in GI. (3. la), erhält man eine Diffe-
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rentialgleichung für E,t,. Setzt man in diese Gleichung 

(3. 2) 

ein, dann folgt 

(3. 3) 

wo 

(3. 4) 

gesetzt ist. 

Setzt man ferner 

A(Ä,µ) =L(Ä) M(µ) , (3. 5) 

so teilt sich GI. (3. 3) in zwei gewöhnliche Differentialgleichungen 

d2M 
(l-µ 2

) dµ 2 +(a-fµ2
) M=0, 

d2L 
(,l.2- 1) d).2 - (a-r2;.2) L=0' l (3. 6) 

wobei a eine Konstante ist. 

Ist das Medium ausserhalb des Ellipsoides die Luft, so 11=0, e=e0 , µm=µ 0 , und 

wenn die Kreisfrequenz w so niedrig ist, dass der Verschiebungsstrom in der Luft 

vernachlässigt werden könnte, dann lauten GI. (3. 6) 

mit den Lösungen 

d2M 
(l-µ 2

) - +aM=0 dµ2 , 

d2L 
(,l.2-l) d).2 -aL=0, 

M(µ) =✓l-µ2 PMµ)' 

L(Ä) =✓,l.2 -1 Q~(,l.), 

für die Werte der Konstante 

a=n(n+l), n=l, 2, .... 

l 

Mittels GI. (3. 5) und (3. 8) nimmt GI. (3. 2) die Form 

(3. 7) 

(3. 8,' 

(3. 9) 

(3. 10) 

Setzt man diese Reihenentwicklung in GI. (3. lb) und (3. lc), dann erhält man 

für das magnetische Feld 

(3. lla) 
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(3. llb) 

hierbei sind die Beziehungen benutzt 

d ✓-dµ [ l-µ 2 PMµ)]=-n(n+l)Pn(µ), 

~ [v'Ä2 -lQ;(A)]=n(n+l) QnO). l (3. 12) 

Auf der Oberfläche des Ellipsoides unendlich grosser Leitfähigkeit muss die 

Grenzbedingung 

(3.13) 

erfüllt werden, wo H0 11. die Ä-Komponente des Primärfeldes, die durch 

Ho11.=Hozµ✓ ;2
~:2= ~:µ2Pl(A) Pi(µ) (3.14) 

ausgedrückt wird, bedeutet. Indem man Gl. (3. lla) und (3.14) in die Bedingung 

(3. 13) einsetzt und die Koeffizienten der Funktionen Pn(µ) vergleicht, so berechnen 
sich die Koeffizienten an in Gl. (3. lla) und (3. llb) zu 

. v'Ä5-l 
a1 =H0zZWµ0C 2QlOo) , 

a2=a3= ··· =0. l (3.15) 

Damit erhält man die Darstellungen für zwei Komponenten des magnetischen Sekundär

feldes 

l (3.16) 

Daraus erkennt man, dass die Feldstärke unabhängig von Frequenz ist. 

Die Darstellungen (3. 16) sind funktionell gleich mit den Sekundärfeldkomponenten 

um ein ferromagnetisches Rotationsellipsoid im magnetostatischen Homogenfelde Hoz, 

das parallel zur Symmetrieachse gerichtet ist: 

l (3.17) 

hierbei bedeutet 

(3.18) 
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wo µr die relative Permeabilität des Ellipsoides ist. Und für das vollkommen per

meable Ellipsoid gilt 

(3.19) 

Da allgemein Q1 (J0) positiv und Ql(A0) negativ ist, ist die Koeffizient H0z✓A5-I/Ql00) 
für quasistationäres Feld negativ und die Koeffizient H0z/ agm für magnetostatisches 

Feld positiv. Dies bedeutet, dass die magnetischen Kraftlinien des quasistationären 

Feldes und die Kraftlinien des magnetostatischen Induktionsfeldes die gleiche Gestalt 

zeigen, aber entgegengesetzt gerichtet sind. Diese Verhältnisse sind physikalisch ver

ständlich und auch experimentell festgestellt. 6
) 

( 2) Abgeplattetes Rotationsellipsoid. 

Ähnlich wie im vorigen Falle berechnet sich das rotationssymmetrische Sekundär

feld um ein abgeplattetes Rotationsellipsoid aus den entsprechenden Differential

gleichungen: 

1 a [✓ (J2+1) (1 2) E J-iw H c✓ c;2+µ2)02+1) 8µ -µ </, - µm ,\, (3.20b) 

c✓ (J2+))(1-µ2) :A [✓02 +I)(I-µ2)E<1>]=-iwµmHfL. (3. 20c) 

Indem man die Funktion 

(3. 21) 

als das Produkt von LO) und M(µ) wie in Gl. (3. 5) darstellt, erhält man für quasi

stationären Fall (f =0) zwei Differentialgleichungen: 

d2M 
(l-µ 2

) dµ 2 +aM=O, 

d2L 0 2 +1) dJ2 --aL=O. 
} 

Daraus folgt 
00 

E<J,= 2j anQ~(iJ) Pi(µ) , 
n=l 

und nach Gl. (3. 20b) und (3. 20c) ergeben sich 

H,\ = ___ _1._ ✓~!--2 :f; ann(n+I) QMiJ) Pn(µ), 
tWµo C +µ n=l 

1 1 00 

Hµ= --.- --- 2j ann(n+I) Qn(iA) P';.(µ). 
iwµ0 c✓J2 +µ2 n=l 

(3. 22) 

(3. 23) 

} (3. 24) 
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Hierfür ist die Beziehung benutzt 

(3. 25) 

Da auch hier die Grenzbedingung (3. 13) erfüllt werden soll und nunmehr die 

Normalkomponente des Primärfeldes die Form hat: 

so nehmen die Koeffizienten an in GI. (3. 24) die Werte: 

- H . w ✓;:;;z:+I 
a1 - ozl µoC 2Ql(iAo) , 

a2 =a3 = ... =0, l 
und nach GI. (3. 24) lauten die Komponenten des Sekundärfeldes 

(3. 26) 

(3. 27) 

(3. 28) 

Diese Darstellungen entsprechen den des magnetostatischen Induktionsfeldes: 

l (3. 29) 

wo 

(3. 30) 

ist, und wenn die Permeabilität des Ellipsoides sehr gross ist, so wird 

µ,.=oo. (3. 31) 

Man beachte auch hier, dass ✓AS+ l/Ql(iJ0) positiv und 1/ (iaam) negativ ist. 

Besonders interessant ist der Fall der Kreisscheibe. Für die Grenz A0 =0 wird 

das Rotationsellipsoid eine sehr dünne Scheibe vom Halbmesser c=a, und dann nimmt 

Ql(iA0) den Wert n/2. Damit werden die Darstellungen (3. 28) geschrieben 

l (3. 32) 
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Dagegen wird für magnetostatischen Fall der Wert von a0 m unendlich gross nach 

Gl. (3. 30) oder (3. 31), wenn ) 0 sehr klein wird, und damit verschwindet das Induk

tionsfeld über der Scheibe, wie naturgemäss verständlich ist. 

3. 2. Querfeld. 

( 1 ) Gestrecktes Rotationsellipsoid. 

Beschränken wir uns auf dem quasistationären Felde im nichtleitenden Medium, 

lauten die Maxwellschen Gleichungen 

rotH=O und divH=O, (3. 33) 

oder in den Koordinaten des gestreckten Rotationsellipsoides, 

a ~~~ a (f;2
-~) 8µ [✓ ()2-1) (l-µ2) H<J,]=-w; 'V l-µ2 Hµ. ' (3. 34a) 

:ifi (✓~2~~
2 

H>-)= g) [v1
()

2-l)(l-µ2) H<J,], (3. 34b) 

(3. 34c) 

und 

(3. 35) 

Durch Elimination der Feldkomponenten H;. und Hµ. aus diesen Gleichungen 

erhält man die Differentialgleichung für H<J,: 

(3. 36) 

Setzt man ferner 

(3. 37) 

dann teilt sich die partielle Differentialgleichung (3. 36) in drei gewöhnliche Diffe

rentialgleichungen: 

(3. 38) 
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wo bei gesetzt sind : 
u().)= ✓J.2-lL(.l.), 

v(µ) =✓l-µ2 M(µ). 

Gl. (3. 38) besitzen die folgenden Lösungen: 

} 

(f)(rp)=cosrm/J; sinmrp, } 

u(.l.) =Q':(.l.) , ). > Ao , 

v(µ)=P';:(µ), -1<µ<+1, 

wenn a und m die Werte haben 

a=n(n+l), 

m=O, 1, 2, ···. 

n=l, 2, ···; 

Damit muss die Darstellung für H,J, die Form nehmen: 

(3. 39) 

(3. 40) 

(3. 41) 

Da H<1> allgemein nicht unabhängig von rjJ sein kann und es für rotationssymme

trischen Fall verschwinden muss, soll die Reihenentwicklung (3. 42a) kein Glied von 

m=O besitzen. Setzt man diese Darstellung in Gl. (3. 34a) und (3. 34b) ein, so 

erhält man 

(3. 42b) 

und 

/1-µ2 = 
Hµ.= -,y ).2-µ2 ~/anQn().) Pn'(µ) 

+ f _!_ (anmCosmr/J-bnmsinmrp) Q';:().) P';:1 (µ)]. 
m=l ffl 

(3. 42c) 

Diese drei Darstellungen sind die allgemeinen Formen für drei Teilfelder in den 

Koordinaten des gestreckten Rotationsellipsoides. Dass diese auch für den rotations

symmetrischen Fall gelten, kann man einfach feststellen, indem man in Gl. (3. 42b) 

und (3. 42c) anm=bnm=O setzt, und danach sie mit Gl. (3.11) vergleicht, mit Berück

sichtigung darauf, dass die Beziehungen 

gelten. 

Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass das Primärfeld 

Hop e-iwt parallel zur x-Achse gerichtet sei, d. h. H0p=Hox• Die senkrecht zur Fläche 

). = konst gerichtete Komponente Ho>.. ist gegeben durch 
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H -H ' /1-µ2 - Hox >pl( ) 
ol. - ox" ,V ;._2 _ µ2 COS <p - ✓ J..2 _ µ2 11 1 µ COS <p . (3. 43) 

Und auf der Oberfläche des Ellipsoides J.. = J..0 , muss das primäre Normalfeld H0" 

zusammen mit dem sekundären H;,. die Grenzbedingung (3. 13) erfüllen. Daraus folgen 

(n=\-=l, m=!=l); l 
J 

(3. 44) 

Durch Substitution dieser Werte in Gl. (3. 42a), (3. 42b) und (3. 42c), berechnen sich 

die drei Komponenten des Sekundärfeldes zu 

l.o /(J..2 -l)(l-µ2
) 11 

H"=-Hox i/J..5-lQfCJ..o)'V ;..2 -µ2 -Qi(J..)cos<p, 

H,,=Hox ✓;..g _:Ql:'(J..o) ✓::-µ2 Q}(J..) COS <p, 

H1>=Hox i/J..a-:Qi'Oo) ✓ J..;_ 1 Ql:(J..) sin<p. l (3. 45) 

Hierbei beachte man, dass die folgende Beziehung gilt: 

(3. 46) 

Auch hier ist es interessant das quasistationäre Feld mit dem magnetostatischen 

zu vergleichen. Nach einfacheren Rechnungen erhält man für das Sekundärpotential 

ausserhalb eines ferromagnetischen Rotationsellipsoides, auf welches magnetisches 

Querfeld H 0x wirkt: 

(3.47) 

Daraus folgen die Darstellungen der drei Teilfelder 

H, = _J_ au!=_ Hox ! (J..~-:-:)Jil--::µ
2
) Ql1'(J..) cos ,1.. 

~ h, f)J.. agm 'V ;..2-µ2 '1-', 

H,,= __ !__ ~V,= Hox ____p---Qi(J..) cos <ft, 
h2 äµ agm 1/;..2-µ2 

H _ l ßU1_Hox 1 Ql(') • ,1.. 
,f,- - - -- - -- 1 II Sln y, 

h3 O<p agm 1/J..2 -l ' l (3. 48) 

wo die Konstante agm durch 

(3. 49) 

gegeben ist, und in dem Grenzfall der vollkommen permeablen Stoffe den Wert nimmt: 
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(3.50) 

Durch Vergleich der GI. (3. 45) mit (3. 48) erkennt man, dass die beiden Darstel

lungen funktionell gleich sind. Man beachte aber, dass Q}()0) negativ und Ql'().0) 

positiv ist und damit die Koeffizient a11 für quasistationäres Feld positiv, während 

die entsprechende Koeffizient H0x/agm für magnetostatisches Feld negativ ist. 

( 2 ) Abgeplattetes Rotationsellipsoid. 

Die Maxwellschen Gleichungen (3. 33) lauten in den Koordinaten des abgeplatteks 

Rotationsellipsoides 

(3. 51a) 

(3. 51b) 

(3. 51c) 

und 

g). [v' (J.2+µ2) (J.2+1) H1,.]+ :µ [1/ (,F+µ2) (l-µ2) Hµ,J 

a [ ;.2+µ2 ] 
+ff?; ✓c;.2+l)(l-µ2) H1> =0. (3.52) 

Die entsprechende Differentialgleichung für H1> wird geführt zu 

(3. 53) 

Daraus erhalten wir nach den ähnlichen Behandlungen wie im vorigen Falle die allge

meinen Darstellungen für drei Teilfelder: 

(3.54a) 

H1,.=- rf-:±\ iS[aniQn'(iJ.) PnCt~) 'VA +µ n=l 

+ iJ -1 
(anm cos mrft-bnm sin m,J>) iQ'(:'(iJ.) P';:(µ)], 

m=lm 
(3.54b) 

Hµ,= -✓!2~2 n~[anQn(i).) Pn'(µ) 

+ iJ l__ (anmcosmrJ>-bnmsinm,J>) Q';(;(i).) P'(:1 (µ)]. 
m=lm 

(3. 54c) 
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Setzt man anm=bnm=O, stimmen diese Reihenentwicklungen funktionell mit Gl. (3. 24) 

ein. 

Das sekundäre Teilfeld H>,. soll die Grenzbedingung (3. 13) auf der Oberfläche 

).=).0 befriedigen, zusammen mit dem normalen Primärfelde: 

✓ :: µ2 J.Pf(µ) cos <jJ. 

Daraus erhält man 

(n=t=l, m=pl); l 
Durch Einsetzen dieser Werte in Gl. (3. 54) ergeben sich 

Die hier auftretende Funktion 

✓J.2 + 1 iQ½'(i).) =Q1(i).)- ).2 ~1 

hat immer den reellen und negativen Wert. 

(3. 55) 

(3. 56) 

(3. 57) 

(3. 58) 

Wenn das Rotationsellipsoid sehr stark abgeflacht wird, verschwindet das 

Sekundärfeld, da dann die Koeffizient 

wird. 

Wenn ein abgeplattetes Rotationsellipsoid der Permeabilität µr sich im senkrecht 

zur Rotationsachse gerichteten magnetostatischen Homogenfeld H0„ befindet, wird das 

Sekundärpotential in dem Punkt ()., µ, <jJ) dargestellt durch: 

H,, ✓--U1 =-. - 0
- C 1-µ2 Q½(i).) cos <p. 

iaam 
(3. 59) 

Daraus folgen 

(3. 60) 
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3# 0 
,P 

Abb. 3.1. 

WO 

ia = ______!_~ ( Qy (iAo) -· ✓xr+i iQ½'(iJ.0)) 

am µr-l µr ✓J.5+l Ao , 

(3. 61) 

und dieser Wert reell und positiv ist. Für das 

vollkommen permeable Rotationsellipsoid wird 

der Wert 

(3. 62) 

3. 3. Verlauf des Sekundärfeldes. 

Um das Sekundärfeld numerisch zu berech

nen, ist es gelegentlich zweckmässig, das Feld 

in die drei Komponenten nach Achsenrichtungen 

des kartesischen Koordinatensystems zu zerlegen. 

Zu diesem Zwecke benutzt man die Beziehungen 

(vgl. Abb. 3. 1): 

Hx= (H>.. cos c/J-Hµ. sin c/J) cos rp-H4, sin rp, 
Hy= (H>.. cosc/J-Hµ. sin c/J) sin rp+H4, cos rp, 
Hz=H>.. sin c/J+Hµ. cos c/J. 

} 
(3. 63) 

Der hier auftretende Winkel c/J ist gegeben durch 

/1-µ2 
cos c/J = J. ,V ;.2 _ µ2 , 

für gestrecktes Rotationsllipsoid, 

oder 

/1-µ2 
cos c/J = J. ,V ;.2 + µ 2 , 

für abgeplattetes Rotationsellipsoid. 

(3. 64) 

(3. 65) 

Jede Feldkomponente kann sich in je zwei Teile zerlegen, die eine vom axialen 

Primärfelde Hoz und die andere vom Querfelde H0x verursacht wird: 

H>-=H~z)+Hf"), 

Hµ.=HC,: 1+H~"')' 

H4, =H~z) + H~"'). 
} (3. 66) 

Dementsprechend zerlegen sich die x-, y- und z-Komponenten auch in je zwei Teile: 
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~a-
-/.0 0.5 /.0 /.5 2.0 

Abb. 3. 2. 

(1 b) Querfeld. 

Takeshi KIYONO 

H,,=H';,t+H';,,"'), 

Hy=H~•l+H~,:)' 

Hz=H~•)+H~"'). l (3. 67) 

In Gl. (3. 66) ist H1Y)=0 wie schon genannt 

ist. 

( 1 ) Gestrecktes Rotationsellipsoid. 

(la) Rotationssymmetrisches Feld. 

Durch Substitution der GI. (3. 16) und 

(3. 64) in GI. (3. 63) erhält man 

Abb. 3. 2 zeigt den Verlauf der Teilfelder 

H<,,•) und H~•J längs einer Linie z=h, <j)=O über 

einem gestreckten Rotationsellipsoid. In diesem 

Bild ist auch die Verteilungen des Sekundär

feldes über einer Kugel eingezeichnet. 

Mittels der GI. (3. 45) und (3. 64) werden die Darstellungen (3. 63) ausgedrückt 

durch 

l (3. 00) 

Abb. 3. 3 zeigt die Verteilung des Sekundärfeldes längs einer Linie x=h, <j)=O an 

einem gestreckten Rotationsellipsoide unter Wirkung des, parallel zur x-Achse gerich-• 

teten Primärfeldes. Auch hier sind die Kurven für Kugel eingezeichnet. 

( 2) Abgeplattetes Rotationsellipsoid. 

(2a) Rotationssymmetrisches Feld. 

Setzt man Gl. (3. 28) und (3. 65) in GI. (3. 63) ein, so ergeben sich 



über die stationären und quasistationären· magnetischen Felder des Rotationsellipsoides 227 

z/a--
-o.r; o+-.,,......;o.::+'>;__----1'·

7
0:-'""~1.•'>-~2.o 

Abb. 3. 3. Abb. 3. 4. 

(3. 70) 

x/a_.... 
o.s I.O /.5 2.0 

0 
t/2 

H2: t f"'I 
1 pcx.o.AJ 

l,_,r;a/4 

Für die Kreisscheibe nimmt die Koeffizient ✓;.5+l/Ql(iJ. 0) den Wert 2/rr. 

Abb. 3. 4 zeigt die Feldverteilung längs einer Linie z=h, ,p =0 über einem abgeplatteten 

Rotationsellipsoid, einer Kreisscheibe und einer Kugel. 

(2b) Querfeld. 

Aus GI. (3. 57), (3. 65) und (3. 63), erhalten wir die Darstellungen: 

l (3. n; 
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2h 

Abb. 3. 5. 

Also nach GI. (4.1) gilt 

Takeshi E'.rYONO 

Abb. 3. 5 zeigt den Feldverlauf längs einer 

parallel zur z-Achse gerichteten Linie für den 

Fall des senkrecht zur Rotationsachse wirkenden 

Primärfeldes. 

4. Wirbelstrom auf dem Rotationsellipsoide. 

Die Flächendichte des Wirbelstromes auf 

der Oberfläche des Rotationsellipsoides wird 

gegeben durch7): 

-K<1>=H,,,1 -H,,,2, 

K,,,=H<1>,-H<J>2, 
} (4. 1) 

wo Hµ,i und H<1>, die Feldkomponenten ausserhalb 

des Ellipsoides bedeuten, während HM und H</>?, 

die innerhalb desselben sind. Da in unserem 

Falle die Leitfähigkeit des Ellipsoides unendlich 

gross ist, so Hl'-2=0 und H<1>2=0. Ferner ist das 

Feld ausserhalb des Ellipsoides zusammengesetzt 

aus den Primär- und Sekundärfeldern: 

K4,= -(Hw+H/J,), 

K,,,=H04,+H<J>, 
} 

H/J-l=H0,,,+H,,,, 

H<1>, =H04,+H<1>. 
} (4. 2) 

(4. 3) 

Ist das Primärfeld H0 zur z- oder x-Achse geneigt, so ist es zweckmässig, das 

Feld in zwei Teilfelder Hoz und H0x zu zerlegen. Und ferner können die zwei tan

gentialen Komponenten Hol'- und Ho</> des Primärfeldes in je zwei Teilfelder zerlegt 

werden: 

Hol'-= Höz,l + Hf•j , 

H0<J,=HW+Hö'"ql, } (4. 4) 

wo Höz,l und HW die dem Felde Hoz gehörigen Komponenten bedeuten, während Hö"/} 

und Hri die dem Querfelde Hox entsprechenden Komponenten sind. Dementsprechend 

können auch die Sekundärfeldkomponenten H,,, und H4, nach Gl. (3. 66) geteilt werden. 

4. 1. Gestrecktes Rotationsellipsoid. 

Die vier tangentialen Komponenten des Primärfeldes auf der Oberfläche ). = ).0 

sind gegeben durch: 
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(4. 5) 

Dagegen sind die entsprechenden sekundären Feldkomponenten nach Gl. (3. 16) und 

(3. 45) gegeben: 

HW = _ H ✓ ,l2-1 Q1 CÄo) / 1-µ
2 

,,. oz o QW,o) 'V J5-µ2, 

H~•l=O; 

H<"'l=H Ao Ql(Ao) µ 
µ. ox ✓J5-l Ql'(Ao) ✓J5-µ2 COS<p' 

H <"') -H ____b__ Ql Oo) . ,1, 

</> - oxÄ5-l Ql'(Äo) sm"'. 
l (4. 6) 

Durch Einsetzen dieser Gleichungen in Gl. (4. 3) mit Berücksichtigung der Gl. (4. 4), 

( 4. 5) und (3. 66) erhalten wir 

J' 

/-1 

Abb. 4.1. 

K<•l- Hoz / l-µ2 

</> - - 1/J5-l Ql(Äo) 'V Ä5-µ2 ' 

K<,fl=O; 

K<"') _ Hox 2 µ COS <p 
.,, - ✓Jä-1Ql'Oo) ✓Jä-1 vJ5-µ2

' 

Hox 2 . <p 
K~"'l= ✓Jä-1 Ql'CJo) Ä5-l sm ' 

wo 

gesetzt sind. 

K.,,=K~•)+K~"'), } 

K,,. = K~•i + K~"') 

} (4. 7a) 

} (4. 7b) 

(4. 8) 

Um den Verlauf der Wirbelstromdichte in den 

kartesischen Koordinaten darzustellen, braucht man 

die Beziehungen zu benutzen: 

Kx = - K.,, sin <p - K,,. sin </J cos <p , } 
Ky=K.,, cos <j)-K,,. sin </J sin <p, 
K,,=K,,. cos </J, 

(4. 9) 

(vgl. Abb. 4.1). Die Darstellungen für den Winkel </; sind in Gl. (3. 64) gegeben. 

Mittels der Gl. (4. 7a) und (4. 7b) ergeben sich nach Gl. (4. 9) 
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(4.10) 

und 
K;,")=0, 

K<z)= Hox 2 µ 
v i/Ä5-l Qi'CJ.o) i/Ä5-l i/Ä5-µ 2

' ·(4.11) 

K<z)_ _ Hox ~ f 1-µ
2 

• <p 
• - ✓ Ä5-l Ql'(Ä

0
) Ä5-l ,V Ä5-µ2 sm · 

Da für rotationssymmetrisches Feld K~•l = 0 ist, strömen die Wirbelstromfaden 

horizontal auf der Oberfläche des Ellipsoides und damit werden die Stromlinien kreis

förmig. Und da für Querfeld K;,"l =0 ist, so läuft jede Wirbelstromlinie längs einer 

vertikalen Ellipse, die parallel zur yz-Ebene steht. 

Die Gesamtstrommenge des vom Felde Hoz verursachten horizontalen Wirbelstromes 

wird gegeben durch: 

2cH0z 
(4. 12) 

Damit ergibt sich 

( 4. 13) 

oder 

K<•lh (Ä µ) dµ=JCZ). dz_ 
<P z o' 2do. (4. 14) 

-110% 

.....___l 

Abb. 4. 2. 

Berücksichtigt man, dass h2 (h0 ; µ) dµ die Breite 

der horizontalen Kreiszone auf dem Ellipsoide be

deutet, erkennt man aus Gl. (4.14), dass die Strom

menge Jl';t zwischen zwei Kreisen auf der Ober

fläche Ä = Ä0 , z = z, und z = z2 , proportional zum 

vertikalen Abstand Jz zweier Kreise ist, 

j[<•) =[CZ) _Jz 
</> 2a ' 

(4.15) 

Also verteilen sich die auf einer vertikalen Ebene 

projizierten Stromlinien gleichentfernt nebeneinander (vgl. Abb. 4. 2). 

Ähnlich berechnet sich die Gesamtmenge des vom Querfleld H0x verursachten 

Wirbelstromes nach 

(4. 16) 
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oder 

( 4. 16') 

Daraus folgt 

(4. 17) 

Mittels dieser Darstellung wird die vertikale Komponente der Wirbelstromdichte auf 

dem horizontalen Kreise ). = ).0 , µ = 0, gegeben durch 

(4.18) 

Also berechnet sich die Strommenge zwischen zwei vertikalen Ellipsen ). =Ä0 , x=x, 

und x=x2 zu 
'P2 

,::J[~z) = - \ (K~"'l)µ,-o h3(J..o, O) drp 
J,j,l 

=[(X) ,dx 
2b' 

( 4. 19) 

Dies bedeutet, dass die auf der yz-Ebene projizierten Stromlinien miteinander gleichent

fernt laufen (vgl. Abb. 4. 2). 

Für den Grenzfall J.. 0 = 1, wo das Ellipsoid ein dünner Stab von Länge 2a wird, 

verschwindet der Stromteil JCx), doch bleibt der Wert von /Cz) endlich, wie aus Gl. 

( 4. 12) geführt wird, 

/CZ) = - 2aH0z , (4.20) 

Für den anderen Grenzfall J.. 0 =eo, wo das Ellipsoid eine Kugel vom Halbmesser a 

wird, ergeben sich 

K cz)_ H 3 . {} 
,J, -- oz 2 sm , 

/CZ) = -3aH0z , 

1J/~Z) =JCZ) i: • 
4. 2. Abgeplattetes Rotationsellipsoid. 

l (4. 21) 

Die tangentialen Komponenten der Primär- und Sekundärfelder auf der Oberfläche 

J.. = J.. 0 des abgeplatteten Rotationsellipsoides werden dargestellt durch 

H<•l-H , / 1-µ• 
Oµ, - ozl\o 'V J..5+ µ• , 

HW=O; l 
H e-,,) H ✓ ).5+1 o,J, = - oxµ ,y--2 COS <p , 

"o+µ 

(4.22) 
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und 

H<•>= -H 1/ ;.2+1 Q1 CiÄo) / l-µ2 

,,. oz o QWÄo) 'V ;.5+ µ2 , 

H~•>=o; 

H<x) _ H Äo Ql(iÄo) µ <jJ 
µ. - ox 1/ ,l5 + 1 iQ½'(i)-;J ✓ Ä5 + µ2-- cos ' 

(4. 23) 

H<x) _ H Ao Q½ (iÄo) • <jJ 
4> - ox ✓;.5+1 iQl'CiÄo) sm . 

Mittels der GI. ( 4. 3), ( 4. 8), ( 4. 22) und ( 4. 23) erhalten wir 

K<•l= _ Hoz / 1-µ2 

4> ✓ ;.5+ 1 QWÄo) 'V J.5+ µ 2 
' 

K~•l=O; l (4. 24a) 

und 
K<x)_ Hox 2 µ COS <p 

,J, - ✓J.5+1 iQf(iÄo) ✓,l5+l ✓)5+µ2 
' 

K <z)_ Hox ~2- . ,1. 

µ. - - ✓)5+1 iQl'CiJ.o) J.5+1 stn 
y, • 

} (4. 24b) 

Die Darstellungen der x-, y- und z-Komponenten der Wirbelstromdichte werden 

geführt aus GI. (4. 9) und (3. 65) zu 

und 

-1-1,,x 

Abb. 4.3. 

(4.25) 

Hox 2 µ 
✓)5+1 iQf (iÄo) ✓J.5+1 1/)5+µ2 

' } (4. 26) 

Abb. 4. 3 zeigt die Verteilung des Wirbelstroms auf 

dem abgeplatteten Rotationsellipsoide. 

Ähnlich wie im vorigen Falle berechnen sich die 

Gesamt- und Teilstrommengen: 

2cH0z 

✓;.5+1 Q}(iÄ0) ' 

J[W=f(Z)~. 
4> 2a ' 

l (4. 27) 
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und 

JCxJ _ 4cH0x 

- - ()i) + 1) iQl'(i)o) ' 

,Jf~X) =[(X) ~i } (4. 28) 

Für die sehr dünne Kreisscheibe A0 =0, d. h. b=O, c=a, ergibt sich nach GI. (4. 24a) 

(4. 29) 

mit p=✓ x2 +y2. Daraus finden wir, dass die Stromdichte auf den Rande p=a unend

lich gross wird. Aber die Gesamtstrommenge bleibt endlich, und zwar nach GI. ( 4. 27) 

oder (4.29), 

J(Z)_ -~ H 
- 7! oz' (4. 30) 

wobei den Strom auf beiden Seiten der Scheibe berücksichtigt ist. 

Die Strommenge, die innerhalb eines Kreises vom Halbmesser p strömt, wird 

gegeben durch: 

(4. 31) 

Setzt man 

lO.-------r------, 

so kann GI. (4. 31) wie folgend umgeformt werden 

~2+ (l-7J)2=l, 

O<~<l, 0<1J<l. 

Dies ist die Gleichung eines Kreises auf der ~7J-Ebene, 

der den Mittelpunkt in dem Punkt (0, 1) und den 

05 .J'/a _ 1.0 Halbmesser 1 besitzt (vgl. Abb. 4. 4). Man erkennt 

Abb. 4.4. 
daraus, dass 60% vom Gesamtstrom ausserhalb des 

Kreises vom Halbmesser 0.8a fliesst. 

Dass auch das Qnerfeld einen Wirbelstrom auf sehr dünner Scheibe erzeugt, ist 

leicht festgestellt, indem man Grenzwert berechnet 

Mittels dieses Werts ergeben sich nach GI. ( 4. 26), 

(4. 32) 

und nach Gl. ( 4. 28), 

(4. 33) 
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4. 3. Die Richtung des Wirbelstromes. 

Wie gezeigt im vorigen Abschnitt, beschreibt jede Wirbelstromlinie auf dem 

Rotationsellipsoid einen Kreis oder eine Ellipse. In dem rotationssymmetrischen Fall 

ist der Kreis horizontal, und also ist das Normal zur Ebene, auf welcher ein Strom

faden läuft, parallel zur Primärfeldrichtung gerichtet. Wenn das Querfeld auf ein 

Rotationsellipsoid wirkt, befindet sich die von einer Wirbelstromlinie beschriebene 

Ellipse in einer vertikalen Ebene, und daher auch hier ist das Normal zu dieser 

Abb. 4.5. 

Ebene zum Primärfelde parallel gerichtet. 

Wenn aber das Primärfeld weder vertikal noch 

horizontal gerichtet ist, stimmt das Normal zur 

Ebene, die eine Stromlinie enthält, nicht mehr mit 

der Primärfeldrichtung ein (vgl. Abb. 4. 5). Dies 

kommt daraus hervor, dass die Wirbelstromkompo-

nente in horizontaler Ebene und die in vertikaler 

Ebene verschiedenartig von den Rotationssymmetrie

und Querkomponenten des Primärfeldes abhängig 

sind. Und zwar auf gestrecktem Rotationsellip

soide ist die von der Querkomponente Hox erzeugte Wirbelstromdichte KCx) stärker als 

die von der axialen Komponente Hoz erzeugte Stromdichte KCz)_ Dagegen ist auf 

abgeplattetem Rotationsellipsoide KCxJ schwächer als KCzJ. 

Projiziert man den Vektor der Wirbelstromdichte, die von dem parallel zur zx

Ebene gerichteten Primärfelde H0 erzeugt wird, auf die zx-Ebene, so ergeben sich 

für gestrecktes Rotationsellipsoid: 

l (4. 34) 

und 

für abgeplattetes Rotationsellipsoid: 

(4.35) 

wo 
(4.36) 

gesetzt ist. 

Die Neigung des Noamals zur Ebene, auf der eine Stromlinie sich befindet, ist 

gegeben durch 
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cot r = Kzl K,. . (4. 37) 

Daraus folgt, 

für gestrecktes Rotationsellipsoid: 

(4. 38) 

und 

für abgeplattetes Rotationsellipsoid: 

. _ l+(,15+1) Q,CiJ.o) 
cot r-2 l-().5+l) Q,CiJ.o) cot a. (4. 39) 

Für die Kugel ist es leicht erkannt, dass die Wirbelstromebene stets senkrecht 

zum Primärfelde gerichtet ist, so 

~~ 
• 2a. r,,(/ 

90 
b/a=l/8 

1/4 
1/2 

60f---~---..,C.....-,lC----+,----i 

f 
fs. 

0 H~@: 
24 1 

i1, 

' 
Abb. 4.6. 

r=a. (4. 40) 

Auf der Scheibe muss der Wirbelstrom stets 

horizontal fliessen, unabhängig von der Primärfeld

richtung. Dies wird auch aus Gl. ( 4. 39) erkannt, 

indem man den Grenzwert von r für Ä0 =0 berechnet, 

lim cot r= 0 oder r= rc/2 • ( 4. 41) 
l>.o➔O 

Dagegen, für einen sehr dünnen Stab, wird der 

Wert von cot r nach Gl. ( 4. 38), 

oder 

lim cot r=2 cot a, 
1>.o➔l 

(4. 42) 

Abb. 4. 6 zeigt die Abhängigkeit des Winkels y 

von dem Winkel a für einige Rotationsellipsoide. 

Aus diesem Bild ist es deutlich erkannt, dass für abgeplattetes Rotationsellipsoid r 
grösssr als a ist und für gestrecktes Rotationsellipsoid r kleiner als a ist. 

5. Zusammenfassung. 

1. Das magnetische Feld, das um ein Rotationsellipsoid von endlicher Leitfähig

keit im axialen stationären Stromfelde erzeugt wird, ist mittels Amperesches Durch

flutungsgesetzes und elektrisches Potentials berechnet. 

2. Die allgemeinen Darstellungen für quasistationäres magnetisches Feld des 

Rotationsellipsoides sind geführt. Die Sekundärfelder um ein unendlich gutleitendes 
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Rotationsellipsoid im homogenen Primärfelde sind als Randwertsaufgaben berechnet. 

3. Einige Probleme über den Wirbelstrom auf einem Rotationsellipsoide sind 

betrachtet und zahlenmässige Beispiele sind gezeigt. 

Zum Schluss möchte ich Herrn K. Kimura für seine Unterstützung meinen Dank 

aussprechen. 
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