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1.導入

一般的な位相空間は複雑な構造を持ち非常に解析が難しいが，その理由に

ついて数理論理学的には，位相というものが台集合の部分集合の集まりであ

り，したがって位相空間が二階の構造になっていることに由来する．一階構

造ならば数理論理学のコンパクト性や Lowenheim-Skolem-Tarskiの定理等

が使えるが，二階の構造ではそのような手法が使えない．それゆえに二個の

位相空間の積を取って積空間を作ると元の空間よりもはるかに複雑になり

えるし，よい部分空間を取る操作も簡単にはいかない．

そのような複雑な対象を調べるために，各位相空間に対応する一階の代数

構造を元の空間の代替物として調べる研究がなされている例としてHenson-
Jocksch-Rubel-Takeuti [7]の研究を紹介する．位相空間 X に対応する代数

構造として，彼らはXの閉集合全体からなる束構造L(X)と， Xから実数体

民への連続関数全体からなる構造C(X)をモデル論的観点から調べている．

L(X)は，補集合を考えることで開集合からなる束を考えることと同じである

が，開集合全体はHyting代数をなすことから L(X)の研究は実質的にHyting

代数の研究とみなせる．一方， C(X)は自然な和 (J+ g)(x) = f(x) + g(x)，積
(J ・ g)(x) = f(x) ・ g(x)，スカラー倍 (rf)(x) = r f(x)を入れることで環構造，

あるいはベクトル空間となり，この観点での C(X)の研究は代数，位相空間

論などにおいて幅広く行われている． C(X)の代数的，位相空間的な研究に

ついては， Gilman-Jerison[6], Weir [17]が基本文献である．また， Vechtomov
[16]のサーベイは C(X)についての様々な結果を大量に載せており参考に

なる．

本論文では， C(X)を和＋，積・，および和に関する単位元0，積に関する単

位元 1を持つ，言語{+,・,O, 1}の一階環構造とみなすことにする例によっ

てf・gを単に Jgと表し， ffをf2で表すまた，差ーはこの構造で定義可

能な演算であることから自由に使っていくことにする．

注意 1.1.今後，位相空間は Tychonoff空間であることを仮定する，すなわ

ち位相空間Xは以下の Tychonoff分離公理を常に満たすとする：

(1) 各 x€X に対して一点集合 {x} は X の閉集合である．
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(2)各閉集合 CこX とXEX¥Cに対して，連続関数f:X →良で

f(x) = 0, f "C = {1}を満たすものが存在する．

Tychonoffでない場合はC(X)があまり良い振る舞いをしないことから， C(X)
の研究においては通常XがTychonoff空間であることが仮定される．

C(X)が元の空間の性質をどの程度反映しているかについて，いくつか紹

介しておく．まず， Xの位相空間としてのいくつかの性質がC(X)の一階の

言明として表す事が可能である．

Fact 1.2. (1) Xが連結空間

←⇒C(X) F VJ(f(l -J) = O→f=OVJ=l)). 
(2)（例えば [6])X が P-space，すなわち任意の G()—集合が開集合になる

←⇒C(X) F VJヨg(fgf= f). 

Xがコンパクトならば C(X)の構造から Xが復元される事が知られて
いる：

定理 1.3(Gelfand-Kolmogorov,証明は [6]を参照のこと）． X,Yをコンパ

クト空間とするもし C(X)とC(Y)が環として同型ならば， XとYは同相
である．

自然数全体wは可算無限離散空間とみなし，また (3wをwのStone-Cech
コンパクト化， awを一点コンパクト化とする．コンパクト空間のクラス内

において，如や awは次の意味で C(X)の一階の性質として完全に記述可

能である．

Fact 1.4 ([7]）．次を満たす環の文a-o,び1が存在する：任意のコンパクト空

間Xに対して，

(1) C(X) F びo~X は (3w と同相
(2) C(X) F び1~X は aw と同相

C(X)の一階の構造がXの構造をそれなりに反映していることから， C(X)
とC(Y)が初等的同値であればXとYは似た性質を持つ空間とみなすこと

ができる．さらに環の間の初等的埋め込みj:C(Y)→ C(X)が存在するな

らばYはXの性質を非常によく反映した空間とみなす事ができる．このよ

うに考えると連続関数環に関しての Lふwenheim-Skolem-Tarskiの性質

すなわち，与えられた空間 Xに対して Xに比べて小さな空間 Yで初等的

埋め込みj:C(Y)→ C(X)を持つものが存在するとき，これは位相空間に

関してのLowenheim-Skolem-Tarskiの性質とみなすことができる．この

アイディアのもと，“どのくらい小さい空間がとれるか”の指標となる次のよ

うな基数を考えてみる．ここで位相空間の濃度は，その台集合の濃度を指す．

定義 1.5.rを位相空間のクラスとする（例えばコンパクト空間全体のクラ

ス）．クラス rのLowenheim-Skolem-Tarskinumber 1ST(「）を次を満
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たす最小の基数とする：任意のX € rに対して， YE rで |YI＜いかつ初等

的埋め込みj:C(Y)→C(X)を持つものが存在する．

注意しておくと Lowenheim-Skolem-Tarskinumberが定義される，すなわ

ち上のような基数 Kが存在するかどうかは定義から保証されるわけではな

い実際，一階構造についてのこのような Lowenheim-Skolem-Tarskiの性質

は巨大基数的性質となることが知られている．

Fact 1.6 (Magidor [9], Bagaria [2]）．基数 Kに対して次は同値である：

(1) K,は最小の超コンパクト基数．

(2) K, は次を満たす最小の基数：集合論の言語で均—定義可能な一階構造
のクラス rとM E rに対して NErで INI＜いかつ初等的埋め

込みj:N→M を持つものが存在する．

自然な位相空間のクラスは基本的に均—定義可能である：例えば， X がコ
ンパクトであることは a>rank(X)でVap="Xはコンパクト’'となる順序

数aが存在する事と同値である．このような aの存在は昆で書ける．同様

な理由により，自然な位相空間のクラス「に対してクラス {C(X)IX E「}

も均—定義可能なクラスとなる．これにより，少なくとも巨大基数の下では
LST(r)の存在が保証されることになる．

命題 1.7.rを自然な位相空間のクラス1とするもし超コンパクト基数が存

在するならばLST(r)も存在し，さらに次の不等式が成り立つ：

LST(r)さ最小の超コンパクト基数

本論文では，様々な位相空間のクラスについてその Lowenheim-Skolem-
Tarski numberがどのような値になるか，またはどのような上限下限を持つ

かについて，現時点で判明していることを紹介するさらにこのLowenheim-
Skolem-Tarski numberと巨大韮数との関係についてもいくつの結果を紹介

する．これらの結果はUsuba[15]でより詳しく扱われる予定である．

記法や定義についての注意をいくつかしておく．まず，位相空間におけ

る基本事項は Engelking[5]を参照のこと．単に空間といった場合はそれは

(Tychonoff)位相空間を指すことにし， rは位相空間のクラスを表すことに

する．単に論理式や文といった場合は，それは環の言語{+,-,0,1}による論

理式や文とする． C(X)の常に値0をとる定数関数と値 1をとる定数関数も

それぞれ0,1で表すことにする．

空間 X とfE C(X)に対して， Z(f),CZ(!)をそれぞれ集合 {xEX  I 
f(x) = O}, {x EX I f(x) =I= 0}とする． Z(f)は閉集合， CZ(f)は開集合で

ある． Z(f)の形の閉集合をゼロ集合， CZ(f)の形の開集合をコゼロ集合と

呼ぶ Tychonoff分離公理を満たすことからコゼロ集合全体はXの開基とな

る．可算個のゼロ集合の共通部分はゼロ集合になる．

1 ここで自然なクラスとは，集合論の応—論理式で定義可能なクラスとする．
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2. 自然な下限

まず，基数 (2w)＋がLST(r)の自然な下限になることを紹介する：

命題 2.1(Stonestrom [13]). rが股または単位閉区間 [O,1]を含むならば

LST(r)こ（2w戸

証明 Fact1.2より，文oで

Xが連結←⇒C(X)←び

となるものが取れる．また 0を文ヨJ(f#0(¥9ヨg(fg= 1)）とする．

C(X)戸0← Xは少なくとも 2点を持つ

となる事が容易にわかる．明らかにXが股または [O,1]の時はC(X)仁0(¥O
である．一方， C(Y)仁び (¥0とすると Yは連結で少なくとも異なる 2点

a,b E Yを持つ． Tychonoff分離公理より fE C(Y)でf(a)= 0, f(b) = 1と
なるものが取れる． Yが連結なので f“Yは股の少なくとも 2点を持つ連結

集合であるが，この時f“Yは自明でない区間を含むので lf"YI2: 2竺よって

|Y| 22“ である． ロ

3. c.c.c.空間

復習すると，基数パこ対して空間 Xが K,-C.C.を満たすとは， Xの互いに

素な開集合の族の濃度が常に K未満になることである． K,=W1の時はc.c.c.
と呼ぶ可分な空間はc.c.c.を満たす．また，可分空間の濃度は2庄以下であ

るが， c.c.c．空間の濃度の上限は存在しない．

K,-C.C．空間全体の Lowenheim-Skolem-Tarskinumberは次のような上限を

持つ事が判明している．

定理 3.1.K,を基数とする． rが K,-C.C．空間全体のクラスならば

1ST(「）さ（応r.)+.

この定理を使うと c.c.c.空間全体のクラスの L畑wenheim-Skolem-Tarski
numberは次のように決定できる．

定理 3.2.c.c.c.をc.c.c.空閻全体のクラスとすると

LST(C.C.C) = (2w)+. 

証明定理3.1より LST(C.C.C)さ(w臼）＋ ＝ （2w)＋である．民はc.c.c.空間

なので命題2.1より LST(C.C.C)2: (2w)＋となる． ロ

定理3.1は次の定理より直ちに従う：

定理 3.3.K,を基数， Xを代ーc.c空間とする．この時K,-C.C空間YでIYI:;応 k

かつ初等的埋め込みj:C(Y)→C(X)を持つものが存在する．
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定理3.3の証明のために Junqueira-Tall[8]で導入された，初等的部分構造

を用いた空間の構成法を使う．非可算正則基数0に対して， H。を推移閉包

の濃度が0未満の集合全体とする． H。は ZFCからべき集合公理を除いた理

論の推移的モデルになる．

定義 3.4([8]). Xを位相空間， 0を十分大きい正則基数， M---<比を XEM
となる H。の初等的部分構造とする．この時空間 XMを次のように定める：

(1)砂の台集合はXnM.

(2)⑬の位相は族 {OnMIOEMはXの開集合｝から生成された

位相

この XMは次を満たす事が容易にわかる：

補題 3.5. (1) XMはTychonoff空間である．

(2) IXMIさ|Ml.
(3) f E C(X) n M に対して f「(XnM)は粋から応への連続関数で

ある．

定理 3.3の証明 Xを記ーc.c.空間とする．十分大きい正則基数0をとり， M ---< 

H。を XEM,IMI＝氏三 [M]＜んこ M となるようにとる．空間 Y=XMが

求めるものであることを見ていく．

まず M の初等性より， O,VEMがXの開集合ならばOnV=0<¢=⇒
(o n M) n (V n M) = 0となることがわかる．これにより Yは片ーc.c.を満

たす．

C(X) n M はM の初等性より C(X)の初等的部分構造である．さらに

|Y|三|M|こ応いである．従って，定理を示すためには C(Y)がC(X)n M 
と環として同型であればよいことになる．そのために次の Claimを示す：

Claim 3.6.勝手な gE C(Y)に対して， fE C(X) nMでf「(XnM)=g 
となるものが存在する．

証明 gE C(Y)を固定する． 有理数の組p< qに対して， g―1ヽ‘(p,q)は

Yの開集合である． TをX の開集合全体とすると， Yの位相の定義より

叫q~MnTで次を満たす極大なものが取れる：

(1)叫は互いに素な開集合の集まり．

(2) U{ on M I o E叫｝こ 9―1ヽ‘(p,q). 

Xが K-C.C.を満たすことから立，qi<K であり，［M］＜氏 ~M であることか
らOp,qEMとなる．従って｛叫qIP, q E Q,p < q}こM であり，再びM の

closure propertyより {Op,qIP, q E Q,p < q} EMとなる．

ここで，勝手な xEXnMとパ直に対して次が同値になる事を示す：

• g(x) = r 
•有理数p,q で p<r<q なるものに対して XE LJOp,qとなる．
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ここで LJOp,qはLJOp,qのX の意味での閉包である．

最初に g(x)= rを仮定する．有理数p<r<qをとる．もし Xtt u Op,q 

ならば， x,Op,qE M であることから開集合 VETnMで X EVかつ

V n LJOp,q = 0となるものがとれる． XEg―1ヽ‘(p,q)であることから vn

M~g―1 ヽ‘(p, q)としてよいこの時 Op,qU {V}は互いに素な開集合の族で

LJ{OnM Io E叫｝ U(VnM)こg―1ヽ‘(p,q)となり， Op,qの極大性に反す

る．よって XELJOp,qとなる．

逆に g(x)ヂrとする． g(x)< rと仮定するが， g(x)> rについても

同様に証明できる．有理数p,qで g(x)< p < r < qとなるものを取る．

g―l"[p,q]がXMの閉集合で x茫g―1ヽ‘[p,q]なので， VEMnTでxEV

かつ (Vn M) n 9―1ヽ、[p,q]= 0となるものが取れる． ここで LJ{On MI  

0 E Op,q}こg―1ヽ‘(p,q)こg-1ヽヽ[p,q]なので， VnLJOp,q= 0となり，よって

x茫uop,qである．
以上により，各xEXnMに対して，応 E匝で次を満たすものがただ一

つ定まる：任意の有理数p,qでp<応く qとなるものに対して XELJOp,q・ 

｛叫qI P, q E Q,p < q} E M なので， M の初等性より全ての XEX に

対して上を満たす乃 E民が存在することがわかる．よって， f(x)= rので
定まる X 上の関数は M の中で定義可能特に fEMである．明らかに

f「(XnM)= gであり，さらにgが連続であることと M の初等性より fは

x上の連続関数となる事が容易にわかる． ロ

先の Claimより j:C(Y)→C(X)nMでj(g)「（XnM)=gとjを定め

ることができる．この jは全単射であり，また M の初等性より演算を保つ

ことも容易にわかる．従ってこのjがC(Y)から C(X)nMへの同型写像と

なる． ロ

4.コンパクト空間と LINDEL畑空間

空間Xがコンパクトであるとは，任意の解被覆が有限部分被覆を持つこ

とであったコンパクトを弱めた性質として Lindelofの性質と呼ばれるも

のがある：

定義 4.1．空間XがLindelofとは，任意の解被覆が高々可算な部分被覆を

持つことである．

Lindelof空間もコンパクト空間と同様に非常に良い空間である一方，“有

限’を呵算無限＇に弱めたことにより集合論的位相空間の観点から多くの

未解決問題が多く残されている．これについては Tall[14]を参照のこと．

コンパクト空間全体のクラスを Comp,Lindelof空間全体のクラスを Lind

で表すことにする． Comp,LindのLowenheim-Skolem-Tarskinumberは次の

ような上限を持つ：

定理 4.2.LST(Comp):::; (22w)土かつ LST(Lind)さ(22w)土
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実際のところ (22w)+がこの二つの numberとちょうど一致することを後

で見る．

定理4.2をより一般的に述べるために次を定義する．

定義 4.3.K,,入を基数とする． Xが [K,，入l-コンパクトとは， Xの開被覆で濃

度入以下のものは濃度<Kの部分被覆を持つことである．

従ってXがコンパクトであることは [w,IX|］ーコンパクトと同値であり， X
がLindelofであることは [w1,IX|］ーコンパクトと同値になる．また Xが可算

コンパクトであることは [w,w]ーコンパクトであることである．

[ K,，入l-コンパクト空間の閉部分空間と連続像もまた[K,，入l-コンパクトにな

ることは容易にわかる．

定理 4.4.K,を甚数， Xを[K,, K,＜K,l-コンパクト空間とする．この時空間 Yで

|Y|三2代<Kで， Yが Xの連続像であり，かつ初等的埋め込みj:C(Y)→ 

C(X)を持つものが存在する．

定理4.2はこの定理より直ちに従う．

定理4.4の証明のために， Junqueira-Tall[8]とBandlow[3]で導入された，

初等的部分構造による商空間もどきの構成法を使う．

定義 4.5([8], [3]). Xを空間， 0を十分大きい正則基数， M ぺH。を XEM
なる初等的部分構造とする． X上の同値関係～を

X ~ y -¢=⇒f(x) = J(y) for all f E C(X) n M 

と定める．［x]をxのこの同値関係に関しての同値類とし， X/Mを同値類全

体， 7r:X→ X/Mを1r(x)= [x]で定まる自然な射影とする．

次が成り立つことは容易にわかる：

(1) IX/Mlさ2|M|．

(2) x EXとコゼロ集合OEMに対して， xEO←⇒1r(x)E 1r "0. 
(3)任意のコゼロ集合OEMに対して 7r―1ヽ‘(1r"O)= 0. 
(4)コゼロ集合O,VEMに対して OnV=0{=⇒1r"O n 1r"V = 0. 

以上を踏まえて空間X/Mに次のように位相を入れる．

定義 4.6([8], [3]）．空間X/Mを， X/Mに｛炉OIOEMはXのコゼロ集

合｝から生成される位相を入れた空間とする．

次は定義より簡単にわかる：

補題 4.7. (1) X/MはTychonoff空間である．

(2) 1r: X→ X/Mは連続全射，したがって X/MはXの連続像である．

次は明らかではないが，やはり定義より確かめることができる：

補題 4.8.f E C(X) nMに対してg:X/M→罠を g(1r(X))= f(x)で定め

ると， gは連続関数である．
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空間X/Mを用いて定理4.4の証明を行う．

定理4.4の証明 Xを［代，応斗コンパクト空間とする．十分大きい正則基数

0をとり， M-<届でXEM, IMI:::; K,三 [M] ＜氏 ~M となるものをとる．
YをX/Mとすると,|YI:::; 2IMI:::; 2氏くしである．また YはXの連続像であ

ることから Yもまた［代，炉咋コンパクトとなる．

Claim 4.9.任意の gE C(Y)に対して， fE C(X) nMでf=go1rとなる

ものが存在する．

証明〈Pn,qnIn< W〉EMを有理数の組 (p,q)でp< qとなるもの全体の
enumerationとして固定する．

g E C(Y)をとる．各n<wに対して Onを次のように定める： g―1ヽ‘伽，q』
はYの閉集合であり， Yは [K,,K,＜氏l-コンパクトなのでg―1ヽ、加， q』も［k，炉咋

コンパクトであるまた {1r"OIO EMはコゼロ集合， TOこg―1ヽ‘(Pn-
2-n珈 ＋2-n)｝はg―1ヽ‘[Pn,q』の開被覆でその濃度は高々応八よってコゼロ

集合の族On~Mで濃度がく K,, かつ

g―1‘‘伽，q』こ LJ{1r"OIO E On}こg―1"(Pn -2―n伽＋ 2―n)

となるものが取れる． M のclosurepropertyより OnEM,よって {OnIn< 
w} EMとなる．

ここで次を示す：任意の xEXとrE股に対して次は同値：

• g(1r(x)) = r. 

•n<w で四 <r < qnとなるものに対して xELJOか

最初にg(1r(x))= rと仮定する． n<wで四 <r< qnとなるものをとる．こ

の時1r(x)E g―1 ヽ‘[Pn,q』~ LJ{1r"O IO E On}なので， 0E OnでxEOと
なるものがある．

次にg(1r(x))< rとする．十分大きな nでg(1r(x))< Pn -2-nく四 <r<
qnとなるものをとる． 1r(x)~ g―1ヽ‘(Pn-2-n，伽＋2-n)であり U{1r"OIOE

On}こg―1ヽ‘(Pn-2-n伽＋ 2-n）なので全ての 0E Onに対して x足0で

ある．

以上により，すべての xEXに対して実数応 E股で，すべての n<wで

四＜心 <qnとなるものについて XELJOnとなるものがただ一つとれる．

{On In< w} EMなので，対応f(x)= r允は M で定義可能な関数である．

明らかにf=go1rであり， g心が連続なのでfも連続，よって fE C(X)nM 
である． ロ

最後に， j:C(Y)→C(X) nMをj(g)= g O 1fで定めると，上の事より j
は全単射になる．また，この jが演算を保つことも容易にチェックできるの

でjはC(Y)から C(X)nMへの同型写像である． C(X)nMはC(X)の初

等的部分構造なので，このjが求める初等的埋め込みになる． ロ
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Fact 1.4と定理4.4を合わせることで， CompのLowenheim-Skolem-Tarski
numberがちょうど (22w)+となることがわかるが，このこと自体は [7]で既

に指摘されている．

定理 4.10([7]). LST(Comp) = (22w)土

5.線形順序空間

線形順序集合X=(X，こ）について，その順序による開区間(a,b), (-oo, b), 
(a,oo）から生成される位相を考えることができる． Xをこの位相を持つ位相

空間してとらえたとき，空間XをLOTS(linearly ordered topological space) 
と呼ぶ LOTSは正規空間であり，特に Tychonoff空間になることが知られ

ている． LOTSXがデデキンド完備とは，任意の空でない部分集合AこX
に対して， Aが上界を持てば最小上界を持つことである．よく知られている

ように LOTSXがコンパクトであることはXがデデキンド完備，かつ最大

元と最小元を持つことである．

デデキンド完備な LOTSに対しても，定理3.3,4.4に対応する次のような

定理が成り立つ．

定理 5.1.Xをデデキンド完備なLOTSとする．この時デデキンド完備LOTS

Yで V|こ炉かつ初等的埋め込みj:C(Y)→C(X)を持つものが存在
する．

証明は定理4.4と同じように行われるが， X/Mの位相を生成する完備な

線形順序を作る必要があることから非常に面倒なものになる．詳細は省略

する．

定理 5.2.デデキンド完備な LOTS全体のクラスを Ded.LOTSとすると，

LST(Ded.LOTS)~ (2妍戸

連結な LOTSはデデキンド完備であり，さらに連結性はC(X)の文として

表せることから次も言える．

定理 5.3.連結な LOTS全体のクラスを Conn.LOTSとすると，

LST(Conn.LOTS)さ（2妍ド

上限については (22w)+が得られたが，下限については現在よくわかって

いない

Question 5.4. LST(Ded.LOTS) = (22w)＋か？また， LST(Conn.LOTS)= 
(2炉 Vか？

また，次も不明である．

Question 5.5. LOTSをLOTS全体のクラスとする． LST(LOTS)の値はど

れくらいか？
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6.擬コンパクト空間

定義 6.1.空間Xが擬コンパクト (pseudocompact)とは，任意のfE C(X) 
が有界関数になることである．

可算コンパクト空間は擬コンパクトであるが，逆は成立しない．

C*(X)をX上の有界連続関数全体からなる C(X)の部分環とする．明ら

かに Xが擬コンパクトならばC*(X)はC(X)と一致する．

空間Xに対してf3XをStone-Cechコンパクト化とする．この時X上の有

界連続関数はf3X上に連続的に拡張可能であることから C*(X)はC*(/3X)

と同型であり， f3Xはコンパクトなので C*(/3X)= C信X)である．よって
Xが擬コンパクトならばC(X)はC(f3X)と同型になる．これにより：

定理 6.2.PseudoCompを擬コンパクト空間全体のクラスとすると，

LST(PseudoComp) ~ (22w)+. 

証明擬コンパクト空間XのStone-Cechコンパクト化f3Xを考える．定理

4.4より,|YI~ 2炉で Yはf3Xの連続像かつ初等的埋め込みj:C(Y)→ 
C(f3X)を持つものが取れる． Yがf3Xの連続像なのでコンパクト，したがっ

て擬コンパクトであり，また C(X)とC(f3X)は同型となる． ロ

同様な議論で次も成り立つ：

定理 6.3.CtbleCompを可算コンパクト空間全体のクラスとすると，

LST(CtbleComp) ~ (2炉戸

一方で LST(PseudoComp),LST(CtbleComp)が (2央）＋と一致するかは不

明である．

Question 6.4. LST(PseudoComp) = (2炉 Vか？ LST(CtbleComp)= (2呼v
か？

7. リアルコンパクト空間と一般的な空間

c.c.c.空間，コンパクト空間， LOTS,擬コンパクト空間のように，よい性

質を持つ空間のクラスについてはLowenheim-Skolem-Tarskinumberの存在

が示され，それほど大きくない上限を持つ事を見てきた．それではその他の

クラス，例えば (Tychonoff)空間全体のクラスの Lowenheim-Skolem-Tarski

numberについてはどうなるのかを見ていく．

この目的のためにリアルコンパクト空間の概念を使う．リアルコンパク
ト空間は C(X)の研究において非常に重要な役割を果たす．

定義 7.1.Xがリアルコンパクト (realcompact)とは，ある基数入が存在し
て， Xが股の Tychonoff積ズのある閉部分集合と同相になることである．

リアルコンパクト性は様々な同値な性質を持つ．詳細は [6],[17]を参照の

こと．
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Fact 7.2.空間Xに対して，次は同値：

(1) Xはリアルコンパクト．

(2)次をみたす空間XはXのみである： XはX を桐密部分空間として

持ち，かつ全てのfE C(XはX上に連続的に拡張可能である，すな） 
わち fE C(X)でfIX =Jとなるものが（一意に）存在する．

(3)任意の全射環準同型 h:C(X)→股に対して， X € Xでker(h)= 
{f E C(X) I f(x) = 0}となるものが一意に存在する．

(4)任意の←完備Z-ウルトラフィルターUに対して，その共通部分nu
が空でないここで Z-ウルトラフィルターとは，ゼロ集合全体上の

極大フィルターの事である．

(4)より， Lindelof空間はリアルコンパクトになる（補題9.8を参照のこと）．
離散空間がリアルコンパクトであるかどうかについては，次のような形で

可測基数の存在と密接につながっている．証明は [6]を見よ．

Fact 7.3. Dを離散空間とする．

(1) Dの濃度以下の可測基数が存在しないならばDはリアルコンパクト

である．

(2) Dの濃度以下の可測基数が存在するならばDはリアルコンパクトで

はない

また，リアルコンパクト空間については次の重要な事実が知られている．

Fact 7.4.任意の空間Xに対して，次を満たすリアルコンパクト空間vXが

（同相を除いて）一意に存在する：

(1) vXはXを桐密部分集合として持つ．

(2)任意の fE C(X)に対して， fはvX上に連続的に拡張可能である．

vXをXのHewittリアルコンパクト化と呼ぶ

(1), (2)により C(X)とC(vX)は環として同型である．よって C(X)の構

造を調べるときには Xはリアルコンパクトと仮定できるまた， Hewittリ

アルコンパクト化の一意性より XがリアルコンパクトならばXとvXは同

相である．

C(X)でのリアルコンパクト空間の重要性は次の定理から伺える：

Fact 7.5 (Hewitt,証明は [6]を参照のこと）． X,Yを空間とする．

(1) X, Yがリアルコンパクトで C(X)とC(Y)が同型ならばX とYは

同相である．

(2)よってC(X)とC(Y)が同型になる必要十分条件は，それらのHewitt
リアルコンパクト化が同相であることである．

リアルコンパクト性を使うと，可測基数の存在の下で，一般の Tychonoff
空間の Lowenheim-Skolem-T紅 skinumberの上限が次のように与えられる：
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定理 7.6.1,,を可測基数とする．任意の空間X に対して，空間YでIYI::::;2,,. 

かつ初等的埋め込みj:C(Y)→ C(X)を持つものが存在する．

この定理のために次の補題を用いる：

補題 7.7.1,,を可測甚数とする．この時任意の基数入に対して股入は［氏，K]―

コンパクトである．特に任意のリアルコンパクト空間は [1,,ぷトコンパクトで

ある．

証明濃度 K のXの開被覆 CJ= { Oa I 0: < t,,}をとる．いが可測基数な

ので，推移的な ZFCのモデル N とcriticalpoint 1,,を持つ初等的埋め込み

j: V→ Nが取れる（ここで Vは集合全てからなるクラスである）． j(O)= 
{OしIa < j(,.,,)｝を考える．もし {o~ I a <,.,,}がj（尉）を覆わないなら

ば， fEj（記）で f¢ uaく氏仇となるものが取れる．ここで g:入→罠を
g(~) = f(j((））で定める． a<代で gE Oaとなるものがあるので，有限な

a~ 入で g E {h E股入 |g「a=h「a}こ仇となるものが取れる．このとき

j (g) r j (a) = f「j(a)なので， fE {h E j(記)|j(g)「j(a)= h「j(a)｝c 
j(Oa) ＝ 0しとなり矛盾．よって {Oし1 a < K}がj（配）を覆うので，初等匠
より,.,,,＜代で {OaI 0: < K,'｝が配を覆うものが存在する． ロ

注意 7.8.先の補題で可測基数の仮定は外すことができない．実際，基数 K

で，すべての入に対して町が [1,,，氏l-コンパクトになるものがあるとする．そ

のようないの中で最小の基数をとると，それは最小の可測基数と一致する．

定理 7.6の証明空間Xをとる． Hewittリアルコンパクト化を考える事で

Xはリアルコンパクトとしてよい補題7.7より Xは［氏'1,,]ーコンパクトであ
り，さらに応代＝ kなので定理4.4を適用することで求める空間Yが得られ

る ． ロ

実際のところ定理7.6は次のように強められる．詳細は省略する．

定理 7.9.1,,を可測甚数とする．任意の空間Xに対して，空間Yで |YI<K, 

かつ初等的埋め込みj:C(Y)→ C(X)を持つものが存在する．さらにXが

リアルコンパクトならばYはXの連続像として取れる．

以上をまとめると，次のような一般的な結果が得られる：

定理 1.10.rを次を満たす位相空間のクラスとする：

(1) XE「ならばvXEr. 
(2) XE  fでYがXの連続像ならばYEr.

この時

LST(r) :S最小の可測基数

証明 XE rを勝手にとると uXE rである． vXはリアルコンパクトなの

で，定理7.9より vXの連続像YでV|＜いかつ初等的埋め込みj:C(Y)→ 

C(vX)口 C(X)を持つものが取れるが，仮定より YE「である． ロ
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定理 7.11.Topを(Tychonoff)空間全体のクラスとすると，

LST(Top)さ最小の可測基数

RealCompをリアルコンパクト空間全体のクラスとする． リアルコンパ

クト空間の連続像はリアルコンパクトになるとは限らないので先の定理は

RealCompに直接は適用できない一方でvXはXを桐密部分空間に持つこ

とから lvXIS 221x1となる．これにより次が得られる：

定理 7.12.LST(RealComp) s最小の可測基数．

最小の可測基数がTop,RealCompのLowenheim-Skolem-Tarskinumberと

一致するかどうかが自然な疑問として生じるが，残念ならがその答えはいま

だに不明である．

Question 7.13. LST(Top)は最小の可測基数と一致するか？また， LST(RealComp)
は最小の可測基数か？

注意しておくと， Hewittリアルコンパクト化を考えることで

LST(Top)さLST(RealComp)さ2
2LST(Top) 

となることがわかる．従ってLST(Top)が最小の可測基数ならばLST(RealComp)
も最小の可測基数となり，その逆も成り立つ．

8.いくつかのクラスのド限

空間X とf,gE C(X)に対して，すべての xEXについて f(x)~ g(x)と

なるとき fさgと書くことにする

補題 8.1.f ~ gはC(X)で定義可能な関係である，すなわち，論理式r.p(v,w)
で次を満たすものが存在する：任意の f,gE C(X)に対して

C(X) F r.p(f, g)-¢:::::=} fさg.

証明叫，w)をヨh(w-v=hりとすればよい． ロ

f~g の定義可能性により，初等的埋め込み j: C(Y)→C(X)について

f ~ g {=⇒j(f)さj(g)となることがわかる．

空間 X と有理数 qに対して， c:E C(X)を常に値 qを取る定数関数とす

る．吟は C(X)の定義可能な元である事は容易にわかる，すなわち，論理式

砂 (v)で，全ての X とfE C(X)に対して C(X)ヒ四(f)-¢:::::=}f =吟と
なるものが取れる．

補題 8.2.X, Yを空間， j:C(Y)→C(X)を初等的埋め込みとする．

(1) f E C(Y)が値rをとる定数関数←⇒j(f)は値rをとる定数関数．

(2) Xが擬コンパクトならばYも擬コンパクトである．
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証明 (1).f E C(Y)は値rをとる定数関数とする．有理数q:Srをとると，

CY 三 f なので吟三 j(f) である．同様に有理数q~r をとると c: ~ j(f)で

ある．これより j(f)は値rをとる定数関数である．逆も同様．

(2). f E C(Y)が非有界関数ならば，任意の有理数 qに対して -,(er:S 
f :Sば）． jの初等性より吋c::S j(f):S C:)となり， j(f)も非有界関数にな

る ． ロ

次はよく知られている：

補題 8.3.Xがコンパクトである必要十分条件は， Xがリアルコンパクトか

つ擬コンパクトになることである．

証明 Xが擬コンパクトであることから，任意の fE C(X)はf3X上に連続

的に拡張可能である． Hewittリアルコンパクト化の一意性より f3XはvX

に同相だが， XがリアルコンパクトなのでXはvX,すなわち f3Xと同相で

ある． ロ

命題 8.4.Yをリアルコンパクト空間で初等的埋め込みj:C(Y)→C(f3w) 

を持つものとする．この時Yは9wと同相である．

証明．補題8.2より Yは擬コンパクトであるが，リアルコンパクトでもある

のでYはコンパクトになる． Fact1.4より YはBwと同相である． ロ

注意 8.5.先の命題において Yのリアルコンパクト性を外すことはできな

い；知はc.c.c空間なので，定理3.1より 1Y|< 2Wなる空間Yで初等的埋め

込みj:C(Y)→C(f3w)を持つものが取れる． V|さ2w< 22w = l/3叫より Y

は加と同相ではありえない．

この命題により，やや一般的なクラスでのLowenheim-Skolem-Tarski num-

berの下限が得られる．

命題 8.6.「は{3wErこRealCompを満たすクラスとする．この時LST(r)~ 
(2沢v．さらに加 Er ~ Lindかっ rが連続像に関して閉じているならば
LST(r) = (22w)土

定理 8.7. (1) LST(Lind)~ (22wいよって LST(Lind)= (22w)＋である．

(2) LST(RealComp)~ (22w)+. 

X が O—コンパクトとは， X が可算個のコンパクト空間の和集合の形をし
ていることである．コンパクト空間はぴーコンパクトであり， O-コンパクト空

間は Lindelofである．さらに (J'-コンパクト空間の連続像も (J'-コンパクトな

ので次が言える．

定理 8.8.び-Compをぴーコンパクト空間全体のクラスとすると LST(び-Comp)=
(2庄)+.
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9.初等的埋め込みと連続写像

C(Y)から C(X)への単射環準同型と Xから Yへの連続写像の間には次

のような関係が成り立つことが知られている．証明は [6]を参照のこと．

Fact 9.1. Xを空間， Yをリアルコンパクト空間とする．この時次は同値：

(1) yは桐密な Xの連続像を含む．

(2) C(Y)から C(X)への単射準同型i:C(Y)→C(X)でi"C(Y)が全

ての定数関数を含むものがある．

ここで，単射環準同型を初等的埋め込みに変えた場合はどうなるかについ

ていくつかの結果を紹介する．

そのためにまず次の結果を紹介する．復習すると fE C(X)に対して

Z (f) = { x E X I f (x) = 0}, CZ (f) = { x E X I f (x)ヂ0}であった

X = CZ(l) = Z(O), 0 = Z(l) = CZ(O)に注意

補題 9.2([7]）．論理式cp(v,w)で次を満たすものが存在する：勝手な空間X
とf,gE C(X)に対して

Z(f) ~ Z(g)⇔ C(X) F cp(f, g). 

証明叫f)＝ヨg(fg= l)，や1(!,g)=---,'Po(『＋炉）とする． C(X)F 
cp1(f,g)⇔ヨxE X(f (x) = g(x) = 0)となる． cp(f,g) = Vh（凸（f,h)→
叫 g,h)）とすれば求めるものになる． ロ

この Factにより， Z(f)こZ(g),Z(f) = Z(g)はC(X)で定義可能な関

係であることがわかるまた， CZ(f)こCZ(g) ←⇒ Z(g)こZ(f)な

ので CZ(f)~ CZ(g), CZ(f) = CZ(g)も定義可能な関係である．さらに

CZ(f) n CZ(g) = CZ(f g), CZ(f) u CZ(g) = CZ(『＋gりなので和集合，

共通部分なども定義可能となる． CZ(f)~ Z(g)←⇒ CZ(f) n CZ(g) = 
CZ(O)なので，関係CZ(f)こZ(g),Z(f)こCZ(g),CZ(f) = Z(g)なども

定義可能である．

後で使うわけではないが，この定義可能性より次が言える：

命題 9.3.X, Yを空間， j:C(Y)→C(X)を初等的埋め込み，正を基数とす

るもし Xが K,-C.C.を満たせばYもK,-C.C.を満たす．

証明 YがK,-C.Cを満たさないならば，互いに素な K個のコゼロ集合{CZ(fa)I 

a < "'}が取れる． a<(3の時CZ(fa)n CZ(f13) = 0だが，先の定義可能性

より CZ(j(fa))n CZ(j(f13)) = 0となり {CZ(j (fa)) I a < "'}は Xの互い

に素なコゼロ集合の族となる． ロ

定義 9.4.D こ X が伍調密とは， D が任意の空でない Gc5—集合と交わるこ
とである．

Tychonoff空間においては， DがGぷ桐密であることと任意の空でないゼ

ロ集合と交わることは同値である．
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初等的埋め込みを使うと Fact9.1は次のような形に強めることができる．

命題 9.5.Xを空間， Yをリアルコンパクト空間とする．もし初等的埋め込

みj:C(Y)→ C(X)が存在するならば連続写像 7r:X→ Yで， 7f“XがY
のら調密集合かつj(f)= f O 7fが全ての fE C(Y)に対して成り立つも
のが存在する．

証明各xEXに対して環準同型加： C(Y)→股を加(f)= j(f)(x)で

定める．補題 8.2より， Yの定数関数を jで送ったものはやはり定数関数

になることから， hは全射順同型であるよって Fact7.2より， yEYで

ker(h』=｛f E C(Y) I f(y) = 0}となるものがただ一つとれる． 7r:X→ Y 
を， xに対して上のような yを対応させる写像とする． この時 J(1r(x))= 
0¢::⇒j(f)(x) = 0となることから， 7fが連続写像であることは容易にチェッ

クできる． 7f“XがYで Gぷ桐密であることを見る．そのために fE C(Y) 
でZ(f)=I-0となるものをとる． C(Y)において Z(f)ヂZ(l)なので， C(X)
において Z(j(f)）ヂ Z(l)，すなわち Z(j(f))=I-0である． j(f)(x)= 0なる

xEXをとると， f(1r(x))= j(f)(x) = 0なので1r(x)E Z(f)である．

次に j(f)= f O 7fを見るが，そのためには j(f)(x)= J(1r(x)）が全て

のxEXで成り立てばよい． r= J(1r(x)）として， CrE C(Y)を値 rを

とる定数関数とする． （f -Cr)(1r(x)) = 0なので j(f-Cr)(x) = 0だが，

j(f -Cr)= j(f) -j(cr)でj(er)も値rをとる定数関数なのでj(f)(x)= rと

なる． ロ

注意 9.6.命題 9.5での Yのリアルコンパクトの仮定は外せない：順序数

W1, W1 + 1を順序位相を入れた空間とみなすと， W1は擬コンパクトだがリ

アルコンパクトでなく， W1のHewittリアルコンパクト化はコンパクト空間

w戸 1となる． j:C(w1)→ C(w戸 1)を自然な同型写像とする．連続写像

7f: W1 + 1→凸が与えられたとすると， 7f“い＋1)はコンパクトだが凸は非

可算なコンパクト集合を持たないので町(w1+ 1)はW1の有界部分集合にな

り，桐密ではないまた， a<凸を 7f“(W1+1)の上界として f:W1→ {0,1} 
をf"(a+ 1) = {O}, f "(w八a+1) = {1}と定めると j(f)=I-fO 7fである．

初等的埋め込みj:C(Y)→ C(X)が与えられてるとき，連続写像7r:X→ 

Yでj(f)= f汀が全ての fE C(Y)に対して成り立つものは存在すればた

だ一つである事は容易に確かめられる．

定義 9.7.Xを空間， Yをリアルコンパクト空間， j:C(Y)→ C(X)を初等

的埋め込みとする． j(f)= f O 7fが全ての fE C(Y)に対して成り立つ連続

写像 7r:X→ Yを， jから誘導された連続写像と呼ぶことにする．

先の命題より， T が初等的埋め込みjから誘導されるものならば炉Xは

YのG,5ー桐密集合になる．しかしバま全射になるとは限らない； Xをリアル

コンパクトでない空間とする．自然な同型写像j:C(vX)→ C(X)が取れ
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るのでjから誘導された連続写像7r:X→vXが取れるが，この時可x)= X 

が全ての xEXに対して成り立つので7f“X=XヂvXである．

一方で，例えばXがコンパクトの時7f“XはYの閉集合となるので炉X=
Yとなりバま全射になる．ここで冗が全射になるための十分条件をいくつ

か紹介する．

補題 9.8.XがLindelof空間である必要十分条件は任意の閉集合の族rに

対して，もしrの可算部分族の共通部分が空でないならばrの共通部分も

空でないことである．

命題 9.9.XをLindelof空間， Yをリアルコンパクト空間， j:C(Y)→C(X) 
を初等的埋め込みとして 7r:X→ Yをjから誘導された連続写像とする．

この時バま全射である．

証明 XがLindelofなので7f“XはLindelof空間である． 1r"X= yを示すた

めに， yE yを固定する． F={ZこYIZはゼロ集合でyEZ}とすると，

rの共通部分は {y}となる．

可算な部分族gこrを勝手にとる． gの共通部分もゼロ集合になるので

Z(g) = ngとなる gE C(Y)が取れる． Z(g)ヂ0であり 7f“Xは 伍調 密

なので ngn7f“X= Z(g) nTX # 0，よって n{z n 1r "X I z E 9} ::/ 0. 
ここで7f“XがLindelofであることから n{zn1r"XI z E F}ヂ0となる．

nF={y}なので yE7f“Xである． ロ

系 9.10.X をLindelof空間， Yを空間とする もし初等的埋め込み j: 

C(Y)→C(X)が存在するならば次は同値である．

(1) yはLindelof.
(2) yはリアルコンパクト．

(3) yはXの連続像

初等的埋め込みから誘導される Tが全射になる，別の十分条件を紹介する．

定義 9.11.空間 Xの点 XEX が伍—点であるとは，開集合の可算族 {On I 
n<w}でnn仇＝ ｛x}となるものが存在することである．全ての点が Gぷ

点であるとき Xは可算擬特性 (countablepseudocharacter)を持つという．

第一可算空間は可算擬特性を持つ．また Tychonoff空間においてはxEX
がG8ー点であることは {x}がゼロ集合であることと同値である．

Yがリアルコンパクトかつ可算擬特性を持つ空間の時は，誘導された 7f: 
X→Yは全単射になってくれる．

命題 9.12.X を空間， Yをリアルコンパクトかつ可算擬特性を持つ空間，

j: C(Y)→C(X)を初等的埋め込みとして冗： X→Yをjから誘導された

連続写像とするこの時 T は全単射である．

証明炉Xが伍桐密でYは可算擬特性を持つので1r"X= yとなり全射で

ある．単射であることを見るために， yEyをとる． fE C(Y)でZ(f)= {y} 



99

となるものが取れる． Z(f)は空でないので， Z(j(f)）も空でない．ここで次

のような論理式ゃ(f)を考える：

Z(f)ヂ〇八Vg(Z(g)こZ(f)➔ Z(g) = Z(f) V Z(g) = 0). 

この論理式は Z(f)が一点集合であることを表している． jの初等性より

¢(j(f))も成り立ち， Z(j(f))は一点集合である． Z(j(f))= {x}となる xEX

をとると，このバま1r(x)=yとなるただ一つの点である． ロ

Question 9.13.初等的埋め込みj:C(Y)→ C(X)から誘導される 7r:X→ 

Yは，ほかにも位相的によい性質を持つか？例えば：

(1) 1r"X上の連続関数はX上に連続的に拡張可能か？

(2) 7rをXから部分空間が‘Xへの連続写像と見たとき，バま商写像か？

Question 9.14. X, Yを空間， j: C(vY)→ C(X)を初等的埋め込み，

7r: X → vYを7rから誘導される連続写像とする．このとき常に 7r“X2 Y 

か？

連続写像7r:X → Yで炉XがYで桐密になっているとき， j:C(Y)→ 

C(X)をj(f)(x)= f(1r(x)）で定めると，このjは準同型写像になる．このj
をT から誘導された準同型写像と呼ぶことにする．

Question 9.15. 1r: X → Yから誘導される準同型写像j:C(Y)→ C(X) 

が初等的埋め込みになるための十分条件，必要十分条件を X,Y，バこついて

の位相的な性質として記述する事は可能か？

10.可算擬特性を持つ空間

命題9.12を用いて，可算擬特性を持つ空間のクラスのLowenheim-Skolem-

Tarski numberの下限が非常に大きくなり，さらに巨大基数の存在を導くこ
とを紹介する．

定理 10.1.rを可算擬特性を持つリアルコンパクト空間全体のクラスとす

る．この時LST(r)は最小の可測基数と一致する．

この定理の証明のために，まず次の補題を示す．

補題 10.2.Xを可算擬特性を持つリアルコンパクト空間とすると， 1刈以下

に可測韮数は存在しない

証明可測基数 K,:s I刈が存在すると仮定する． j:V→ Nをcritialpoint 

k を持つ，集合論の宇宙 Vから Nへの初等的埋め込みとする. |XI ~ K, 

より j(X);? j"Xなので x*E j(X) ¥ j"Xが取れる． h:C(X)→股を

h(f) = j(f)(x*)で定めると， hは全射環準同型であることは容易に確かめ

られる． Xがリアルコンパクトなので ker(h)= {f E C(X) I f(x) = O} 
となる XEXが取れる． xはG/j一点であることから Z(f)= {x}となる

f E C(X)が取れるが，｛j(x)}= j(Z(f)) = Z(j(f))であり j(x)=Iがなの

でj(f)(x*)=I 0,よって f~ ker(h)となってしまい矛盾である． ロ
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定理 10.1の証明．離散空間 Dを取る． Dは明らかに可算擬特性を持つ．も

し間以下の可測基数が存在しないならば， Fact7.3より Dはリアルコンパ

クトである．また， Yが可算擬特性を持つリアルコンパクト空間で初等的埋

め込みj:C(Y)→C(D)を持つものならば命題 9.12より |YI=IDIとな

る．以上の議論により， LST(r)は最小の可測基数以上になるまた，補題

10.2よりこれらが丁度一致することが分かる． ロ

定理10.1により，可算擬特性を持つリアルコンパクト空間全体のLowenheim-
Skolem-Tarski numberの存在が可測基数の存在と同値であることが言える

が，一方で可測基数の存在の下では，補題 10.2より可算擬特性を持つリアル

コンパクト空間の濃度の上限があることになり，この意味で定理 10.1はあ

まり面白くないそれでは濃度の上限を持たないクラスについての結果もい

くつか紹介する．

まず距離付け可能空間について考える．距離付け可能空間は明らかに第

ー可算であり，また濃度の意味でいくらでも大きな距離付け可能空間が存在

する．リアルコンパクト性については次が知られている．

Fact 10.3 (Katetov,証明については [6]を参照のこと）． Xを距離付け可能

空間とするもし Xの濃度以下の可測基数が存在しないならば， Xはリア

ルコンパクトである．

これを用いると，次が言える．

定理 10.4.Metを距離付け可能空間全体のクラスとするもし LST(Met)が

存在するならば可測基数が存在するまた， LST(Met)は最小の可測基数よ

り真に大きい

証明 Fact10.3と定理 10.1の議論より． ロ

一方で， LST(Met)が最小の可測基数よりどれくらい大きくなるかについ

ては現状わかっていない

Question 10.5. LST(Met)はどれくらい大きいか？最小の超コンパクト基

数と一致するか？

LST(Met)と同様な議論により，次のようなクラスについてもそのLowenheim-
Skolem-Tarski numberは最小の可測基数より真に大きくなることがわかる．

証明は省略する．

定理 10.6.rを次のうちのどれかとする：

(1)離散空間全体のクラス．

(2) Extremally disconnected空間全体のクラス．

(3)第一可算空間全体のクラス．

(4) Frech et-U rysohn空間全体のクラス．

(5) Sequential空間全体のクラス．
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(6) Countably tight空間全体のクラス．

(7)局所コンパクト空間全体のクラス．

(8) Perfectly normal空間全体のクラス．

(9)ほとんど離散な空間全体のクラス．

もし LST(r)が存在するならば可測基数が存在する．また， LST(r)は最小の

可測基数より真に大きい

ここでXがほとんど離散とは， Xの孤立でない点が高々一つなことであ

る．それ以外の空間の定義については Engelking[5]などを参照のこと．

上で挙げた空間のクラスは全て離散空間のクラスを部分クラスとして含ん

でおり，そのようなクラスの Lowenheim-Skolem-Tarskinumberは大きくな

る傾向にある他に離散空間を含む重要なクラスとしてパラコンパクト空間

が思いつかれるが，一方でパラコンパクト空間の Lowenheim-Skolem-Tarski 
numberの下限はわかっていない

Question 10. 7.パラコンパクト空間の Lowenheim-Skolem-Tarskinumber 

はどれくらいか？

11. Cp(X) 

C(X)に適当な位相を入れた位相空間の研究も多くなされている．様々な位

相の入れ方があるが，一般位相空間論でよく研究されている各点収束位相を入

れた空間ら(X)に関する結果を紹介する．ら(X)についてはArkhangel'skii 
[1]が韮本文献である．

定義 11.1.空間 Xに対して， Cp(X)をC(X)に各点収束位相を入れた空間

とする，すなわち，｛gE C(X) I Viさn(g(x』EO』}（n < w, Xi E X, oi ~股
は開集合）の形の集合全体を開基として位相を入れた空間とする．

注意 11.2.空間 X とその Hewittリアルコンパクト化vXに対して， C(X)
とC('UX)は環としては同型であるが， Cp(X)とら('UX)は同相とは限らな

い；順序数空間W1に対して， Gp('U凸）は countablytightだが Cp(w1)はそう

ではない

命題 11.3.Xを空間， Yをリアルコンパクト空間， j:C(Y)→C(X)を初等

的埋め込みとし， 7r:X→Yをjから誘導された連続写像とするもし T が

全射ならば， jはCp(Y)からら(X)への位相的埋め込みになる．特に Cp(Y)
はCp(X)の部分空間と同相である．

この命題の応用を一つ紹介する．空間 Xがscatteredとは， Xの空でな

い部分空間は必ず孤立点を持つことである．順序数に順序位相を入れた空間

がscattered空間の典型例である．

Fact 11.4 (Gerits [4], Pytkeev [11]). Xがコンパクトの時 Xがscattered
である必要十分条件はら(X)がFrechet-U rysohn空間になることである．
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この命題中のコンパクトの仮定は実際には Lindelofに弱めることができ

る([1]). 

定理 11.5.XをscatteredLindelof空間， Yを空間とするもし初等的埋め

込みj:C(Y)→C(X)が存在するならばYもscatteredである．

証明 Scattered性は遺伝的であることを考えると， YのHewittリアルコン

パクト化を取ることで Yは最初からリアルコンパクトと仮定してよい． X
がLindelofなので， jから誘導される連続写像7r:X→Yは全射である．命

題 11.3よりら(Y)はCP(X)の部分空間と同相になる． Xがscatteredなの
でFact11.4よりら(X)はFrechet-U rysohnであるが， Frechet-U rysohn性は

遺伝的なのでら(Y)もFrechet-U rysohnになり，よって Yもscatteredであ

る ． ロ

12. LST(r)の変種

今まではC(X)のLowenheim-Skolem-Tarskiの性質を見てきたが，様々な
変種を考えることができる．いくつか思いつくものを紹介する．

12.1.拡張言語でのC(X).C(X)については言語{+,-,0,1}の構造とみなし

たが，言語を拡張したLowenheim-Skolem-Tarskiの性質を次のように考える
ことができる．

定義 12.1.rを位相空間のクラスとする．クラスrの拡張されたLowenheim-
Skolem-Tarski number LST汀r)を次を満たす最小の基数とする：任意

のXEf, n < w とmi変数述語 RiこC(xri(i = 0,...,n)に対して，

Y E r と R~ ~ C(Yri (i = 0,...,n)で V|< K かつ初等的埋め込み

j: (C(Y),R~,--.,R~) • （C(X),R。,．．．，R』を持つものが存在する．

LST(「）と同様に，最小の超コンパクト基数はLST+(r)の上界となるま

た，定理3.3,4.4, 7.9の証明はほぼそのまま LST+(r)の証明に書き換えるこ

とができるので次が言える．

定理 12.2. (1) LST+(C.C.C.) = (2w)+. 
(2) LST+(Comp) = LST汀Lind)= (22w)土
(3) LST汀Top)さ最小の可測基数

一方，言語を拡張したことで LST+(Met)は非常に大きなものになること

が判明している．

定理 12.3.LST+ (Met)は最小の超コンパクト基数と一致する．

12.2.上方恥wenheim-Skolem-Tarskiの性質今までは，“どれくらい小

さいYが取れるか’'という下方Lowenheim-Skolem-Tarskiの性質を考え

ていたが，“どれくらい大きくできるか”という上方L"owenheim-Skolem-
Tarskiの性質も同じように考えることができる．
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定義 12.4.rを位相空間のクラスとする．クラス rの上方 Lowenheim-

Skolem-Tarski number uLST(r)を次を満たす最小の基数とする：任意の

XErに対して,|x12/'i;ならばいくらでも大きいな YErで初等的埋め込

みj:C(Y)→C(X)を持つものが存在する．

uLST(r)は二階論理の Hanfnumberに対応する基数である．

uLST(r)については大したことはわかっていないいくつか判明してい

ることを紹介する．

補題 12.5. (1) rが可算無限空間を含めばuLST(r)2 W1・

(2) rが良か [O,1]を含めばuLST(f)2 (2wド

補題 12.6.rが自然な位相空間のクラスならば

uLST(r) s最小の拡張可能韮数．

定理 12.7. (1) uLST(RealComp) 2最小の可測基数

(2) uLST(Top) 2最小の可測基数

(3) uLST(Met) 2最小の可測基数．

定理 12.8.uLST(C.C.C.）さ最小の強コンパクト基数．

12.3. C(X, Y)．空間X,Yに対して， C(X,Y)をXから Yへの連続写像全体

とする． Yが何らかの代数系の場合は， C(X)と同様にして C(X,Y)も適当

な代数とみなすことができる例を挙げれば：

(1) 2元体凡に離散位相を入れた空間についての C(X,F砂
(2)整数環zに離散位相を入れた空間についての C(X,Z).
(3)有理数体Qに通常の距離位相を入れた空間についての C(X,Q).
(4)複素数体Cに通常の距離位相を入れた空間についての C(X,CC). 

特にXがゼロ次元すなわち開閉集合からなる開基を持つときにはC(X)よ

りも C(X,Fり， C(X,Z)のほうがXの構造をよりよく表している可能性が

ある．これらの構造についても初等的埋め込みや Lowenheim-Skolem-Tarski

の性質を考えることができるが，現状ほとんど手付かずである．

12.4. Lowenheim-Skolem numberとLowenheimnumber.二階論理

における Lowenheim-SkolemnumberとLowenheimnumberに対応する基

数が以下のように定義できる乞

定義 12.9.rを位相空間のクラスとする．クラス rのLowenheim-Skolem

number LS(r)を次を満たす最小の基数とする：任意の XErに対して，

YErで |YI</'i;かつ C(X)とC(Y)が初等的同値になるものがものが存在

する．

2Lowenheim-Skolem-Tarski number, Lowenheim-Skolem number, Lowenheim number 
の使い分けについては Magidor-V蒻nanen[10]を参考にした
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定義 12.10.rを位相空間のクラスとする クラス rのL"owenheim num-

ber L(r)を次を満たす最小の基数とする：任意の文¢に対して，もし C(X)F 
ゃとなる XE「が存在すればYE rで 1Y|＜ K かつ C(Y)←¢となるもの
が存在する．

LST(「)と違い， LS(r)とL(「）は常に存在する基数となる． 明らかに

L(「）さ LS(r)さLST(「)であり，命題 2.1により rが [O,1]か股を含めば

ぽ）十 <L(r)であるが上限についてはよくわかっていない．

Question 12.11 (Schweber [12]）．自然なクラス rに対して LS(「）と L(r)

の値はどうなるか？特に LS(Top),L(Top)の値は何か？
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