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1 はじめに

証明可能性述語の様相論理

神戸大学大学院システム情報学研究科 倉橋太志＊

Taishi Kurahashi 

Graduate School of System Informatics, 

Kobe University 

第 2不完全性定理，すなわちペアノ算術 PAを含む無矛盾かつ計算可能な理論 T について

T¥Co町（ここで Co町は Tの無矛盾性を表す文），という主張は通常次のように証明される．

まず， Tの証明可能性述語 Prr(x)を用いて， TのGodel文もすなわち T卜e砂寸PrT(「ぐ）を

満たす文 eを作る．特に Tの無矛盾性から TJ,Leが示せるので，その証明を Tにおいて形式化

して実行すれば T卜ConT→寸PrT(「C)となる．もし Tf---Conrであれば TトサPrT(「C)とな

り， T卜eであるため Tの無矛盾性に反する．よって TJ,L Conrである．

Godelは原論文 [13]においては，第 2不完全性定理の証明を上述のようなアウトラインを述べ

るだけに留めている．しかし， Tf---Conr→寸PrT(「e7)を示すには「Tが無矛盾ならば TJ,Le」

の証明を Tにおいて実行する必要がある．そしてその議論に対応できるためには， Tにおける証

明可能性について成立するいくつかの事実を， PrT(x)を介して Tにおいて証明できなければな

らない． Hilbertand Bernays [16]は第2不完全性定理の成立のために十分な，証明可能性述語と

Tが満たすべきいくつかの条件（導出可能性条件）を提示し，第 2不完全性定理の詳細な証明を

行った後に Li:ib[29]によって整理された十分条件を用いた第 2不完全性定理の証明が広く知ら

れるようになったが，これらの条件以外の十分条件が Jeroslow[18]らによっても与えられている

（詳しくは [24]を参照）．このような観点から，「各証明可能性述語はどのような性質を満たすか？」

「各性質を満たす，または満たさない証明可能性述語は存在するか？」といった問題が研究されて

きた．本稿では特に，これらの問題を様相論理を用いて分析する研究1について，これまでに知ら

れている結果を紹介する．

2 証明可能性述語と第2不完全性定理

2.1 証明可能性述語

らを一階算術の言語とし，本稿ではペアノ算術 PA を含む無矛盾かつ原始再帰的な £A—理論の

みを扱うとする．以降， Tは必ずそのような理論を表すとしておく．ここで理論 Tが原始再帰的

であるとは， Tの公理の Godel数全体の集合が原始再帰的であることをいう．このとき， Tの定

理全体の集合 Th(T) は算術の標準モデル N において ~1-定義可能な（すなわち c.e.）集合とな

る．このような集合は，論理式を通じて PAにおいて取り扱うことができる．

*kurahashi@people.kobe-u.ac.jp 
1この分野の基本的な話題については教科書 [8,38, 42]とサーベイ論文 [2,17,28]を参照されたい．
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定義 2.1（弱表現）．£ず論理式訓x)が PAにおいて集合 XC:::Nを弱表現するとは，任意の自然

数 nについて， nEXとPAf---r.p伺）が同値であることをいう．

標準モデル Nにおいて刃r定義可能な集合は PAにおいて刃1論理式で弱表現されるので，従っ

て Th(T)を PAにおいて弱表現する均論理式が存在し，これが本稿の主役である証明可能性述

語である．

定義 2.2 （証明可能性述語）．集合 Th(T) を PA において弱表現する £A—論理式 Prr(x) を T の証

明可能性述語という．

すなわち， T の証明可能性述語とは，任意の £A—論理式 p について，

Tf-<.p⇔ PA卜PrT(''P7)

を満たす £A—論理式 Prr(x) のことである．ただし，本稿では必ずしも E1 とは限らない証明可能

性述語も考察の対象に人れる．証明可能性述語は不完全性定理の証明において非常に重要な役割

を果たす論理式である．実際， Godel[13]は Tの E1証明可能性述語 Provr(x)を作り，不完全

性定理を証明した．

証明可能性述語の作り方は有限列のコード化の方法や証明可能性の定義の方法などの選択によっ

て変化する．他方， Feferman[11]はこれらを固定したときに，理論 Tを弱表現する論理式の選択

によって証明可能性述語のどの性質が変化しうるのかを分析した．まず， Tを PAにおいて弱表

現する論理式 T(V)，つまり任意の £Aー論理式 pについて， <.pET とPAf-T(「匂）が同値となる

T(V) を用意する．続いて， “x は T(V) の定める理論において証明可能’'を表す £A—論理式 Prr(x)

を自然に作れば， Prr(x)はTの証明可能性述語となることが示せる．この Prr(x)という形の論

理式を Feferman的な証明可能性述語という．

定理 2.3(Feferman [11]). Feferman的な Tの証明可能性述語 Prr(X)について次が成立する： P 

と心をら論理式とする．

1. PA f-Prr(「中→炉） → （Prr(「戸→ Prr(「町））．

2.'Pが応文ならば， PAf-'P→ Prr(「釘）．

1と2はそれぞれモダス・ポネンスおよび E1-完全性の形式化である．

2.2 第 2不完全性定理

証明可能性述語が満たす次の条件について考察する．

定義 2.4（導出可能性条件）．

D1: T卜ゃならば Tf---Prr(「匂）．

D2: T f---Prパ亨→炉） → （PrT(「匂） → PrT(「炉））．

D3: T f---Prr(「炉） → PrT(「PrT(「cp万刀．

~1C: cpが刃1文ならば， Tf---cp→ PrT(「炉）．

M: T卜ゃ→心ならば Tf---Prr(「匂） → PrT(「炉）．
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条件 D1はTの全ての証明可能性述語が満たしている．条件 D2とM はHilbertand Bernays 

[16]によって導入され，また D3と瓦C はそれぞれ Lob[29]とFeferman[11]によって導入さ

れた．

定理 2.5(Lob [29]). Tの証明可能性述語 Prr(x)が D2とD3を満たすとする．このとき，任意

のら論理式ゃについて， T卜PrT(「炉） →ゃならば T卜¢となる．特に TJ.L寸PrT(「0= 17) 

である．

ここで，寸PrT(「0= 17)はTの無矛盾性を表す文であると考えられるので，従って D2とD3

の両方を満たす証明可能性述語に対して第 2不完全性定理が成立する．更に D2とD3を満たす

証明可能性述語 Prr(x)に対して， Lobの定理の形式化 T卜PrT(「PrT(「炉） →炉） → PrT(＼戸）

が成立する (Macintyreand Simmons [30]). 

Tを弱表現する論理式 T(v)が E1なら， Feferman的な証明可能性述語 Pr7(x)もE1であるこ

とが示せる．定理 2.3より PrT(x)は ElCを満たすので， この場合 D3も満たすことが分かる．

したがって定理 2.5より次の系が得られる．

系 2.6(Feferman [11]）．理論 Tを弱表現する E1論理式 T(v)について，次が成立する：

1. T J,L,Pr7(「0=l7).

2. T f--Pr7(「PrT(「ゲ） →匂） → PrT(「ゃり．

つまり， T(V)が E1のとき， Pr7(x)に対して第2不完全性定理が成立する．一方， T(V)が E1

ではないときには， Pr7(x)に対して第2不完全性定理が成立しない場合がある．

定理 2.7(Feferman [11]). Tを弱表現する II1論理式 n:(V)があって， T卜,Pr1r(「0= l7). 

実際， Pr,r(x)は定理 2.3より D2とXlCを満たすが，応論理式であり D3を滴たさない

ため定理 2.5が適用できないのである．定理 2.6はつまり第 2不完全性定理が全ての証明可能性

述語に対して成立するわけではないことを示している． Fefermanによる Pr,r(x)は恥ではない

が，第2不完全性定理の成立しない (Feferman的ではない） E1証明可能性述語も存在する．ぃ

まProvT(X)を例えば Godelによって自然に作られた Tの刃1証明可能性述語としておく．

定義 2.8(Rosserの証明可能庄巫語）． “yはTにおける xの証明’'を表す△1(PA)論理式Prfr(x,y) 

で PAビ¥:/x(Pro町 (x)⇔ヨyPrfr(x,y))となるものを用意し，

ヨy(Prfr(x,y)/¥¥:/z < y寸 PrfT（,x,z))

をTの Rosserの証明可能性述語といい， Pr¥(x)で表す．

論理式 Pr伊(x) は T の刃1 証明可能性述語であり，更に任意の £A—論理式¢について， T 卜可¢
ならば PAf-,Pr¥(「r.p7)となる．特に Tf--,0 = 1なので，次が分かる．

命題 2.9(Kreiselの注意 (Kreisel[20]を参照））． PA卜,Pr¥(「0= l7). 

したがって Pr¥(x)に対して第2不完全性定理が成立しないので，定理 2.5より Pr¥(x)は導出

可能性条件 D2とD3の少なくとも一方を満たさない．では， Pr¥(x)はD2または D3を満た

すかどうかという間いが考えられるが (Kreiseland Takeuti [21])，それは Pr¥(x)の選び方に依

存することが分かっている．まずは， Guaspariand Solovay [14]や Shavrukov[36]による Rosser

の証明可能性述語に関連する様相論理について反例クリプキモデルを作ることで， D2もD3も

満たさない Rosserの証明可能性述語の存在が示せる．他方，次の結果が成立する．
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定理 2.10(Bernardi and Montagna [7]; Arai [1]). D2を満たす Rosserの証明可能性述語が存在

する．

定理 2.11(Arai [1]). D3を満たす Rosserの証明可能性述語が存在する．

特に D2や D3を満たす Rosserの証明可能性述語の存在は次の意味で非常に菫要である．

系 2.12.証明可能性述語 PrT(x)が E1であっても D2か D3だけでは TJ.L---,PrT(「0=1寸）は

一般には導けない．

このように，いくつかの条件を満たす Rosserの証明可能性述語の存在を示せば，それらの条件

だけでは第 2不完全性定理が導けないことが示せるのである．証明可能性述語が D2を満たせば

単調性条件 M を満たすが， この条件 M について，定理 2.11を次のように強化できる．

定理 2.13(Kurahashi [26]). M とD3を共に満たす Rosserの証明可能性述語が存在する．した

がって M とD3では TJ.L乎 rT(「0= 17)は一般には導けない．

一方， M とD3については，次の定理が成立する．

定理 2.14(Kurahashi [26]）．証明可能性述語 PrT(x)が M とD3を満たすなら，ある £A文¢

が存在して TJ.L---,(PrT(「匂） AP巧（r---,か））となる．

ここで9 ---,(PrT(「炉） APrT(r---,匂））もまたある意味で Tの無矛盾性を表していると考えれば，

定理 2.14も第 2不完全性定理の一種である．ここで無矛盾性の異なる表現方法について少し考察

する．まず，理論 Tが無矛盾であることの定義として

1. TJ.LO=l 

2. 全ての £A—論理式¢について，「T 卜 p かつ T 卜古っ」となることはない

のどちらを採用しても同値であることは論理学における初歩的な事実である．そしてそれぞれの

主張の £A—論理式を用いた形式化は次の通りである2 : 

1. ConT :三 ---,PrT(「0= 17) 

2. Conf := {---,（PrT(「か） AP汀（r---,か）） I'P は £A—論理式｝

証明可能性述語 Prr(x)が D2を満たせば， T上で ConTとConfが同値となる．他方， D2

のない状況においては，定理 2.13と2.14から，次が分かる．

系 2.15.T f--Conrかつ TJ,L Confとなる E1証明可能性述語が存在する．

したがって，第 2不完全性定理は無矛盾性のどの表現を採用するのかに応じて成立，不成立が

変化する．このこと自体は次の結果からも分かる．

定理 2.16(Jeroslow [18]）．凶証明可能性述語 Prr(x)が XlCを満たせば， TJ.LCon茅である．

定理 2.17(Mostowski [33]）．瓦Cを満たし， Tf--Co町となるような E1証明可能性述語 Prr(x)

が存在する．

2Con各の代わりに加(Fml;:;Aい→,(PrT(x)I¥ PrT(マェ）））とすれば，これは Hilbertand Bernaysの採用して
いたものである．ちなみに Godelはヨx(Fml;:;A（叫^ ,PrT(x)）を採用していたこれらに関する詳しい分析は [24]
で行っている．
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図 1は I:1証明可能性述語に関する導出可能性条件と第2不完全性定理の状況をまとめたもの

である．この図に関して，定理 2.13 と 2.17 より，｛M,D3} や｛~1C} からは TJ.L Conrには矢

印が出せないことが分かる．また，｛M,~1C} からは {D2,D3} に矢印が出せないことも分かっ

ている．

定理 2.18(Kurah邸 hi[24]). M と ~1C を満たすが D2 を満たさないような PA の凶証明可

能性述語が存在する．

この結果を強められるかどうかという次の問題は，第 2不完全性定理を理解するうえで重要で

あると筆者は考えている．

問題 2.19.M と ~1C を共に満たし， T f---Conrとなるような I:1証明可能性述語は存在するか？

{D砂 1C}

l 1M,口lC}

{D2lD3¥Ml:C} 

T ¥ Conr ~ T ¥ Con象

図 1：江証明可能性述語に対する導出可能性条件と第 2不完全性定理

3 証明可能性述語と正規様相論理

3.1 証明可能性論理

系 2.6は，理論 Tを弱表現する I:1論理式 T(v)に対して， Prr(X)は D2とD3を満たすた

めLi:ibの定理を適用でき，すなわち Tf--Prr(「Prr（万口） → rp 7)→ Prr（予りとなることを述べ

ている．ではこの他にも， Prr(X)に対して成立する， Li:ibの定理とは本質的に異なる原理はある

だろうか．実は，答えは「ない」であり，その事実は様相論理を用いて示すことができる．

実際，証明可能性述語は様相論理における様相演算子として非常によい振る舞いをする．例え

ば「Tf--rp⇒T卜PrTげ）」 という性質は様相論理における規則であるネセシテーション ]i
に対応する．また，条件 D2,D3および Li:ibの定理はそれぞれ様相論理における次の公理 K,4 

および GLに対応する：

K:口（A→ B)→（口A→口B)

4:□A→□□A 

GL:口（口A→ A)→□A

ここで，様相論理の言語は命題論理の言語に様相演算子口を加えたものである． ◊A を --,D---,A

の略記とする．上述の対応を正確に記述するために，様相論理式の算術的解釈を導入する．
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定義 3.1（算術的解釈）．様相論理式から算術の文への写像 fが証明可能性述語 Prr(x)に基づく算

術的解釈であるとは，次の条件を満たすことをいう：

• f（上）は 0= 1, 

• !(---,A)は寸(A),

• J(A o B)は J(A)o f(B)（ただし oE {/¥，v，→｝）， 

• f(□A)は PrT(「f(A)り・

例えば， Prr(x)に対して D3が成立するとは，任意の様相論理式 AとPrr(x)に基づく任意

の算術的解釈 fについて Tf---f（口A→ロロA)が成立することである． このように，任意の算術

的解釈のもとで Tにおいて証明できるような様相論理式に興味がある．

定義 3.2（証明可能性論理）．理論 Tの証明可能性述語 PrT(x)に基づく任意の算術的解釈 fにつ

いて T卜f(A)となるような様相論理式 A全体の集合 PL(Prr)を Prr(x)の証明可能性論理と

しヽう．

では， Prr(x)の証明可能性論理 PL(Prr)はどのような様相論理だろうか．ここで，よく知ら

れた様相論理 Kとその拡大論理を導入する．

定義 3.3（様相論理 Kの公理と推論規則）．様相論理 Kは次の公理と推論規則で公理化される：

公理恒真式と K:口（A→ B)→ （口A→ □B).
A A→B 

規則モダス・ポネンス 』＿．
B 

とネセシテーション
□A 

様相論理では公理系とその定理全体の集合がしばしば同一視される．論理 Kにいろいろな公理

を加えることで様々な様相論理が得られる．

定義 3.4（様々 な様相論理）．

• KD = K←口上

• KT= K+（口A→A)

• K4 = K+（口A→□□A) 

• KS= K +（◇A→ □◇A) 

• KB= K + (A→口◇A)

• GL = K+（口（口A→ A)→ □A)
証明可能性述語の様相論理である証明可能性論理について筆者が興味を持っているのは，大き

く分けて次の二つの間いである．

問題 A.各証明可能性述語 Prr(x)の証明可能性論理はどのような論理か？

問題 B.どの様相論理 Lに対して L= PL(Prr)となる証明可能性述語 Prr(x)がとれるか？

更に問題 Aを，特に決まった形をした Feferman的な証明可能性述語に関する問題 Alと，そ

れら以外の証明可能性述語に関する間題 A2に分けて考えることにする．

問題 Al.Feferman的な PrT(x)の証明可能性論理はどのような論理があり得るか？

問題 A2.Feferman的ではない各証明可能性述語 Prr(x)の証明可能性論理はどのような論理か？
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3.2 Feferman的な証明可能性述語

まずは問題 Alについて考える． Feferman的な証明可能性述語は理論を弱表現する論理式の選

択以外の部分は自然に作られており， D2 や ~1C などの性質を満たす．特に D2 を満たすことか

ら，任意の T(v)について KこPL(Pr7)，すなわち PL(Pr7)は正規様相論理3であることが分かる．

様相論理 GLは，導出可能性条件や Lobの定理に対応する公理や規則を持っため，次は容易に

分かる．

命題 3.5（算術的健全性）．理論 T を弱表現する E1論理式 T(v) と様相論理式 A について，

GL卜A ならば， Pr7(x)に基づく任意の算術的解釈 fについて， T卜f(A)となる．すなわち，

GL ~ PL(Pr7)である．

Tが E1-健全，すなわち証明できる E1文が全て算術の標準モデル N において正しい場合に，

逆もまた成立すること，すなわち， Pr7(x)に関して Tにおいて証明できる原理が GLで尽くされ

ることが分かっている．

定理 3.6（算術的完全性定理 (Solovay[39]））．理論 Tがこ「健全で， T(v)が Tを弱表現する E1

論理式ならば， PL(Pr7)= GLである．

Solovayの定理の主張では理論の E1一健全性が仮定されている．実際， E1一健全ではない理論に

は例えば Tf--Pr7(「0=1りとなる，すなわち □J_E PL(Pr7)となるようなものがあり，この場合

は GL<;; PL(Pr7)となるため， GL以外の論理を証明可能性論理としてもつ場合がある．いま口n
n個

/ 
を口...口の略記とする．

定理 3.7 (Visser [40]）．理論 Tが刃1健全ではないとし， T(V)は Tを弱表現する E1論理式と

する．このとき， PL(Pr7)は GLか，ある n:C::lについて GL＋口n上のいずれかである．

定理 3.8(Beklemishev [3]）．理論 Tを E1-健全ではないとすると，各 LE{GL} U {GL十□nJ_ I 

n:C::l}について， PL(Pr7)= Lとなるような， Tを弱表現する E1論理式 T(V)が存在する．

これらの定理によって， E1論理式に基づく Feferman的な証明可能性述語の状況が把握できた．

続いて E1ではない論理式に基づく Feferman的な証明可能性述語について考える．ここで各理

論 T とn:C::lに対して，

P.Cn(T) := {PL(Prr) I T(v)は Tを弱表現する En論理式｝

と定めておく．定理 3.6,3.7,および 3.8をまとめると，

•T が E1-健全ならば P.C1(T) = {GL}, 

•T が E1-健全でなければ P.C1(T) = {GL} U {GL 十 □n..1_ln~l},

である．まず E1ではない論理式に基づく Feferman的な証明可能性述語に関する結果である，

Fefermanの定理 2.7を言い換えると次が得られる．

系 3.9.Tを弱表現する E1論理式 1r(V)があって， PL(Pr7r)::2 KDとなる．

3様相論理 Lが正規であるとは， KC Lかつ Lがモダス・ポネンスとネセシテーションと一様代入則で閉じて

いることをいう．任意の証明可能性論理 PL(PrT)はこれらの規則で閉じているため， PL(PrT)が正規であることは

K <;; PL(PrT)であることと同値である．
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特に KDはGLと矛盾するので， Pら(T)はGLとは本質的に異なる論理を含んでいる． Feferman

の論理式 Pr1r(x)の証明可能性論理 PL(Pr1r)の公理化は Montagna[31]とVisser[41]によって

研究されているが，まだ得られていない．

問題 3.10.Fefermanの Pr1r(x)について， PL(Pr1r)を公理化せよ．

更に例えば次の間題も分かっていない．

問題 3.11.KDE Pら(T)か？

Pら(T)については，いくつかのことが分かっている．

定理 3.12(Kurahashi [22]). KE Pら (T)である．このことから，

K = n{PL(PrT) I T(V)は Tを弱表現する誦理式｝

が分かる．

Solovayの定理により GLが算術と強い結びつきを持つことが分かったが，更に算術における不

動点定理が GLにおいてある形で成立することが知られている (Boolos[8]を参照）． Sacchetti

[35]は GLよりも真に弱い論理

wGLn = K+（口（口nA→ A)→□A) (n ~ 2) 

を導入し，これらの論理に対しても不動点定理が成立することを証明した．そして，これらの各

論理を証明可能性論理として持つような， Feferman的な証明可能性述語が存在する．

定理 3.13(Kurahashi [23] ）．各 n~2 について， wGLn E Pら(T)である．

つまり， pら(T)は P£1(T)には属さない無限個の論理を含んでいる．こうした状況が一般化

できるかどうかを次のように問うのは自然であろう．

問題 3.14. 各 n~2 について， pら（T) <;; P£n+1(T)か？

Tを弱表現する E1論理式に基づく Fcfcrman的な証明可能性述語の間の相互関係の分析も行

われている．様相論理の言語に新しい様相記号△を加えた言語における二重様相論理 CSは GL

に，△に関する GLの公理と推論規則を追加し，更に公理口A→△口A と△A→口△Aを追加

することで得られる．論理 CSに公理□A→△Aを追加することで得られる論理を CSMという．

更に CSMに公理△A→口（△J_VA)を加えて得られる論理を CDCという． Feferman的な証明

可能性述語の組 (PrT0,PrT1)について，口と△をそれぞれ PrT0(x)とPrT1(x)を用いて解釈する

ような算術的解釈を，（PrT0,PrT1)に基づく算術的解釈という．また，（PrT0,PrT1)に基づく任意

の算術的解釈 fに対して Tf---J(A)となるような，拡張した言語の様相論理式 A全体の集合を

PL(PrT0, P圧）と書くことにする．このとき，次は容易に確認できる．

命題 3.15.Tを弱表現する刃1論理式 ro(v)と巧(v)について， CS<;;;PL(PrT0,PrT1)である．

しかし， PL(PrT0,PrT1)がどのような論理になるかは組 (PrT0,PrT1)の選択に依存する．

定理 3.16(Beklemishev [4]）．理論 Tは区「健全とする．

1. Tを弱表現する E1論理式 ro(v)と巧(v)が存在して， PL(PrT0,PrT1) = CSとなる．
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2. L E {CSM, CDC}とすると， Tを弱表現する任意の :E1論理式 ro(v)に対して， Tを弱表

現する :E1論理式 T1(v)が存在して， PL(Pr70,Prr1) = Lとなる．

次の問題が残されている．

問題 3.17.Tを :E1-健全な理論とする．

l. Tを弱表現する任意の :E1論理式 ro(v)に対して， Tを弱表現する :E1論理式 r1(v)が存在

して， PL(Prr0,Pr71) = CSとなるか？

2. Tを弱表現する刃1論理式 ro(v)と町(v)に対して， PL(Prr0,Prr1)はどのような論理とな

り得るか？

更に，町(v)が Tより強い理論 Uを弱表現する場合の研究も行われており，例えば次の Carlson

の定理は Uが Tの健全性を証明できる程度に強い場合に関するものである．

定理 3.18(Carlson [9]）．理論 Tとその健全な拡大理論 Uをそれぞれ弱表現する :E1論理式 ro(v)

とr1(v)について， Tf---Vv(ro(v)→Tl (v)）および全てのら文ゃに対して Uf---Prr0(「匂） → ¢ 

が成り立つとする．このとき， PL(Prr0,Pr71) = CSM十△（□A→A)となる．

さまざまな拡大理論 U に対して，論理 PL(Prr0,PrT1)の公理化に関する研究が Beklemishev

[5, 6]によって大きく進められたが，全容解明には至っていない．

3.3 Feferman的でない証明可能性述語

続いて問題 A2について考える．ここでは特に証明可能性の定式化の違いによって得られる証

明可能性述語の例として， Rosserの証明可能性述語， Parikhの証明可能性述語， Shavrukovの証

明可能性述語の 3種類について，それぞれの様相論理的な振る舞いに関する研究を紹介する．

Rosserの証明可能性述語は，その選び方によって D2や D3の成立状況が変化することは既に

述べた．したがって，ここでは Rosserの証明可能性述語を一つ固定して分析するのではなく，そ

れら全てに対して成立する原理を二軍様相論理を用いて分析する研究を紹介する．

定義 3.19（様相論理 GRの公理と推論規則）．二重様相論理 GRは次の公理と推論規則で公理化さ

れる：

公理 •口に対する GL の公理，

• △A→□A, 
•口A → □△A,

•口A →(□..lv △A),

• □---,A→□---,△A. 

規則モダス・ポネンスとネセシテ
A □A 

ーション一ーと規則＿＿．□A A 

命題 3.20. 任意の Rosser の証明可能性述語 Pr~(x) について， GR こ PL(Provr, Pr~) である．

定理 3.21(Shavrukov [36]). T が ~1-健全ならば， PL(Provr, Pr~) = GRとなる Rosserの証明

可能性述語 Pr~(x) が存在する．このことから

GR= n{PL(Provr, Pr~) I Pr~(x) は Rosser の証明可能性述語｝

が分かる．
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ただし Shavrukov は論理 n{PL(Pr~) I Pr伊(x)は Rosserの証明可能性述語｝の公理化を行っ

ていない．この話題は次節において取り扱う．

続いて，加速現象の分析のために Parikh[34]によって導入された規則に基づく， Parikhの証

明可能性述語について紹介する． £A—文 cp が理論 T において Parikh 証明可能であるとは，ゃが
ProvT(「炉）

Tにおいて更に規則 を加えて証明可能であることをいう．実際， Tが E1-健全なら
心

ばこの規則は Tにおいて許容可能であり，すなわち実際の証明可能性と Parikh証明可能性は一

致する．更に， Tにおける Parikh証明可能性の形式化である Prov炉(x)はTの E1証明可能性

述語となる．ただし T の江—健全性は T において証明できないので， Provr(x) と Prov炉(x) は

T上で同値ではない．では， Provr(x)とProv炉(x)の相互関係はどうなっているのだろうか．こ

こで GLT= CSM+（△A⇔△□A)とする．

定理 3.22(Lindsrom [28]). Tが刃r健全ならば， PL(Provr,Prov炉） ＝GLTである．

この定理の系として次が得られる．

系 3.23(Lindsrom [28]). Tが E1-健全ならば， PL(Prov炉） ＝GLである．

したがって， Feferman的な証明可能性述語以外にも，証明可能性論理が GLとなる証明可能性

述語があることが分かる．そのような証明可能性述語については，それ単体の様相演算子として

の振る舞いを分析するだけではその固有の性質に関する情報を得ることができない． Prov炉(x)の

他にも，通常とは異なる証明可能性の概念に基づく証明可能性述語で，対応する二重様相論理が

GLTであるようなものが見出されている (Henkand Pakhomov [15]を参照）．

最後は Shavrukovによる証明可能性述語を紹介する．均論理式 Prov誤(x)を，

ヨy(Prov1叫X)̂  iProv12y(「O= 17)） 

とする．ここで 1:Enとは PAの帰納法公理を En論理式に関するものに制限することによって得

られる PAの部分理論であり， Prov誤(x)は無矛盾だと分かっている l:Eyにおいて xが証明でき

ることを述べている．実はこの論理式は Fefermanの Pr7r(x)の作り方を 1:Enの階層に応用した

ものである．

任意の自然数 n について PA 卜寸Prov1~n(「0 = 17)なので， Prov誤(x)は PAの証明可能性述

語である．更に PAf-,Prov誤(「0= 17)であり，つまり KD~ PL(Prov肱）である．さて，ここ

でも通常の PAの江証明可能性述語 ProvpA(x)とShavrukovの証明可能性述語 Prov肱(x)の

二重様相論理のために，次の論理 GFを導入する．

定義 3.24（様相論理 GFの公理と推論規則）．二重様相論理 GFは次の公理と推論規則で公理化さ

れる：

公理 •口に対する GL の公理，

• △に対する KDの公理，

•口A →口△A,

•口A →△□A,

• □A⇔ （口上 V△A),

• △A→△(（△B→ B)V△A). 

規則モダス・ポネンスとネセシテーション一ーと一一
A A 
□A △A. 
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このとき，次が成り立っ．

定理 3.25(Shavrukov [37]). PL(ProvpA, Prov誤） ＝GFである．

系として， PL(Prov誤）の証明可能性論理の公理化も次のように得られる．

系 3.26(Shavrukov [37]). PL(Prov誤） ＝KD+（口A→口((□B→B) V□A)）である．

KD+（口A→□(（口B→B)V□A)）のような，様相論理の文脈ではおそらく考察されなかった

であろう論理が登場するのは興味深い．しかしこのことから，問題 Bの解明が難しいであろうこ

とも推察される．

3.4 証明可能性論理になる様相論理

本節の最後に問題 Bについて考える．定理 3.12は PL(PrT)= Kとなる Feferman的な均証

明可能性述語 PrT(x)の存在を述べているが，同様のことが E1証明可能性述語についても成立

する．

定理 3.27(Kurahashi [27]). PL(Prr) = K となる応証明可能性述語 Prr(x)がある．

一方，同様のことが Sacchettiの論理 wGLnに対して成立するかは分かっていない（定理 3.13

を参照）．

問題 3.28. 各 n~2 について， PL(Prr) = wGLnとなる均証明可能性述語 Prr(x)は存在す

るか？

定理 2.10において， D2を満たす Rosserの証明可能性述語 Pr¥(x)の存在が示されているが，

PAト-,Pr¥(「O＝『）なので，このとき KDs;; PL(Pr伊）が成り立つ．定理 2.10はこの意味で，次

のように拡張できる．

定理 3.29(Kurahashi [25]). PL(Pr¥) = KDとなる Rosserの証明可能性述語 Pr¥(x)が存在

する．

証明可能性論理が KDを真に含むような Rosserの証明可能性述語も存在することが分かって

いる．

定理 3.30(Kurahashi [25]). PL(Pr号） ;2KD +（□A → □◇A)となる Rosserの証明可能性述語

Pr¥(x)が存在する．

問題 3.31.

1. Rosserの証明可能性述語 Pr¥(x)に対して， PL(Pr伊）はどのような論理となり得るか？

2. PL(Pr¥) = KD +（口A→□◇A)となる Rosserの証明可能性述語 Pr¥(x)は存在するか？

D2を満たさない Rosserの証明可能性述語の証明可能性論理については次節において取り扱う．

PL(Prr) = Lとなる証明可能性述語 Prr(x)がとれない様相論理 Lがいくつか分かっている．ま

ず， K4こPL(Prr)とすると， Prr(x)はD2とD3を満たすため， Lobの定理より GLこPL(Prr)

であり K4=J PL(Prr)となる．つまり PL(Prr)= K4となる証明可能性述語 Prr(x)は存在し

ない．
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更に Montague[32]によって PL(Prr)芦KTとなる証明可能性述語 Prr(x)が存在しないこと

も示されている．これは KTc:: PL(Prr)とすると， PrT(x)の Godel文eについて T卜くとなる

ためである．

これらのような状況が発生する理由は，算術には不動点定理があるために様相論理だけではで

きないことができてしまうことにある．更に不動点定理を用いることで，次も分かる．

定理 3.32(Kurahashi [23]). T J,L Prr(「0= 17)となる任意の証明可能性述語 PrT(x)について，

KBnKS芦PL(Prr)である4.

定理 3.30における論理 KD+（口A→□◇A)が論理 KD4nKOS n KTに含まれることは容易に

確認できる．他方， Montagnaの結果の拡張である次が成立する．

定理 3.33(Kurahashi [25]）．任意の証明可能性述語 PrT(x)について， KD4nKD5nKT芦PL(Prr)

である．

4 証明可能性述語と非正規様相論理

前節までにおいて取り扱ってきた証明可能性述語は Rosserによるものを除きいずれも D2を

満たすものばかりであった．条件 D2は導出可能性条件の一つであり，その観点では特別な条件

というわけではない．しかし，様相論理的な観点では D2を満たす証明可能性述語に対応する証

明可能性論理は正規様相論理になるという特別な性質を持っていた．つまり，条件 D2を満たさ

ないような証明可能性述語 Prr(x)を様相論理を用いて分析する際には， PL(Prr)が正規様相論

理ではない，つまり， PL(Prr)を分析するためにクリプキ意味論を用いることができないという

問題点がある． Solovayの定理の証明は，対応するクリプキモデルを算術に埋め込むというもの

であり，正規様相論理ではない PL(Prr)に対しては Solovayによる証明法をそのまま使用できな

い．しかし，クリプキ意味論に類似した関係意味論を持つような非正規様相論理もあり，それら

に対して Solovayの手法を拡張することで証明可能性論理を分析するという，筆者らによる次の

2つの研究を紹介する：

1．全ての証明可能性述語の様相論理 N

2.単調性条件 M を満たす証明可能性述語の様相論理 MN

4.1 全ての証明可能性述語の様相論理

古典論理にネセシテーションのみを加えることで得られる論理 NがFitting,Marek, and Truszczy丘ski

[12]によって導入されている．

定義 4.1（様相論理 Nの公理と推論規則）．様相論理 Nは次の公理と推論規則で公理化される：

公理恒真式のみ．

規則モダス・ポネンス A A→B とネセシテーション｝＿
B □A. 

4[23]において実際に証明しているのは KB芦PL(Prr)かつ K5¢ PL(PrT)という主張だが，定理 3.33の証明と

同様の方法で，ここで述べた形に強めることができる．
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全ての証明可能性述語に共通の性質としては「T卜P⇒T卜PrT(「か）」というものがあり，こ

れは様相論理におけるネセシテーションに対応する．すなわち，次の命題が成立する．

命題 4.2.全ての証明可能性述語 Prr(x)について， N<;;: PL(Prr)である．

では，全ての証明可能性論理の共通部分は Nに一致するだろうか． MFを様相論理式全体の集

合とすれば，論理 Nは次の関係意味論を持つ．

定義 4.3(N-モデル）．（W,｛勺｝AEMF,11--)が N-モデルであるとは，次を満たすことをいう：

.wは空でない集合．

•各 AE MFに対して， -<Aは W 上の二項関係．

• II--は各 wEWにおける充足関係で，特に

wll--□A:{=⇒¥/xEW(w-<AX⇒x 11--A). 

定理 4.4(Fitting, Marek, and布 uszczynski[12]). Nは N-"f:デル全体に対して健全かつ完全で，

更に有限モデル性も持つ．

この結果を用いて，次を示すことができる．

定理 4.5(Kurahashi [27]). PL(Prr) = Nとなる刃1証明可能性述語 Prr(x)が存在する．このこ

とから，

N ＝仰PL(Prr)I Prr(x)は Tの証明可能性述語｝

が分かる．

更に Nのいろいろな拡大論理を導入する．

定義 4.6(Nの拡大論理）．

• N4 = N +（口A→ロロA)

--,A 
• NR = N + --,□A 

• NR4=NR+（口A→□□A) 

論理 N4,NR, NR4はそれぞれ D3を満たすが D2を満たさない証明可能性述語， Rosserの

証明可能性述語， D3を満たす Rosserの証明可能性述語に対応する．そして，それぞれの論理に

ちょうど対応する証明可能性述語が存在する．

定理 4.7 (Kurahashi [27]). PL(Prr) = N4となる I:1証明可能性述語 PrT(x)が存在する．この

ことから，

N4 = n{PL(Prr) I Prr(x)は D3を満たす証明可能性述語｝

が分かる．

定理 4.8(Kurahashi [27]）．各 LE{N4, NR4}に対して， PL(Prり） ＝ L となる Rosserの証明可

能性述語 Pr¥(x)が存在する．このことから，次が分かる：

• NR = n{PL(Pr¥) I Pr¥(x)は Rosserの証明可能性述語｝，

• NR4 = n{PL(Pr¥) I Pr¥(x)は D3を満たす Rosserの証明可能性述語｝．

特に論理 NRは Shavrukovの二重様相論理 GRの△断片に対応する論理であることが分かる．

また， NR4に対応する結果は Araiの定理 2.11の拡張である．



118

4.2 単調な証明可能性述語の様相論理

A→B 
様相論理 Nに単調性 を規則として加えることで得られる論理 MNとその拡張論理

□A→□B 
について考える．

定義 4.9（様相論理 MNの公理と推論規則）．様相論理 MNは次の公理と推論規則で公理化される：

公理恒真式のみ．

規則モダスポネ‘
A A→B A→B 

./ス• A と単調性 とネセシテーション一一
B □A→□B □A. 

A→B 
単調性規則 は第 2節において導入した単調性条件 M に対応し，次が容易に確認

□A→□B 
できる．

命題 4.10.単調性条件 M を満たす全ての証明可能性述語 P万 (x)について， MNこPL(Prr)で

ある．

様相論理 Nの場合と同様に，単調性条件を満たす証明可能性述語の証明可能性論理全体の共通

部分が MNに一致するかどうかが問題となる．単調性規則を持つ様相論理は次のような自然な関

係意味論を持つ．

定義 4.11(MN-モデル）．（W,--<,I卜）が MN-モデルであるとは，次を満たすことをいう：

.wは空でない集合．

・ペは W とP(W)¥ {0}の間の二項関係で次を満たす：任意の wEWとV,UEP(W)に

ついて，

w--<V&V~U ⇒ w--<U. 

● I卜は各 wEWにおける充足関係で，特に

w|トロA:{=⇒VVE P(W)(w--< V⇒ヨyE V(y I卜A)).

実はここで定めた MNモデルは MNを妥当とする近傍フレームを持つモデルと等価であり，そ

のことから次が分かる．

定理 4.12(Chellas [10]を参照）． MNは MN-モデル全体に対して健全かつ完全で，更に有限モデ

ル性も持つ．

この結果を用いて，次が成立する．

定理 4.13(Kogure and Kurahashi [19]). PL(Prr) = MNとなる， M を満たす I:1証明可能性述

語 Prr(x)が存在する．このことから，

MN= n{PL(Prr) I Prr(x)は M を満たす証明可能性述語｝

が分かる．

論理 Nの場合と同様に， MNにいろいろな公理を加えることで得られる拡大論理を考える．

定義 4.14(MNの拡大論理）．



119

• MNP = MN＋吋□..l

• MND = MN十→（口AA□,A)

更に MN,MNP, MNDに公理□A→□□Aを加えて得られる論理をそれぞれ MN4,MNP4, MND4 

という．

条件 D2を満たさない証明可能性述語 Prr(x)に対して，無矛盾性を表す Co町と Confは

一般には同値ではなかった．非正規様相論理においてもそれぞれに対応する公理 p:,□..lと

D:,（□AA口,A)は一般には同値ではなく，それぞれを MNに追加した論理を考えることで，こ

れらを区別することができる．

N の拡大論理と同様に，これらの論理に対応する ~1 証明可能性述語を取ることができる．

定理 4.15(Kogure皿 dKurahashi [19]). PL(Prr) = MN4となる， M を満たす均証明可能性

述語 Prr(x)が存在する．このことから，

MN4 = n{PL(Prr) I Prr(x)は M とD3を満たす証明可能性述語｝

が分かる．

定理 4.16(Kogure and Kurahashi [19]）．各 LE {MNP, MNP4, MND}に対して， PL(Pr伊） ＝ L 

となる， M を満たす Rosserの証明可能性述語 Pr¥(x)が存在する．このことから，次が成り立つ：

• MNP = n{PL(Pr¥) I Pr¥(x)は M を満たす Rosserの証明可能性述語｝，

• MNP4 = n{PL(Prり） IPrり(x)は M とD3を満たす Rosserの証明可能性述語｝，

• MND = n{PL(Pr¥) I Prり(x)は M を満たし，その Confが Tで証明できる Rosserの証

明可能性述語｝．

特に MNP4に対応する結果は定理 2.13の拡張である．

定理 2.14より Prr(x)が条件 M とD3を満たせば TJ.L Confであり，したがって定理 4.16

とは異なり次が成立する．

系 4.17.証明可能性述語 Prr(x)が条件 M を満たせば， MND4</:_ PL(Prr)である．

他方， PrT（叫が M を満たすことは MNこPL(Prr)であることの十分条件ではあるが必要条

件ではないことを考えれば，次の問題が提起できる．

問題 4.18.MND4 <;;; PL(Prr)となるような証明可能性述語 Prr(.r)は存在するか？

この問題は第 2不完全性定理の一種である定理 2.14の仮定をどこまで弱められるか，という問

いであり，本研究におけるそもそもの問題意識からすると非常に興味深いように思われる．

今回考えてきた問題 A とBについては研究の余地が大いに残されている．問題 Bについては，

例えば近傍意味論などの関係意味論ではない意味論を持つ論理に対して分析を適用できるか，と

いう問いが次に考えるべきものかもしれない．具体的には次の非正規様相論理 ENやその拡大論

理がその例に相当する．

定義 4.19（様相論理 ENの公理と推論規則）．様相論理 ENは次の公理と推論規則で公理化される：

公理恒真式のみ．

規則モダス・ポネ‘
A A→B A⇔ B A 

../ス と とネセシテーション一一
B -□A+-+□B DA. 

問題 4.20.PL(Prr) = ENとなるような証明可能性述語 Prr(x)は存在するか？
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