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実験数学を教育から研究までやってみる

国立情報学研究所横山軍俊

Shigetoshi Yokoyama, National Institute of Informatics 

1 はじめに

実験数学［1]についての適用事例は，近年クラウドコンピューティングをはじめとす

る情報基盤の普及とともに，さらに広がりを見せている [2,3, 4, 5]. 

筆者は実験数学の実行環境として，国立情報学研究所が中心となって開発が進んでい

るCoursewareHub[6,7]と呼ばれる JupyterNotebook実行基盤を活用して計算機実験に

よる教育実践を行なって来た [8,9, 10]. 
これまで筆者は，群馬大学で実施した講義「コンピュータネットワークとセキュリ

ティ」，「セキュリティ特論」の中で，暗号技術の基礎を学ぶ教育実践ついて，筆者が定

めた実験数学の枠組みに沿った形で，実習的実験より始め，発見的実験，検証的実験と

いう各段階を経由して定理の証明に至る部分に焦点をあて報告した [11,12]. 
さらに，より研究に近い実験数学，すなわち「もっとやってみる」の領域を対象とし

た実験数学の事例についても報告した [13]．研究に近い領域と設定するため，必然的に

実験数学環境も研究領域で用いられているものに類似したものを用意する必要がある．

研究領域で用いられている実験環境の共有を目指した取り組みには，実験で用いられた

ソフトウェアやデータの共有 [14]，また実験の成果であるデータの共有 [15]など様々な

ものが存在している．

一方，データ中心型の研究手法が普及している中，オープンサイエンスの推進が叫ば

れ，研究の再現性の確保が課題となっている．そのため研究データや研究ソフトウェアの

オープン化と共に，その研究データを使った実験の再現性確保策として，実験を Jupyter

Notebookなどにより実行可能なドキュメントとして保存する提案がなされている [16].

オープンサイエンス推進の目的の中には，研究成果の教育への展開が含まれている．

数学教育においても，再現性と共に提供される研究実験環境を教育目的で活用する時代

がやってくると考えることができる．筆者は，数学分野における既存のデータやソフト

ウェアの共有を目指す取り組みを参考にしつつ，数学分野以外も対象に進むオープンサ

イエンスの推進の枠組みを実験数学環境構築へ適用することを試行している．

先行研究で報告した，「教育での実験数学」と「研究での実験数学」の経験から，この

試行の一つとして，教育と研究という二つの領域を一続きの実験数学として連結するた

めの取り組みを始めたので，その取り組みの枠組みとこれまでの実践内容について報告

する．
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まず研究では，オープンサイエンスの推進のために研究データ公開やその研究データ

を処理するためのソフトウェアおよびソフトウェアの実行環境に関する情報の流通が議

論されている．国際的にも実際それらの議論をもとにして研究管理基盤の構築が進んで

いる．

数学の分野においても，例えばarXivにpreprintを投稿すると同時に，関連する実験

のコードやデータを githubなどに置き PapersWith Codeというサービスで論文とそれ

らをリンクすることが始まっている．図 1にその事例を示す．この事例では， arXivの

登録されたヒルベルトの第 12問題に関連した論文 [17]の中で参照されている事実を確

認するための Sageで記述されたプログラムがPapersWith Code[18]経由で参照できる．

a rXi V + [11111] Papers With Code 
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図 1:arXivとPapersWith Codeの組合わせによるオープンサイエンス推進例

一方教育においても，オープンエデュケーションの流れとして OpenEducational Re-

sources (OER)やMassiveOpen Online Courses (MOOCs)などの推進に向けた活動が

続いている．図 2にその事例を示す．この事例では，初等整数論のオンライン教科書

"Elementary Number Theory: Primes, Congruences，皿dSecrets", William Stein[19]と

連動して，例えば素数分布に関する実験を行うための Pythonで記述されたプログラム

などが公開されている [20].
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Elementary Number Theory: 
Primes, Congruences, and Secrets 
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図 2:オンラインテキストと githubによるオープンエデュケーション推進例

3 課題

研究，教育ともにオープン化が活発に議論され，いずれの領域においても官民学で連

携してオープン化を推進しようとしている．しかしながら，研究と教育，それぞれの領

域で別々にオープン化を推進していて，筆者が知る限り，領域間の連携についての関心

がまだ低い状況にある．従来の研究と教育は図 3に示すように緩やかな連携を持ってい

た．人は教科書などで学び，その延長として論文で既存の研究を学び，その後自らの新

しい研究を行う．また，研究の成果は緩やかに教科書など教育資源に反映される．

研究と教育のオープン化を推進する際に，それらの間の連携を積極的に視野に入れた

活動をして行く方法を見つけることを課題として設定した．

4 解決策

今後，研究と教育のオープン化が本格化すれば，それぞれのオープン化を支えるため

のプラットフォームが普及すると同時に，その上で生成・活用される資源・コンテンツ

も増加する．これらを教育と研究をまたいで活用するためには，それらの普及が本格化

する前に，まず両者のプラットフォームを図4の例のように共通化できる部分を戦略的

に増やす必要がある．

その上でさらに，教育のオープン化で作成されるコンテンツと研究のオープン化で作

成されるコンテンツをできるだけ関連づける．このことで教育から研究への移行がス
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図 3:従来の研究と教育の連携

ムーズになるし，最新の研究に沿った教育コンテンツを作り易くなる．そのような教育

コンテンツを使った教育を受けた人材が研究を行うことで，そのフレームに沿った研究

がなされ，それでまた教育へ転移できるコンテンツがオープンサイエンスの動きにより

促進される．

教育 研究
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一図 4:教育と研究のプラットフォームの共通化例

このサイクルを実現することで図5に示す様に①新しい研究成果の教育への速やかな

活用を進めることが可能となる．また，逆に②教育で活用したものを研究環境でも活用

する流れも可能となり，教育で培われたリテラシーが直接的に研究の場で活用できる．
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図 5:教育と研究のコンテンツ流用サイクル

5 オープン化に関する教育と研究の連携例

前章で述べた枠組みにもとづいて実施した実験数学に関する教育から研究までの連携

例について紹介する．本事例は素数分布に関連するもので，概要を図 6に示す．

研究レベルの実験数学として，大域体における素イデアルの偏りについての現象を

深リーマン予想との関係で説明した論文 “Chebyshev'sBias against Splitting and Prin-

cipal Primes in Global Fields" [21]のAppendixに記載されている数値実験の再現と，

Appendixに記載されていないけれど論文本文中で述べられている偏りに関する数値実

験を実施した．この際利用したプログラムは [22]に公開されている．

教育レベルの実験数学としては，背景で述べた初等整数論のコンテンツで実行できる

実験数学を用いている．また，それらの共通プラットフォームとしては実験実施環境と

してデータ活用社会創成プラットフォーム mdx[23]を使用し，その各ノード上にコンテ

ナ技術を用いて構築した JupyterNotebook実行環境を利用している．

以下に実践内容について説明する．

5.1 実験準備

データ活用社会創成プラットフォーム mdx上に 5コンピュートノード (152core, 

243.44GB mem/node)からなる実験環境を図7のとおり構築した．各コンピュートノー

ドには様々な大域体における偏りを計算するためのプログラムを配置し，必要に応じて

必要なノードやコアを使って並列に実行できる構成とした．さらに，各コンピュートノー

ドでの計算に共通に必要な素数表などのデータはオブジェクトストレージ上に配置し，

偏り計算の結果の保存にもオブジェクトストレージを活用した．

素数分布に関する実験を数多く実施するので，実験準備の一つとして比較的大きな

素数表 (10の14乗まで）を生成し実験時に参照するために mdx内にある S3準拠の

オブジェクトストレージに格納した． 10の8乗までの素数をそれぞれ8bytesunsigned 

integerで表現した表をhttps://s3ds.mdx.jp/prime_tables/prime_Oという名前のオ
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ブジェクトとして格納し，それ以降の素数も 10の8乗幅に同等に分割して，それぞれ

順にhttps://s3ds.mdx.jp/prime_tables/prime_1などという名前のオブジェクトと

して格納した．全体で 10の6乗個のオブジェクトに分割して， 20TB程度の素数表を作

成した．これらのオブジェクトは上記 URLで公開されているので，これ自体もオープ

ンデータとして他の教育や研究での活用が可能である．

また，論文の中で扱われている各種の大域体における素イデアルの偏りに関する実験

を実行ノードを分けて並行して行えるようにした．ここではそれら実験の中で標数0の
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例の一つである有理素数の虚2次体拡大での素イデアル分解においての偏りに関する現

象を確認するための実験について説明する．その他の実験については [22]を参照願い

たい．

5.2 実験実施

実験は， “実験数学を JupyterNotebookでもっとやってみる [13『'で説明したような

パラメータ管理と並列実行管理の仕組みを利用し実施した．パラメータ管理表の例を図

8に示す．図 8のB欄は虚2次体の判別式を示し， C欄は虚2次体の類数を示す．この

類数が偏りの度合いに関係する． F欄は計算する範囲を示す． G欄は並列実行する際に

使用する最大コア数を管理する．実行ステータスはG欄で管理し、例えば “d'＇は実行完

了(done)を意味する．パラメータ管理と並列実行管理詳細は上記先行研究 [13]を参照

願いたい．
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-3231019915 -3231019995 9 0 39424 10̂90 900 d 2022-“'-07 21:a]：40.423953+09:OO 
-92 -88 9 0 9 10̂90,OO  d 9029-OO-09 22:S9:34.340997↓OO:OO 

-23 -23 9 0 3 90̂90 900 d 2022-OO-O• OO:52:99.992199+09:OO 
-29 404 9 0 9 10^90,OO  d 9029-OO-0909:49:09.89359+09:OO 

-29 -999 2 0 9 10̂10 100 d 20294妬

-30 -920 3 0 4 10̂90 900 0 2022-OO-O• OO:22:25,020999+09:OO 
-39 -39 9 0 3 10̂90 900 d 2029-00-09 0:93:3055652+09:OO 

-905 -420 4 0 9 10̂91 100 n 

-9155[- -1955 鳴 0 9 10̂99,OO  n 

-9501S -lSO95 5 0 96 90̂99,OO  n 

四 5255| -2552S5 9| 0| 2% 90̂91 900止
s -95095 5 0 

| 
% 90̂ 99,OO  W - --- --- - - -- ~ - -

図 8:虚2次体の実験のために利用したパラメータと並列実行管理表

各パラメータ毎に図9に示す JupyterNotebookが呼ばれ計算実行する．今回は Sage

で記述したプログラムが実行され，指定した範囲の計算が完了後計算結果をグラフ化し，

その情報をオブジェクトストレージに書き出す．

5.3 実験結果

いくつかの判別式に対する計算結果について図10に示す．論文で深リーマン予想を仮

定した際に想定される素イデアル分解の偏りと計算結果はこの範囲では確認できている．
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図 9:虚 2次体の実験のための JupyterNotebook 

6 考察

今回の連携例では，教育側のコンテンツは既存のものを想定して，その連携先として

の研究側の実験を構成することに注力した．このため，一定の連携性を実現できたもの

のさらにスムースな連携を実現するためには教育側のコンテンツについて研究側での知

見をもとに再構築することが考えられる．具体的にはマルチコアを前提とした並列計算

の仕組みを活用することやパラメータ管理と並列実行管理の仕組みの遥用などである．

さらに，教育側のコンテンツをさらに初等的なものから出発する方向も考えられる．

ハイブリッド実験数学をやってみる [24]で説明したように，身体的な実験数学から始め

て，最新研究までをオープンな世界から連携させることもあり得るであろう．

7 謝辞

論文 “Chebyshev'sBias against Splitting and Principal Primes in Global Fields"の

Appendixに記載されている数値実験の再現と， Appendixに記載されていないけれど論

文本文中で述べられている数値実験を実施にあたって，この論文の著者の一人である島

根大学総合理工学部数理科学科青木美穂教授に常に有益な助言をいただけたこと

に感謝いたします．このご協力がなければ， 5章で説明した実験数学は実現できません

でした．
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図 10:実験結果の一部
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