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1. はじめに：オルンシュタイン＝ウーレンベック過程

本稿では，京都大学数理解析研究所の共同研究（公開型）として 2022年 9月 7-9日に開催さ

れた研究集会「ファイナンスの数理解析とその応用」での著者らの講演発表内容の一部，とりわ

け河川流量の長記憶性のモデル化に焦点を絞って概説する．本稿の目的は，このモデル化のアイ

デアを紹介することである．本稿は河川流量という固有の対象に関わるものであるが，ファイナ

ンスや保険等，全く異なる研究分野に現れる長記憶過程についても数理的に深く通じるものが

あると期待できる例えば，長記憶性が議論となるファイナンス分野の例としては，資産価格の

ボラティリティ等が挙げられる[1-3].

環境プロジェクトの策定においては，環境を支配する変数に対して数学的記述を与えて観測

データからモデルを同定する，すなわち情報から知識を導くことが重要である．著者らは，河川

という人間にとって身近であり持続可能な開発において欠かすことができない役割を担う固有

の環境を対象として，環境プロジェクトの策定や最適化に関する研究に従事してきた．河川の環

境を支配する変数のひとつが流量（単位時間あたりに河川断面を通過する水量）である．河川に

おける流量の増減は降雨等の確率論的な擾乱に駆動されることから，既往研究では流量を確率

過程として解釈した数理モデル化が行われてきた[4-5].

多くの既存モデルでは，流量をジャンプ駆動の確率過程と見なしている最も簡素なモデルは，

1次元の定常オルンシュタイン＝ウーレンベック (OU)過程として理解できる：

ふ＝［~exp(-p(t-s)）叫， tE股 ． (1) 

ここに， Xは流量， tは時刻， p>Oは回帰速度， Lは実軸上に拡張されたレヴィ過程[2]である．

流量が非負値，すなわち河道における水の逆流を想定しない場合は， Lとしては正のジャンプの

みを持つレヴィ過程を考えることが自然である． OU過程については，様々な統計量を解析的に

得ることができる．例えば， Xの自己相関係数は以下のように指数関数として与えられる：

Cor(X,,Xt+h) = exp(-ph), h ;::>:O. (2) 

ここに， hは遅れ時間である．しかしながら，実際に得られる流量の時系列データは指数関数よ

りも遅く [6-7]，例えば以下のように代数的に減衰することが確認されている：

Cor(Xt,Xt+h)＝[1+1¢h]a-l, hこ0. (3) 
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ここに， a>lおよび/3>0は定数パラメータである．とくに，自己相関係数のh凶0についての

積分が発散する場合，その確率過程は長記憶性を持つという [8]:

「Cor(x,, x,+h)曲 ＝ 四 → Xは長記憶性を持つ．

゜
(4) 

すなわち，積分が発散するほどに自己相関係数の遠方h= -t-ooでの減衰が遅い確率過程は長記憶

的である．式(3)ではaE (1,2]の場合に長記憶性が発現する一方，式(2)ではこれが一切生じない．

このことから， OU過程は長記憶性を有する時系列データに適用できないことがわかる．実際に，

日本の山地河川における 1時間毎の流量時系列データからはa=l.75が得られている[7].

OU過程は解析的な取り扱いが容易なモデルであることから，その利便性を確保しつつも長記

憶性を有するモデルヘと拡張することは工学的に重要性が高い．次節で論じる OU過程の拡張

が，まさにその事例に該当する．

2. 重ね合わせオルンシュタイン＝ウーレンベック過程

本節では， 自己相関係数(3)を事例として OU過程を拡張する方法論を紹介する．本来は数学

的に込み入った議論が必要になるが，前述のように本稿の目的は方法論のアイデアを紹介する

ことである．そのため，数学的な詳細については文献を参照されたい[2,8-10]. 

式(3)の右辺は完全一様 (Completelymonotone)であることから，ラプラス変換の要領で指数関

数を用いた積分

[1+1/Jh]al =［f。四Pa-2exp(-i位］―lf。匹pa-lexp(-i Jexp(-ph沖

=［fユ凡，p（西［「土(p)exp(-phJlp 
° P ° P 

(5) 

として壽き直すことができることに加えて，有限個の指数関数の重ね合わせとして任意の精度

で近似することができる：

〔1＋l¢h]a-1=〔f。];Pa,p(p加］―lf。匹；凡，p(p)exp(-ph枷
(6) 

n 

→こb,exp(-a,p) 
9=1 

ここに， Pa,p(P)は次数aかつ形状パラメータfJであるガンマ分布の確率密度関数， nは自然数，

{a,｝厨nおよび{b,｝区9<nは正数列であり，一般性を失わずに前者は狭義単調増加であると仮定する．

OU過程の自己相関係数が単一の指数関数(2)で与えられること，ならびに自己相関係数の減衰

速度が回帰速度に一致することに注意しながら式(6)を眺めると「代数的な減衰に対応する自己

相関係数(3)を再現するためには，互いに独立した OU過程を足し合わせれば良いのではないか」

という発想に辿り着く．さらに，足し合わせる OU過程の数nを無限大に飛ばすことで，長記憶

性を有する新しい確率過程が得られることが期待される．その際，無限個の足し合わせをどのよ

うに数学的に解釈するべきかが肝要となる．

上述したモデル化の発想を数学的に実現するための道具が，（可算）無限次元の Levy過程に

対応する数理概念となる Levybasesである[10]．本稿では Levybasesをレヴィ基底と訳す．本稿
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で論じるような l変数レヴィ過程に基づく場合，レヴィ基底は以下で与えられる．ただし，以下

で示す定義は文献[10]のDEFINITION2.1に基づ<. lIB((O,+oc)xlR)は（0，十oo)x股上のボレル 6代

数をあらわず

定義（レヴィ基底）

性質(a}-（C)を満足する実数値確率変数の族A={A(B):BE匝((o,＋叫XR)}をレヴィ基底と呼ぶ

(a) A(B)の分布は任意のBE屈((O,+oc)x股）に対して無限分解可能である．

(b)任意の nEN と任意の互いに素な集合 B1,B29…,BnElIB((o,+oc)x股）に対して，確率変数

A(B1),A(B2),…，A(Bn)は互いに独立である．

(c)任意の互いに素な集合 {B,｝,＝1,2,3，であり条件 B1ElIB((O,＋吋x股）（ iEN )および

UB, EB(（O,＋叫 違 ）を満足するものについて，苫A(B,）がほとんど確実に収束するととも
iEN 

にA(UB,］＝心(B,)となる．
,eN ,＝1 

上記定義の性質(a)について「無限分解可能」とは，誤解を恐れずに述べると測度としての自分

自身をある測度の畳み込みとして再現できることを意味する．これは，レヴィ過程が有する顕著

な性質のひとつである．性質(a)により，性質(b)から互いに素な集合B1,B2,…,BnE四((o,+oo）x良）

に対して A{B1),A{Bi),…,A(Bn)を互いに独立したレヴィ過程のように理解できる．その際，性

質(c)がA(B1),A(B2),…，A(Bn)の総和の収束性を個数nが無限大の場合においても保証している．

以上のように， レヴィ基底は加算個の互いに独立したレヴィ過程の和をあらわす数理モデル

の候補である．ただし，無限分解可能な確率過程はレヴィ過程よりも広範囲の確率過程を含むた

めに未だ抽象的であり，応用上は不便である．レヴィ基底についてさらに次式の性質[10]を要求

すれば，レヴィ基底がレヴィ過程の性質を踏襲するものであることがより具体化される：

凹[exp(iuA{B))] = exp(<fJ{u)Il{B)), u E lE., BE『((o,+oo）XJR). (7) 

ここに， iはi2=-1を満たす虚数単位， Eは期待値， I1はある正値確率変数の確率測度冗と 1次

元ルベーグ測度の直積である．また， oは 1次元の有界変動で正のジャンプのみを持つジャンプ

型レヴィ過程Lの特性関数の指数部に対応し，次式で与えられる：

rp(u)=f。匹(exp(iuz)-l)v(clz), UE股． (8) 

ここに， vはLのレヴィ測度である．以下では，式(7)を満足するレヴィ基底のみを考える．

以上の準備のもとで， supOU過程 (superpositionof OU processes) を定義することができると

ともに，これが前節で述べた長記憶性を有し，なおかつ OU過程の利便性を兼備するモデルであ

ることを示すことができる．著者らが知る限り supOU過程の日本語訳が無いが，例えば「重ね

合わせオルンシュタイン＝ウーレンベック過程」と訳すことができよう．

さて，まずは次式で有限次元版の supOU過程を定義する．

ぷ＝吝[exp(-p, (t-s))dL、,s, tE良 (9) 
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ここに， 正数列{P；}匹 <nは回帰速度に対応する狭義単調増加な正数列，ム，ム，…，Lnは互いに独立

したレヴィ過程であり， Lのレヴィ測度は正数列{c} た戸，1<‘<n -二しLC;=1を用いてc,vで与えられ

る．レヴィ基底の定義ならびに式(7)を鑑みると，正数列{c,｝区9Snが確率測度がこ対応し，正数列

{p,｝区i<nは集合列{B,}にi<n （の一部分）に対応することが示唆される．式(9)で与えられる Xは確

率 lで非負であり，その定常統計モーメントは線型常微分方程式系を解くことで解析的に得る

ことができる例えば，

n 

平均： E［刈＝M1こ丘
曰 Pi

および 分散： IB[(x 叩
l¥2 M2  n c i ― [x, 」)]＝―〗.....!....

2 i=I P, 
(10) 

匹

である．ただし， Mk=f凸 (dz)＜十oo (k=l,2,3,…）を仮定している．より高次のモーメント

については，例えば文献[7]を参照されたい．また，式(9)で与えられる Xの自己相関係数は

Cor(X,,X…)＝（ど］―l立exp(-p;h),
i=l Pi i=l Pi 

h~O (11) 

である．

さて，式(11)にあるとおり，式(6)最右辺のように指数関数の有限和の形となる自己相関係数を

得ることができた．そのため，正数列｛凡｝図<nおよび{c;}l<、<nを適切に選択することで，式(6)最左

辺にある代数的な減衰に対応する自己相関係数が得られるのではないかと期待できる．すなわ

ち，有限次元 supOU過程がn→-t-ooの極限で何らかの自明ではない確率過程に収束することが期

待できる．実際に，正数列{p,｝固<nおよび{Ci L<i<nを適切に選択することで，式(9)のX が次式で

与えられる確率過程Z, すなわち supOU過程に法則の意味で収束するようにできる．

z,=［。西Lexp(-p(t-s))A(dp,ds), t E良 (12) 

ここに，式(12)右辺における外側の積分は阿帰速度p, 内側の積分は時間sを対象としたもので

ある．式(12)右辺は，レヴィ基底の性質から無限次元確率過程の積分として理解できる．すなわ

ち，形式的には測度値の OU過程

z,(dp)= [exp(-p(t-s))A(dp,ds), tEJR. (13) 

を回帰速度p>Oについて積分したものとして理解できる，ただし，ここでの積分の意味は通常

の実数値関数の積分ではなくレヴィ基底の意味である[10].

supOU過程の有限次元近似は応用上有用である．そのためには，式(9)と式(12)の特性関数が厳

密に得られることに注意しつつ，確率測度冗を離散測度こc,8(P-Pi)で近似すればよい［11-12].

ただし，正数列{p,｝区/Snは任意に決定しても良いわけではないまた，確率測度冗も任意には取

ることは許されず，少なくとも条件

I+oo上冗(dp)<+oo
0 p 

(14) 

を満足する必要がある．すなわち，原点p=O近傍で確率測度冗がある程度強い正則性を有して
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いる必要がある．このことは，有限近似の統計モーメントの表現式(10)からも示唆される．

以上のように無限次元確率過程を有限次元確率過程で近似する方法は，マルコフリフト

(Markovian lift) と呼ばれる．確率測度としてとくにガンマ分布冗＝Pりを選ぶと，自己相関係

数(3)が得られる：

Cor(Z,,Z、+h)=(i□い (p)dpr l四上exp(-ph)Pa,p(P)dp=(~r1, hzO. (15) 。p 。pl+fJh

ここでも，条件(14)の必要性を理解できよう．本稿には示さないが，各次統計的モーメントも解

析的に得られる．

さいごに，注意すべき事項として supOU過程はそれ単体ではマルコフ過程とはならない．

supOU過程を構成する各 OU過程の値がわからなければ，その璽ね合わせである前者の値もわ

からない．また， supOU過程の値がわかったとしても，これを構成する各 OU過程の値はわから

ない．有限次元近似の場合 (n>I) にも同様の問題が生じる． supOU過程をマルコフ過程の見

地から論じるためには， supOU過程そのものに加えてその構成要素となる OU過程すべてを考

慮した連立確率微分方程式系を考える必要がある．

3. おわりに：課題と展望

本稿では，重ね合わせオルンシュタイン＝ウーレンベック過程 (supOU過程）について，著者

らの研究バックグラウンドに依拠する限られた立場からではあるが概説した． supOU過程によ

れば，河川の流量に限ることなく長記憶性を有する確率過程を解析的に取り扱うことができる．

とくに， supOU過程の各次統計的モーメントや自己相関係数の厳密な表現式が得られることが，

実データからモデルを同定する際に大いに役立つであろう．本稿には示さなかったが， supOU過

程の特性閲数が厳密に得られることから，その確率密度関数を特性関数のフーリエ変換により

得ることができる．実用上，差分法的な離散化を経たのちに離散フーリエ変換を行えばよい[12].

上述した利便性の一方， supOU過程は既存の確率制御間題の枠組みに必ずしも上手く適合し

ないことに注意する必要がある．まず， supOU過程は無限個の OU過程の重ね合わせであること

から，確率制御間題の最適性方程式であるハミルトン＝ヤコビ＝ベルマン方程式や前進後退確

率微分方程式の空間次元は，一般に無限大となる．この場合，最適性方程式の数学解析はできて

も工学的な間題における数値計算が困難となり得る．ただし，マルコフリフトのような無限次元

の確率微分方程式を有限次元近似する方法論を応用すれば，ある程度は問題を解決することが

できる．その際は，前節のように近似の意味について注意する必要がある． 2次制御間類等，最

適性方程式の解の形状があらかじめ想定できる場合は，方程式の次元を有次元にまで縮約でき

るようである．

マルコフリフトについては， supOU過程のサンプルパス生成に応用することが可能である．具

体的には，互いに独立しており所定の回帰速度を有する OU過程のサンプルパスを生成し，それ

らを足し合わせればよい[12]．その際のサンプルパス生成には，既存の汎用的な数値計算手法を

用いることができる．ただし，数値計算コストはマルコフリフトの自山度nに比例して増加する．

そのため，サンプルパスの時間方向の離散化誤差およびパス数が有限に留まることに起因する

統計誤差がバランスしたマルコフリフトの自由度選択が有効であろう．

さいごに， supOU過程は OU過程という線型の確率微分方程式の軍ね合わせで得られている．
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この重ね合わせについては，パラメータの適切なスケーリングを行ったうえで，アフィン過程

（とくに連続時間の移入あり分岐過程： Continuous-timebranching process with immigration) にも

応用できることが確認されている[13]．マルコフリフトについても同様に応用が可能である．
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