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連続時間モデルに基づく業績連動ストック・オプションの価値評価
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田中寧々 TANAKANene 1 

松本，大西，田中 [l]では，売上げや利益などの業績に権利行使の条件を付したストック・オプ

ションに対して，連続時間の株価と業績（強度） ［率］との結合確率過程に基づく価値評価モデル

を提案し，そのもとで，通常の金融オプションの価値評価のためのブラック・ショールズ価格式

に業績条件を組み人れた形式を持つ価格式を導出した．本報告では，業績強度過程をドリフト付

きブラウン運動からオルンシュタイン＝ウーレンベック過程へ，業績連動関数を断崖型から段階

型へ，と拡張した上で，（a)株価と業績との相関がストック・オプションの価値に与える影響につ

いての比較静学の解析結果，（b)モデルに含まれるパラメータの推定方法について報告する．

2.業績条件付ストック・オプションの評価モデル

リスク中立確率測度 Qが導入された適当な確率空間の上で，下記の確率モデルを考える：

連続時間恥+:= ［0,oo）上で企業活動がなされ，離散時間 I+:={O, 1,…}c賊＋において会計・財務

上の報告・開示がなされるものとする．ただし，簡単のため，単位時間を 1（年）として，時点 T-

1から時点 Tまでの時間区間 (T-1,T]を第 T期（間）と呼ぶ．ストック・オプションが付与され

る時刻を時点 0とする．

1本論文は，第 3著者の田中寧々が大阪大学経済学部に提出した懸賞論文，第 1著者の呂 思南

が大阪大学大学院経済学研究科に提出した修士論文に依っているが，彼らの現在の所属での業務

との関わりは無い．
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2. 1 株価モデル (St,t:?:0): 

ブラック・ショールズ・モデルと同様，時点 tでの株価名は幾何ブラウン運動に従うと仮定す

る：

幽＝戊dt+ crふdW/, t 2:: 0 

すなわち，

St= S。exp{(r —打） t+(J叫＝ S。e狂 t2:: 0 

あるいは，対数株価 Xt:= In St―lnS。しま

dふ＝ （r -国）dt十がdW/, t 2:: 0 

すなわち，

(1) 

(2) 

(3) 

ふ＝（r-抄）t+(Js四＝ μ炸＋叫屹 t ~ D (4) 

ここで (W/,t~D)は標準ブラウン運動， r~Dは連続複利での無リスク利子率， us> Dはボラティ

リティ・パラメータであり， μx:= r- — している． このとき， Wl~N(O,t)により，(J§ と

Xt~N(μxt,(Jgt) となる．

2. 2 業績モデル (Cn,n= 1,2,…） ： 

企業の業績は，通常，年度ごとや四半期ごとに開示される． この非連続的［離散時間的］な業

績を連続時間モデルによって表現するために，まず，日々の業績よりもさらに小さい微小区間で

の業績強度［率］過程を考える．時点 s;:: 0での業績強度を Ysとする．

松本，大西，田中［l]では，まずはドリフト付きブラウン運動を用いて，

dYs = μyds + aydW,r, s ~ 0 (5) 

すなわち，

Ys = Y。+μys+ ay叩， s~ 0 (6) 

とモデル化した．ただし（児Y,S~ 0)は標準ブラウン運動， Y。は初期値， μy,ayはパラメータであ

る．また 2つの標準ブラウン運動 (W/,t~ o), (WsY,s ~ o)の相関を PsYE [-1,1]とする，すなわ

ちdW/・ dW[ = PSYdtと仮定する．

つぎに， この業績強度過程 (Y5,s~ 0)から累積業績過程を，

h = J %ds=Jt(Y。+μys+a叩）ds, t~O 
0 0 

(7) 

で定義し，（Y5,s~O) に基づいて，第 n期の業績 Cnを以下のように定義した：
n 

Cn := In -ln-l = L~, Y5ds, n ~ 1 (8) 
n-1 

一方，本報告では業績強度過程として，ドリフト付きブラウン運動を（形式的には）拡張して，

下記のオルンシュタイン＝ウーレンベック過程 (OU課程，短期金利のバシチェック・モデル）

で記述する：

dYs = (a -bY5)ds + uydW,y = b ・（岸ーY5)ds + UydW,Y, s ~ 0 (9) 

ただし， a,b,uylまパラメータである (b= 0の場合が，形式的には， ドリフト付きブラウン運動と

なる）．
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この確率微分方程式は簡単に解くことができて，

a a s 

Ys = 5+ （Y。一i)e―bs+ 0Y f e―b・(s-u)d叫＝ μy(s)+ Uy f e―b・(s-u)d四， s：：：： 0 (10) 。 f:
を得る．ただし，

叫 s):= IE[Y5] =巴+（Y。― ~)e―bs, S ~ Q b.,-v b 

とする．先と同様この業績強度過程 (Y5,s砂）から累積業績過程を求めれば，

fYsds= f It= itY5ds =』（四(s)+ Uy i。e―b・(s-u) dv¥1sy) ds 

＝ ［附(s)ds+ 6Y[（f。se―b!s-U)dwUY)ds, tミ0,

を得る． ここで，確率的フビニ公式を用いれば，（12)式の最右辺の第 2項は

f/ （f/。e―b・(s-u)dwJ)ds＝し（fこe―b・(s-u)ds)dWJ = L:/Ct -u)dWJ 

と書ける，ただし，

1 
B(t)：＝ f e―bsds = ¼c1-e-bt), t ~ 0 

゜
b 

と懺いた． この関数 /3(・)を用いれば，

f附 (s)ds= f {i + (Yi。-2い｝ds=予t＋ （Y。一岸）f](t)
0 JO 

b. ¥ -v b 

と計算されるので，累禎業績過程 (It,tミ0)の表現：
t I rS 

It= f Y5ds =［砂）ds+ 6Y e―b・(s-u)dWJ) ds 

゜ a 

。 f。(f。 t)
a 

＝万t+（Y。-；）f](t)+ cry f f](t -u)dWJ凡 t~O

゜を得る．

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

最後に， この累積業績過程 (IS,Sミ0)を使って，第 n期の業績 Cnを以下のように定義する：

cn := ln -ln-1 =fn Ysds 
n-1 

a = ［-1四 (s)ds+ Uy [f/3(n-u)dWJ'-i。n-1/3((n-1)-u)dwJ] (l?) 

=5+(Y。 -~){/3 （n)-/3 （n-1)}

+uy[r/3(n-u)dWJ-i。n-1/3((n-1)-u)dwJ], n2::1. 

業績強度過程 (Y5,s2:: 0)はガウス過程であり，従って累積業績過程 (IS,Sこ0)も同様であるの

で，その確率法則は，平均関数：

叫 t):= IE[Jtl = IE [i。tYsds]＝ [IE[Yslds = f：附（s)ds=予t＋ （Y。一息）f](t), t 2:: 0 (18) 

と自己共分散関数：

鴫 t):= Cov［砂］ ＝ 6§ f。min(s,t}/3（s-u)・/3(t -u)du = <Yf『/3（s-u)・/3（t-u)du 

= 6名・戸・トー (/3(s)+/3(t))+~(/3(t-s) +/3~s+t))], 0:5s:5t<oo (l9) 
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によって完全に記述される． とくに，分散関数は

祖 t):=叫t,t) := Cov[Iぃltl= Var[Itl = aJ f {J(t -u)2du 

1 r 1 ゜
= 6t. 戸•トー 2/3(t) + ~ {3(2t)], t 2:: 0. 

また，対数株価過程 (X5,s2:: 0)と累積業績過程 Ut,t2== o)との（交差）共分散関数は

知 (s,t) := Cov[X叫＝ Ps四5CfyLmin{s,t} {J(t -u)du = PsY知 YLmin{s,t}~du 

=『で{s-e―pbs(：-6:;6/ e-b t[0=mlnP{sSYt;S叫s-e―b (t-s)f3(s)｝，゚。三 S三tb < 00, 

b {t-1 -;—b•t} = PsY:匹汀t-{J(t)}, 0 :5 t :5 s < 00 

と計算される．

(20) 

(21) 

これらから離散時間のガウス過程となる業績過程 (Cn,n~ 1)の平均関数，自己共分散閲数，分

散関数は，それぞれ

μc(n) := IE［叫＝ IE[JnJ-IE[Jn-il = μ1(n) -μln -1) 
a I a 

= 5+(Y。--）{{J(n) -{J(n -1)}, n ~ 1 
b 

(Jc;(m, n) == Cov[Cm心]= Cov[Jm -Im-v In -ln_1] 

= Cov[Jmふ］一 Cov[Jm,/n-il-Cov[Jm-l人］ ＋Cov[Jm-1'ln-1l 

]_(J>tn-m-1)1+ P(n-~)-½P(n-m+ 1) + ½P(n + m-2) 

-{J(n + m-1) 十 ~{J(n+m)], 〇：：：： m-l<m ：：：： n-l<n<oo
#（n)：= (Jc(n, n) = Var[CnJ = Var[Jn -ln_1] = Cov[In -In-i, In -ln_1] 

= Var[Jnl -2Cov[Jn-v In] + Var[Jn-1l 
= (Jl(n) -2(Jj(n-1,n) +(Jf(n -1) 

= (Jt 嘉 •[1-/3(1) +½{3(2n- 2)-{3(2n-1) +½/J(2n)], n ~ 1. 
と表現される．

最後に，対数株価過程(X5,S~ 0)と業績過程 (Cn,n~ 1)の（交差）共分散関数は

Uxc(s, t) := Cov[X5, C』=Cov[Xs,It -lt-il = Cov[Xs, I』-Cov[X5,lt_1] 
= uxls, t) -uxls, t -1), 0 ::;; sく oo;1::;; t < oo 

を計算することで求められる． とくに， s=t=Tのときは，

Uxc == Uxc(T, T) = Cov[Xr, lみ］＝ Cov[Xr,Ir -Ir_1] = Cov[Xr, Ir] -Cov[Xr, Ir_1] 
PsYOs6Y 

= uxlT,T)-uxlT, T-1) = ~{1- (/J(T)-/J(T-1))} 
b 

＝二{1-e-b•(T-1) -e-b•T 
~{1-~}, 1::s;T<oo 

と計算される．

2. 3 リスク中立オプション評価Pr,T~ 1: 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

まず，満期（行使日） Tを持ち，業績岱に下限Lの条件の付けられた断崖型業績連動ストック・
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オプションの価格PT(L)は， リスク中立評価公式により，下記の通りに計算される．

Pr(L) := IEIQ![e―rT g(Sr) ・ h(Cr)] = IE<~[e—rT[Sr -Kl+. 1{Cr>L)] = IEIQ![e―rT[Sr -K]+; Cr > L], (27) 

ただし，

g(Sy) := [Sy -Kl+ := max{ Sy―K,O} 

は通常のコール・オプションのペイオフ関数で

1, 
船）：＝ l{c戸 L)：＝｛。9

は（断崖 (cliff)型）業績連動関数である， ここで，

岱＞ L;

CT~ L 

IEQ[X;A]：事象 A上に制限された確率変数 Xの期待値， 2

r:無リスク利子率，

T：満期，

ふ：時点 Tにおける株価，

k：権利行使価格，

岱：第 T期における業績，

L:ストック・オプション行使のための業績の下限，

e―rT:現在価値への割引率．

3.業績条件付ストック・オプションの価格式の導出

(28) 

(29) 

第 2節でのモデルのもとでは対数株価 XTと業績 CTとは 2変量正規分布に従うことに注意す

る：

（ぢ）～N［（μμXCT}（9：窃）]= N [(μ;り(Pxc::：汀 Pxc6:；cり］ （30) 

ただし， axe,Pxcも所与の諸パラメータから導出される．そこで，式(27)を以下のように占き換え

る．

K¥ l _ / tK 
Pr(L) = S。IEQ［研T-TT；ふ＞ Inに），岱＞ L]-Ke―尺（均＞ Inに），Cr>L) (31) 

式(31)の最右辺を業績らについて条件付け，標準正規分布の累稜分布関数<l>(z)を用いて表現

すれば，ブラック・ショールズ・モデルによるオプション価格式と対比的に，

JOO In（角）＋μxT+（1-p記）6§T+Pxc碕（詈）
行＝L{ （ご＝）叫＝ S。<I>

xexp((μx-r)T +~；げ）咲T+Pxc碕(CTo-Cµり） （32) 

-Ke―TT中(In（令）＋μxT+Pxc硫（デ）□ )｝応(c,Jdc,

と表される，ただし，

2 期待値演算がリスク中立確率測度Qのもとでなされることを協調したいときにのみ詞l・］と明
示的に表記する．
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fふ）：＝土吋—乳叶u-Cµc「} (33) 

あるいは，相関Pxcの2変量標準正規分布関数叱(x,y;Pxc)を用いて，以下のようにも整理さ

れる 3: 

叫＝S。<I>2（In（：］；阪T+碕，μc6:L+Pxc碕，pXC)

-Ke―rT<I>2 (Inり誓□：L，pXC) (34) 

一般的な業績連動関数h（・）を持つ業績連動のストック・オプション価値評価公式：

PT= IE41[e―rTg（ふ）． h(CT)]. (35) 

において，段階的業績連動関数h：賊→賊が，例えば，

(i) 上下に有界；

(ii) 単調非減少；

(iii) h(-oo) := Jim h(C) = O; 
C→-OO 

(iv) 右連続，

であれば，ルベーグ＝スティルチェス梢分を用いて，

h(C) = L: dh(L) = L: l[C>L}dh(L) = fu賊 l[c>L}dh(L) (36) 

と書けることから，フビニの定理を用いて，下記の価格式を得ることができる：

PT=氏［e―rTg(ST). h（ら）］ ＝JOO%[e―rT g（ふ）・ 1妬＞L}]dh(L)= L:凡(L)dh(L). (37) 
-OO -CO 

4.パラメークの統計的推定

評価モデルにおける諸パラメータについては，まずは対数株価 (Xt,t~ 0)の（準）連続時間観測，

あるいは離散時間観測によってパラメータ 6sを推定したのち，離散時間での対数株価・業績

((Xn, Cn), n = 1,2,…）の同時観測により，業績強度過程の初期値 Y。，パラメータa,b, ay,そして PsY

を，原則，最尤推定法によって（数値的最適化手法を用いて）推定すれば良いが，実務上は，より

簡便な方法の閲発は今後の課題である．

5. ストック・オプション価格 PTの相関係数 PsYへの依存性

一般的なペイオフ関数g（・）と段階的業績連動関数 h（・）のもとでの業績連動のストック・オプ

ション価値評価公式：

PT = IEQ[e―rT g(Sr) ・ h(Cr)]. (38) 

に対して，下記の比較静学結果を得る．

3 吉羽要直氏（東京都立大学教授）より，相関を持つ 2変量正規分布の累積分布関数を用いた，

積分を含まない，簡潔な表現 (34)が可能であることを御教示頂いた．ここに記して感謝の意を

表する．



46

定理

可積分性に関する適当な正則条件のもとで，段階的業績連動のストック・オプション価格PTしま，

ペイオフ閲数g：賊→見，段階的業績連動関数h：罠→恥がともに非負値の単調非減少関数なら

ば，株価過程 (St,t2:'.0)と業績強度過程 (Y5,S2:: 0)とをそれぞれを駆動する 2つのブラウン運動間

の相関係数PSYの単調非減少関数である．

証明：付録参照

ロ

注：さらに一般的には，各期ごとの業績 C1,Cか••9 らについて，段階的業績連動関数

h1,h2,…，妬：罠→恥が設定されて，満期において

g(Sr) ・ h1(C1) ・ h2(C2) ・ ・・・ ・ hr(Cr) 

が支払われる業績連動のストック・オプションのリスク中立価値評価式：

IE≪l![e―rT g(Sr). h1(C1). h2（ら） •…•妬(Cr)l

においても同様の比較静学結果を得る．

6. 数値計算例

(39) 

業績条件付きストック・オプションの価値評価ついて，実データを用いた数値計算結例を得て

いるが，紙面の制約上，省略する．

7.謝辞

本研究は国際共同利用・共同研究拠点京都大学数理解析研究所の支援を受けている．また， 日

本学術振典会科学研究費助成事業（学術研究助成基金助成金）課題番号： 21H04399,課題番

号： 22K01573による支援も受けている．ここに記して感謝の意を表する．

参考文献

[1]大西匡光，田中寧々 (2021), 「連続時間モデルに基づく業績条件付きストック・オプション

の価値評価の方法」， 日本オペレーションズ・リサーチ学会 2021年度春季研究発表会アブス

トラクト集， 2021.

[2]株式会社プルータス・コンサルティング編 (2020), 「新株予約権等・種類株式の発行戦略と

評価：資金調達、インセンティブ、 M&A、事業承継での活用」，中央経済社．

[3]椎葉 淳，瀧野一洋 (2010), 「ストック・オプションの評価誤差：理論・実証研究からの示

唆」，名古屋商科大学総合経営・経営情報論集，第 54巻 2号， pp.89-107. 

[4] 田中寧々 (2020),「連続時間モデルに基づく業績条件付きストック・オプションの価値評価」，

大阪大学経済学部，懸賞論文， 2020年 1月．

[5] 中村慎二「新しい株式報酬制度の設計と活用ー有償ストック・オプション＆リストリクテッ

ド・ストックの考え方」中央経済社， 2017.

[6] 中村慎二「ストック・オプション評価上の問題～業績条件の取扱い」ディスクロージャー＆

IR, Vol. 15, pp. 1ー 10,2020年 11月．



47

[7]松本敏幸，大西匡光，田中寧々「連続時間モデルに基づく業結条件付きストック・オプショ

ンの価値評価」日本オペレーションズ・リサーチ学会 2020年度春季研究発表会アブストラク

ト集， 2020. 

[8]松本敏幸，大西匡光，田中寧々 (2021), 1連続時間モデルに基づく業績条件付きストック・

オプションの価値評価」，「ファイナンスの数理解析とその応用」，京都大学数理解析研究所

講究録， No.2173, pp. 73ー 94, 2021. 

[9] Bettis, J.C., Bizjak, J., Coles, J., & Kalpathy, S.. (2018), Performance-Vesting Provisions in 

Executive Compensation,JournalofAccountingandEconomics, 66 (1), pp. 194ー 211.

[lO]Hull, John C. (2015), Options, Futures, and Other Derivatives, 9th Ed., Pearson, 2015. 

[ll]Lyu Shinan (2022), Pricing of Performance-Vesting Employee Stock Options: Based on 

Variable Performance Conditions, Master Thesis, Graduate School of Economics, Osaka 

University, January, 2022. 

[12] Muller, A. (2001), Stochastic Ordering of Multivariate Normal Distributions, Annals of the 

Institute of Statistical Mathematics, 53 (3), pp. 567-575. 

[13]Ross, S. M. (1996), Stochastic Processes, 2nd Ed., Wiley. 

[14]Ruschendorf, L. (2013), Mathematical Risk Ana加is:Dependence,応'skBounds, Opt加 al

Allocations and Portfolios, Springer. 

[15]Tong, Y. L. (1990), The Multivariate Normal Distribution, Springer. 

[16]Wainwright, M. J. (2019), High-Dimensional Statistics; A Non-Asymptotic Viewpoint, 

Cambridge University Press. 

A. 付録 4

下記の共分散不等式は良く知られている（例えば， Ross[12]). 

補題A.1［共分散不等式］

Xを実数値確率変数とし， g：恥→訳を単調非減少関数， h：恥→恥を単調非減少（非増加）関数

とする． このとき，

Cov [g(X), h(X)］こ（::;;)0, 

すなわち，

叫g(X)h(X)]こ（::;;)IE[g(X)] IE[h(X)] 

が成り立つ，ただし，上記のすべての期待値は存在するものと仮定する．

上記の補題から直接的に下記の系を得る．

4付録で採用する記法（例えば， X,Y,等）は本文とは異なるので注意されたい．
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系A.1

確率ベクトル (X,Y)が相関 PxYE [-1,1]を持つ 2変量の正規分布：

(;) ~ N [（ご），（PxY66岳匹Y PxY(f6;6Y)］ 
に従うものとし， g,h:賊→恥を単調非減少関数とすると，

」{〗＞ 

PxY {=0のとき IE[g(X)h(Y)] {;} IE[g(X)] IE[h(Y)] 

が成り立つ［複号同順］．

証明：標準化

x-μx X-μx 
X':=~; Y':= 

6x 6x 

を行えば，

(;'.) ~N[(~),(p:y pり］，
すなわち，確率ベクトル (X',Y')は相関PxYを持つ 2変量の標準正規分布に従う．そこで，確率ベ

クトル (U,V)を無相関な 2変量の標準正規分布：

翡）～N[（ふ），（i『）l
に従うものとすれば，

（［d（外Px二戸い）
が成り立つ．したがって， PxY{＝}0のとき，

IE[g(X) ・ h(Y)] = IE [n(o:糾＋＜阪）小{pXYU+［い）］
＝こIEト［g(a糾＋μx)小{PxYU＋五二五｝＋μY)|］］
叶[IE[g（研＋μx)IV]・ IE [h（外叩U+[二元｝＋μy)Iv]]

=<IE[IE[g（のU＋μx)］ IEト（外PxYU＋［い）卜］］
= IE[g（叫l+μx)l・IE[IEト（外PXYU+［二日十μy)Iv]]

= IE[g(o:辺＋μx)]・ IEト（外恥U+[ご；祠＋μy)]= IE[g(X)] ・ IE[h(Y)]. 

ただし，第 3の等号（不等号） ［複号同順］は補題 4.1［共分散不等式］から成り立つ．

ロ

上記の系から，満期Tにおける対数株価 XTと業績岱とが確率的に独立［無相関］であるとし

た際のストック・オプションの価値評価

PT = IEQle―rT g(Sr) ・ h(Cr)] = IEq[e―rT g(Sr)] ・ IEq[h(Cr)], 
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すなわち，ブラック＝ショールズ式に連動業綾の期待値を乗じた値は，それらの相関係数 Pxcが

正（負）のとき，したがって，遡って，株価過程と業績強度過程それぞれを駆動する 2つのブラウ

ン運動間の相関係数 PsYが正（負）のときには，過小評価（過大評価）となることが分かる．

つぎの象限順序 (orthantorderings)の概念を準備する（例えば， Riischendorf[13], Tong [14]). 

これらの確率順序概念は，信頼性理論，極値理論，等の応用確率論，数理統計学の分野で，多変

量の確率ベクトルにおいて，それらを構成する確率変数間の（正の）確率的依存性の強さを比較

する際に用いられてきた．

定義A.1［象限順序］

n E N = l++ = {1,2,…｝とする． n変量の確率ベクトル X= (X1,...,Xn), Y = (Yi,…，Yn)に対して：

(1) ［上方象限順序 (UpperOrthant Order)] X :,;;uo Yが成り立つとは，

IP'(X1 > Z1,…，柘＞な）::;;IP'(Y1 > Z1,…，栓＞ ％）， vz = （z1,…,Zn) E訊

(2) ［下方象限順序 (LowerOrthant Order)] X :,;;[。 Yが成り立つとは，

IP'(X1 ::;; Zi,..., Xn :,;; Zn) ~ IP'(Y1 ::;; Zi,…,Yn:,;; Zn),'vz = (z1,...,Zn) E訊

(3) ［諧調順序 (Concordanceorder)] X :,;;c Yが成り立つとは， x:,;;uoyかつ X::;;10Y,すなわち，

注A.1

IP'(X1 > Z1,…,Xn >zn)::;; IP'(Y1 > z1,..., Yn > Zn); 

IP'(X1::;; Z1,…,Xn ::;;zn)ミIP'(Y1三z1,…,Yn::,;;Zn), 

(1) n = 1の場合 (X= X = X1, Y = Y = Y1とすれば）

X :c,;u。Y⇔ X:c,;l。Y⇔ X ::,;c y（⇔ X今 Y);

VZ = （z1,…,Zn) ER庄

(2) n = 2で， X=(X1ふ）と Y= (Yi,Y2）の周辺分布が等しい，すなわち，

X1 =a礼 X2=a Y2 

が成り立つ場合，

X印 Y⇔ X:o;l。Y⇔ X全 Y.

下記の補題も直接的に示すことができる．

補題A.2

n E N = 7l++ = {1,2,…｝とする． n変量の確率ベクトル X= (X1,…,Xn), Y = (Yi,…，Yn)に対して，

下記の条件は等価である：

(1) X ~uo Y; 
(2)すべての非負値の単調非減少関数 hi晨→罠十,i = 1,…，nに対して，

骨吋~ IE［圧叫
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証明：

(a) (2)⇒ (1) : h這→賊+,i= l,…，nを， z= (z印．．．，％） E町を任意に定めて，

h;(z) := lcz,,oo)(z), z E腿

と定義すれば，非負値の単調非減少関数で，

IE [且hi（ふ） ］ ＝IE[ 1糾＞Z1,••ふ＞Zn)] = IP'(X1 > Z1,…，ふ＞叫

(b) (1)⇒ （2) :任意の非負値の単調非減少関数 h：恥→記は，（aj2:: O,aj E恥，j=l,...,mか

ら構成される）非負値の単調非減少単関数：
m 

h(z) = L叫 (aj,oo)Cz), z E恥

j=l 

の増加列の各点収束極限として表現できることから，示すことができる．

口

つぎの補題は， Slepianの不等式（例えば， Wainwright[15]）としてよく知られるタイプの不等

式の 1バージョンである．

補題A.3[Slepian型の不等式］

n E N = 7l++ = {1,2,…｝とする． n変量の確率ベクトル X=(Xい••,X註， Y= (Yi,…，Yn)がいずれ

も n変量正規分布に従うとする：

X-N(μxぶ）； Y-N(μy，ふ），

ただし，

μx = (μxi,i = 1,...,n), Ex= (aふXj,i,j= 1,…，n) = (Pxix戸研xi'i,j= 1,…，n); 

μy = (μyi'i = 1,..., n)，ふ＝ （<J"yiyi,i,j = 1,...,n) = (P攻戸yi<J"yi'i,j= 1,...'n). 

このとき，

(1) μxi = μyi, i = 1,…，n; 

(2) IJ"xi = <J"yi'i = 1,...,n 

を仮定する（すなわち，周辺分布が同じであると仮定する）と，

6x,xi三吐Yj1 ~ i <j ~ n ⇒ X~uo Y 

（⇔ Pxixi ~侶Yj'1 ~ i <j ~ n ⇒ X全 Y)

が成り立つ．

証明： Muller[11]を参照

とくに 2変量正規分布に従う確率ベクトルについては下記が成り立つ．

ロ
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系A.2

確率ベクトル (X,Y)が相関 PxYE [-1,1]を持つ 2変量の正規分布：

(;) ~ N [（ご），（PxY66岳匹y PXY:;cry)] 

に従うものとする． このとき，

(1) (X, y)は，相関 PxYが増加すれば，上方象限順序 :;;UO'下方象限順序三lo，階調順序 ::;cに関

して単調非減少になる；

(2) したがって， g,h:賊→見をともに非負値の単調非減少関数とすると，

IE[g(X) h(Y)] 

は相関PxYについて単調非減少となる．


