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集合最適化問題における完備束アプローチについて

On the complete lattice approach in set optimization problem 

秋田県立大学 システム科学技術学部経営システム工学科

Faculty of Systems Science and Technology, Akita Prefectural University 

荒谷洋輔 (Araya,Yousuke) * 

1 はじめに

多目的最適化問題の拡張である集合最適化問題は、 1997年に黒岩ー田中-Ha[l4]によって提唱さ

れた。この問題は、集合値写像の像空間の元（集合）における大小の比較について 6種類の順序

を導入し、その順序による最適化開題を考えるというものである。近年では、集合最適化問題が

「多目的のロバスト最適化問題」に変換できることの発見 [9]などの重要な成果がある。

本稿では、ある閲係式を満たす集合族での集合最適化間起を考える。従来の lower型・ upper型

の集合関係に完備束 (completelattice)の構造が追加された完備束最適化間題を定式化する。集合

最適化間題に代数構造・順序構造が加わることにより全く新しい展開が期待される。尚、所々に

筆者の感想と今後への展望がある。

2 準備

2.1 ベクトル最適化からの準備

本稿では Yを線形位相空間、 OyをYの原点とする。集合AcYに対し、 Aの位相的内部、位

相的閉包をそれぞれintA、clAと表す。また、この論文で、 CcYは閉凸錐を表すものとする。

つまり、以下の条件を満たす。

(a) clC = C、

(b) c+c ~ c、
(c) 入C~C\:/入 E [O,oo）。

尚、錐CcYがsolidとはintCヂ0を滴たすことであり、 pointedであるとは Cn(-C)={O叶
が成立する場合である。凸錐CcYによって以下のようなベクトル順序 :Scが導入され、 (Y,:Sc) 

は順序ベクトル空閻となる。

如，Y2E Y, YI :Sc Y2畠 Y2-YI EC 

もし、 Cがpointedならベクトル順序:Scは反対称的となる。逆に一般の（実）順序ベクトル空間

に対して、その順序と一意に対応する凸錐を構成することができ、その凸錐から生成される半順

序が元のベクトル順序と一致することが確かめられる [18]。

* (E-mail: y-araya@akita-pu.ac.jp) 
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2.2 集合最適化からの準備

VをYの空でない部分集合全体とする。い」2EV、aE R、VEVに対して、 2つの集合の

和・スカラー積は以下のように定義される。

い＋怜：＝ ｛v1 + v2 I v1 E Vi, v2 E松｝ aV:={avlvEV} 

定義 2.1（集合関係：黒岩ー田中-Ha[14]).Yを線形位相空閻、 VをYの空でない部分集合の族とす

る。 A,BEVと、 solidな閲凸錐CcYに対して、以下の集合関係を定義する。

[lower] A翌も B by B c A + C (type 3) 

[upper] A翌も B by A c B -C (type 5) 

[lower & upper] A弓約 B by B c A+ C and A c B -C 

注意 1.ベクトル順序と集合順序はさまざまな違いがある。ベクトル順序の場合、 x,yE Yと

CcYに対して

y-x EC (xさCy)⇔ yEx+C⇔ X Ey-C 

である。一方、集合順序の場合、 A,BEVとCcYに対して、上記の真ん中と右の順序に対応

する Bc A+C (A卦も B)とAcB-C (A翌も B)は一般に異なる ([2]を参照）。

例 1([11]）．集合の特別な場合として、「区間」を考える。

Y ＝艮， C=IR+:= {x E町 x:C::O}, A=[a1,a2l, B=[b1,b叶 (a1,a2, b1, b2 E IR) 

このとき、弓も、翌もについて次が分かる。

A::;もB ←⇒a1 ::::; b1, 

A羞知 B ←* a1 ::::; b1 

A 岱 B~⇒ a2::; b2 

and a2 S b2 

命題 2.2([2]). A, B, D E V、a2 0に対して、次が成り立つ。

(i) A:::;閃B ⇒ A+D:s;炉B+D

(ii) A ::;閃 B ⇒ aA羞屈 aB

(iii) ::;hと兌は、反射神と推移律が成り立つ。

(iv) A名も b⇒ A卦も b

(v) a姿 B===;, a翌 B

(vi) A翌も BandB唸 A{=⇒A+C=B+C

(vii) A ::;も BandB::;もA¢⇒ A-C=B-C

定義 2.3(C-proper:Hernandez-Rodriguez-Marin[S]). A EVがC-proper[(-C)-proper]であると

は、 A+C=I=Y[A-CヂY]が成り宣つときである。また、 Vc[V_c]をYのC-proper[(-C)-proper] 

である部分集合の族とする。
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定義 2.4(Luc[l 7]). A EVとする。

(i) AがC-closed[(-C)-closed]であるとは、 A+C[A-C]が閉集合であることと定義する。

(ii) AがC有界 [(-C)ー有界］であるとは、それぞれの Yの近傍 Uに対して、次を満たすよう

な正の数t>Oが存在するときである。

A c tU + C [A c tU -C] 

(iii) AがC-compact[ (-C)-compact]であるとは、以下の形をした Aの任意の被覆

{Ua + Cl Ua are open} [{Ua -Cl Ua are open}] 

が有限個の被覆でAを覆うことが出来るときである。

任意の C-compact集合は、 C-closedかつ C有界である。

注意 2.ベクトル順序 ScとSintCは明らかに異なる。しかし、集合における順序の場合につい

て、 Sもと s！ が同値になることもある。よって、ぐとぐ を区別したいとき、集合AにIntC -C -intC 
C-closedの仮定が必要となる ([2]を参照）。

定義 2.5.Vi，怜 EVとする。 Vに次のような同値関係を導人する。

Vi ~z V2⇔ k羞Jら and 恥 Sしい

Vi ~u V2⇔ Vl Sも乃 and 杓 翌 V1

い～l＆u乃 ⇔ VlS炉 V2 and 屹娑秤 H

同値類の集合をそれぞれ［予、［・ド、 [・]l&uと書く。同値関係の定義より次が分かる。

AE [B]1⇔ A+C=B+C 

AE [Bド⇔ A-C=B-C

A E [B]l&u⇔ A+  C = B + C and A -C = B -C 

定義 2.6.SC Vとする。 AESがl[u]-minimalelementであるとは、任意の BESについて

B::,'.炉A ⇒ A s炉B

が成り立つことである。 Sのl[u]-minimalelementの族を l[u]-Min(S;C)と書く。同様にして、

AESがl[u]-maximalelementであるとは、任意の BESについて

A ：：：：：加 B ⇒ B S加 A

が成り立つことである。 Sのmaximalelementの族を l[u]-Max(S;C)と書く。

定義 2.7.SC  Vとする。 AESがl[u]-weakminimal elementであるとは、任意の BESにつ

いて

B<  l[ul 2intC A ===} A<  l[u] 
-intC B 

が成り立つことである。 Sのl[u]-weakminimal elementの族を l[u]-wMin(S;intC)と書く。同様

にして、 AESがl[u]-weakmaximal elementであるとは、任意の BESについて

A< 
l[u] 

2intC 
B ⇒ B <!lul 

-intC A 

が成り立つことである。 Sの weakmaximal elementの族を l[u]-wMax(S;intC)と書く。
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3 完備束最適化問題

この節では、完備束最適化関題について定式化する。まずは、束に関する定義・性質について、

拮本的で重要なものを振り返る。 Pを空でない順序集合、 x,yE Pとする。

• Xとyの結びを、 sup{x,y}の代わりとして xVyと書く。

• Xとyの交わりを、 inf{x,y}の代わりとして x/¥yと書く。

同様に、 Ss;;Pに対して Sの結びと Sの交わりが存在するとき、 supSとinfSの代わりして、

VpS、/¥pSと書く。

定義 3.1（束、完備束 [5]).pを空でない順序集合とする。

(i)もし、任意の x,yEPに対して xVyとXI¥yが存在するとき、 Pは束と呼ばれる。

(ii)もし、任意の Ss;;Pに対してvsと/¥Sが存在するとき、 Pは完備束と呼ばれる。

命題 3.2([5]). Lを束、 a,bELとする。このとき、次は同値である。

(i) a ~ b 

(ii) a Vb= b 

(iii) a I¥ b = a 

命題 3.3([5]). Lを束とする。そのとき、任意の a,b,c ELについて VとAは次を満たす。

(LI) (avb)Vc=aV(bvc) （結合則）

(LI') (a/¥b)/¥c=a/¥(b/¥c) 

(L2) a Vb= b Va （交換則）

(L2') a I¥ b = b八a

(L3) a Va= a （幕等則）

(L3') a I¥ a = a 

(L4) a V (a八b)= a （吸収則）

(L4') a/¥(aVb) =a. 

3.1 解の概念と定式化

この節以降は、以下の集合族を考える。

P(Y, C) := {A E 2Y IA= A+ C}, P(Y, -C) := {A E 2Y IA= A-C} 

v1 := {A Ev IA= A+ c}，炉：＝ ｛A E VIA=A-C} 

cl(V)1 := {A EV IA= cl(A + C) }, cl(Vt := {A EV IA= cl(A-C)} 

命題2.2(vi)、（vii)から、 (P(Y,C), ;;?), (P(Y, -C),;;?)，は反射律・推移律に加えて反対称律も

成り立つようになるため、それらは半順序集合となる。
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命題 3.4(Hamel et al.[7]）．集合族 (P(Y,C)，:::)）は完備束となる。さらに、 AこP(Y,C)に対し

て、 Aの上限と下限は以下で与えられる。

inf A = LJ A, sup A = n A 
AEA AEA 

(A= 0のときは infA=  0、supA=  Yと定義される。） P(Y,C)の2に関する最大元は 0であ

り、最小元は Yである。

命題 3.5(Hamel et al.[7]). A, B, D, EE P(Y, C)、A<;;;P(Y,C) 、 s~O に対して、次が成り立つ。

(i) A ::::i B, D ::::i E ===} A+ D ::::i B + E 

(ii) A ::::i B ＝⇒ sA ::::i sB 

(iii) A+  B = {A+ B IA E V}と定義すると、以下が成り立つ。

inf(A + B) = (inf A)+ B and sup(A + B) ::::i (sup A)+ B 

定理 3.6(Knaster-Tarskiの不動点定理 [20]).Lを完備束、 F:L→Lを順序を保存する写像とす

る。そのとき、

a:= V{xEL IxさF(x)}

はFの不動点である。さらには、 aはFの最大の不動点である。また、 Fは最小の不動点も持ち、

それは /¥{xELIF(x)Sx}で表される。

（コメント）

Knaster-Tarskiの不動点定理 [20]は約半世紀前に発表されたもので、不動点定理の中でも重要

なものの一つである。この定理の応用は山のようにあるが、集合最適化間題の枠組みで解釈する

という試みは筆者の知る限りない。命題 3.4から、上記の不動点定理は集合族AこP(Y,C)での

inf AとsupAの存在性を保障しているようにも見える。詳細はこれからの研究課題である。

定義 3.7（順序集合における閉作用素 [5]).pを順序集合とする。写像c:p→PがP上で閉作用

素であるとは、任意の x,yE Pに対して以下が成り立つときである。

(1) x::; c(x) 

(2) X :'.Sy⇒ c(x)::; c(y) 

(3) c(c（叫） ＝c(x) 

要素xEPが閉であるとは、 c(x)= xのときである。 Pの閉である要素の集合は凡と記述される。

（コメント）

順序集合での閉作用素に関する上記の性質を見ると分かるように、 (1),(2), (3)は位相空間にお

ける閉集合の性質とよく似ている。その他、 [5]には閉作用素の定義の他に束の連続性の定義もあ

る。実際、 [5]の著者は位相空間論の定義を参考にしたそうで、ガロア接続への応用を視野に入れ

ているようである ([5]のP145参照）。上記の定義は、集合最適化閻題とガロア接続との架け橋に

なるのかも知れない。また、位相空閥による連続性と順序空間における連続性の関係性について

は今後の研究課題である。

次に、完備束最適化問題の解の概念について考える。それは、定義2.6、2.7の変形である。
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定義 3.8(l-minimal, l-maximal, u-minimal, u-maximal). A~ cl(V)1、B~ cl(V)uとする。 AE A 

がAのl-minimal[l-maximal]であるとは、以下を満たすときである。

A EA, A2A ⇒ A=  A [A E A, A ~ A ⇒ A=  A] 

同様にして、 BEBがBのu-minimal[u-maximal]であるとは、以下を満たすときである。

BE B, B ~ B ⇒ B = B [B E B, B 2 B ⇒ B=B] 

Aのl-minimal[l-maximal]である集合族をl-MinA[l-MaxA]と書き、 Aのu-minimal[u-maximal] 

である集合族を u-MinB[u-MaxB]と書く。

定義 3.9(l-weak minimal, l-weak maximal, u-weak minimal, u-weak maximal). AこVl、Bこvu

とする。 AEAがAのl-weakminimal [l-weak maximal]であるとは、以下を満たすときである。

A E A, intA 2 int.A ⇒ intA = int.A [intAこint.A ⇒ intA= int.A] 

同様にして、 BEBがBのu-weakminimal [u-weak maximal]であるとは、以下を滴たすとき

である。

BE B, intBこintf3 ⇒ intB= intB [intB 2 intB ⇒ intB = intB] 

Aのl-weakminimal [l-weak maximal]である集合族をl-wMinA[l-wMaxA]と書き、 Aのu-weak

minimal [u-weak maximal]である集合族を u-wMinB[u-wMaxB]と書く。

注意 3.定義3.8の定義式に注目すると、 l-minimalとu-maximal、u-minimalとl-maximalは式

の見かけ上では全く同じ形である。この事からも、集合関係における lower型と upper型は双対

の概念であることが分かる。

定義 3.10（完備束最適化問題）． Xを空でない集合、 F:X→ V1[F:X→初］を domainがX

である集合値写像（それぞれのxEXに対して F(x)-/c 0)とする。 L型 [U型l完備束最適化問題

とは、 xEXのもとで F(x)のl-minimal(maximal) [u-minimal (maximal)]な要素を求める間題

と定式化する。

（コメント）

筆者は集合最適化問題の定式化 [15]を参考にして、 minimal(maximal)の概念だけで完備束最

適化間題を定式化した。一方、 Hamelet al. [7]では、ベクトル値の上限・下限の概念 [16,19]も解

の概念に取り入れている。多目的ロバスト最適化闘題への応用 [9,10]なども考慮することで、解

の概念に関する議論の余地は大いにありそうである。

一方筆者は [4]で、集合のスカラー化手法を利用することで、集合最適化閻題における minimal

element theoremを発表している。 [4]では存在定理を示すために定義域空間の完備性を仮定して

いるのだが、もしかしたら特別な順序構造の元では空間の完備性は不要なのかも知れない。それ

らの議論は今後の課題である。

3.2 完備束最適化問題における非線形スカラー化関数と変換定理

[2, 3, 4]では、集合最適化問題における非線形スカラー化手法について調査した。 k0EC¥ (-C) 

とする。 infc=ooとsup0=―ooを認めることにより、

h(nf, h加， h~up, h贔： VxV→[-CX), CX)］ 
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を次のように定義する。関数 h!nf'h加，h;up,h如upは、効用関数の役割を果たしている。

心（咋％） ＝inf{t E JR IVi丸 tk0+Vi}= inf{t E剛tk゚ ＋杓 CVi+ C} 

心（咋松） ＝inf{tE町M岱 tk゚ ＋杓｝ ＝inf{ t E股IVic tk0+Vi-C} 

h如（い，怜）＝ sup{tE股 tk0＋怜三も Vi}=sup{t E団 Victk0 + V2 + C} 

h加（い，杓）＝ sup{tE剛tk0+％ 翌 Vi} = sup{ t E JR I tk0 + Vi c Viー C}

上記のスカラー化関数について、前節で定式化した完備束最適化問題という特別な枠組みの中で

考えてみる。まずは、定義2.3と定義2.4について、完備束最適化問題に適用できるように再定義

することを考える。

定義 3.11(V1-proper set, vu-proper set). A E V1 (A+C EVり[BE初 (B-CEVり］が V1[V門—

properであるとは、 A-#Y [B-# Y]が成り立つときである。また、 Vも[V記］を YのV1-proper

[vu-proper]である部分集合の族とする。

定義 3.12(Vl[uLc1osed, vl[uLbounded, vl[uLcompact). A E V1、BE初とする。

(i) AがV1-closed[BがV巴 closed]であるとは、 A[B]が閉集合であることと定義する。

(ii) Aが訊有界 [BがV庄有界］であるとは、それぞれの Yの近傍

U = U + C [U = U -C] 

に対して、 ActUを満たすような正の数t>Oが存在するときである。

(iii) AがV1-compact[Bがvu-compact]であるとは、以下の形をした Aの任意の被覆

{Ual Ua are open, Ua + C = Ua} [{Ual Ua a.re open, Ua -C = Ua}] 

が有限個の被覆でAを覆うことが出来るときである。

任意の V1iuLcompact集合は、 V1iuLclosedかつ Vl[u]＿有界である。

注意 4.ここで、上記の定義と束における compactの定義を比較してみる。

定義 3.13（束における compact性 [5]).Lを完備束、 kELとする。 Kがcompactであるとは、

SこLに対して Sの有限な部分集合Tが存在して、以下が成り立つときである。

ksvs ⇒ ksVT 

Lのコンパクト要素の集合は K(L)と記述される。

広の有限な部分集合をいとするとき、定義3.12(iii)は以下のように書ける。

A S V Ua (A C V Ua) ⇒ A s  V Uf! (AC V Uf!) 

つまり、両者は完全に一致することが分かる。さらには、以下も分かる。

位相空間の compact性 ===} 束（順序空間）の compact性

順序空間では、 compact性の概念を広げられることが分かる。
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inf0 = ooとsup0=-ooを認めることにより、

hinf,h[up,： Vl X Vl →[-oo, oo], h加，h伽： VuX初→ [-oo,oo] 

を次のように定義する。関数h!nr,h加，h贔up,h贔upは、効用関数の役割を果たしている。

心（咋Vi)= inf{ t E JR ltk゚ ＋杓 C Vi}, h~up(Vi, V2) = sup{t E JR IVi C tk0＋怜｝

心（H，怜）＝ inf{tE町Vic tk0 + V2 }, h贔（凶V2)=sup{tE尺 tk0+ Vi C Vi} 

上記の定義式から、 h益と h贔up、 h贔と h~up は双対の関係であることがはっきり読み取れる。

定理 3.14(l-inf型変換定理）． CcYをsolidな閉凸錐、 k0E intCとする。

(i)もし、 ME Vもが訊closed、 松 EVlならば、次が言える。

怜 CVi⇔ h証（い，松）三〇

(ii)さらに、い EVも、松 EVlがV1-compactならば、次が言える。

Vi C intVi ~ h仙（Vi,Vi) < 0 

定理 3.15(u-inf型変換定理）． CcYをsolidな閉凸錐、 k0E intCとする。

(i)もし、 ViE初、怜 EV記がvu-closedならば、次が言える。

Vi C杓 ⇔ h盈（見%)::;0 

(ii)さらに、 ViE炉がvu-compact_怜 EV均ならば、次が言える。

Vi C int％⇔ h加（Vi,V2) < 0 

定理 3.16(l-sup型変換定理）． CcYをsolidな閉凸錐、 k0E intCとする。

(i)もし、 V1E V¥ ％ E Vしが訊closedならば、次が言える。

Vi C ％⇔ h~up田，胚） 20

(ii)さらに、 ViEVがV1-compactで、松 EVもならば、次が言える。

Vi C int怜⇔ h[up(V1，怜） ＞〇

定理 3.17(u-sup型変換定理）． CcYをsolidな閉凸錐、 k0E intCとする。

(i)もし、 V1E V兄がvu-closedで、％ E初ならば、次が言える。

Vi C Vi⇔ h贔（咋杓） 20

(ii)さらに、 ViEV記で、％ E炉がvu-compactならば、次が言える。

怜 cintV1 ¢=パ心（い，怜）＞〇

変換定理も同様に h!nfとh恥up、h贔と h昌は双対の関係であることが分かる。
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3.3 完備束における不動点定理

定義 3.18（ベクトル束の unit[12]). Xをベクトル束とする。 eEXがunitであるとは、任意の

xEX、x>Oに対して e八x>Oであるときである。

定義 3.19(Archimedean [13]). Xをunitを持つベクトル束、応rを正の実数の集合とする。

ベクトル束が Archimedeanであるとは、任意の rE K,Rに対して 0~ rx ~ yを満たすような

yEX、y:?:0が存在するときは何時でも x=Oとなるときである。

定理 3.20（川崎一豊田ー渡辺の不動点定理 [13]).XをHausdorff、Archimedeanである unitを持つ

ベクトル束、 YcXをcompact集合、 ZcYを凸集合とする。写像f:Z→2Yが、次を満たす

とする。

(a) f―l(y)は、任意の yEYで凸である。

さらに、写像g:z→2Yが存在して、次を満たすとする。

(1)任意の zEZについて、 g(z)C f(z)である。

(2)任意の yE yについて、 g―l(y)-/0である。

(3) g(z)は任意の zEZに対して Xの空でない開集合である。

そのとき、 zoE f(zo)を満たすzoE Zが存在する。

（コメント）

上記の定理はベクトル束における不動点定理であるが、完備束最適化関題にも適用できそうで

ある。筆者は、上記の定理が完備束最適化問題における重要な存在定理に関与している可能性が

非常に低いのではないかと予想している。その適用方法については、今後の研究課題である。

4 まとめと今後の課題

本稿では、集合最適化1判題に束構造を加えた、完備束最適化閲題を新たに提案した。ポイント

は以下の通りである。

• lower型の集合関係において、特別な集合族 (A=A+Cを満たすもの）を考えると、従来の

集合関係は推移律が成り立つようになり、それは順序集合となる。また、その特別な集合族

は束 {lattice)の構造を持つようになる。 upper型も同様である。

•束構造（順序構造）は、代数学と解析学を結びつけるものである。本稿の議論により、集合

最適化問題に代数構造が加わったことで、ガロア接続・ブール代数などの新たな応用が期待

される。

•集合最適化闘題において、特別な集合族 (A= A+Cを満たすもの）で解の概念を考えると、

それは「集合の包含関係」となり、見た目では「集合による順序」が消える。

•完備束最適化問題における非線形スカラー化関数を定式化し、さらに変換定理も導出した。

スカラー化関数について、 h勾と h如up、h加と hiupは双対の関係であることがより明確に

なった。

•川崎豊田渡辺の不動点定理 [13] は、完備束最適化問題での存在定理を議論する上でとても

重要となる可能性が非常に高い。
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