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Radon planeでのいくつかの幾何学的定数
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概要

内積空間では直交が非常に軍要な意味を持ち，ノルム空間にも一般化され
た直交の概念がいくつも定義，研究されているその 1つである Birkhoff直交
は一般に対称性を持っておらず，空間の次元が3以上ならば Birkhoff直交が対
称であることは空間が内積を持つことと同値である． 2次元の場合においては
Birkhoff直交が対称でありながらも内積空間ではない平面が無数に存在し，そ
れらは Radonplaneと呼ばれる著者が近年得られた， Radonplaneでの幾何
学的定数の値域に関する結果をまとめさせて頂きたい．

MSC: 46B20, 51B20, 52A21. 

1 Introduction 

内積空間では直交が重要な意味を持ち多くの数学者によって幅広く研究されてい

る．内糠空間においては内積〈x,y〉が 0になる事によって直交 x.lyが定義される

が，一般のノルム空間においては内積が存在しているとは限らないので，内積空間に

おいて内積が 0になることと同値なノルム等式やノルム不等式により，一般化され

た直交が定義される例えば，任意の tE股に対して llxll三||x+tyllが成り立つと

きxが yに Birkhoff直交すると言い， x.lBYと表す ([6]).llx + YII = llx -YIIが

成り立つとき xが yに Isosceles直交すると言い， x.lIyと表す（［10]）．他にも多

くの一般化された直交が定義され，上記 2つと共に数多くの論文で研究されている

([1, 2, 17]等を参照）．

x.lyならば y.lxも成立するとき，その直交上は対称であると言われる．内稜

空間における通常の直交が対称であるほか，定義よりノルム空間における Isosceles

直交も対称であるしかし Birkhoff直交は一般的に直交であるとは限らない．

Theorem 1. ([6, 8, 11]) 3以上の次元を持つノルム空間 X に対し， X において

Birkhoff直交が対称であることは， X が内積空間であることと同値である．

この定理において次元に関する仮定は取り除く事ができない． Birkhoff直交が対

称になる 2次元平面は Radonplaneと呼ばれている．近年も Radonplaneについて

研究が行われている ([1,2, 4]等を参照）．［15]では Radonplaneの特徴付けが与え
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られており， Radonplaneは無数に存在することが分かる

ノルム空間の幾何学的構造について研究する際には幾何学的定数が重要な役割を

持ち，こちらも多くの数学者によって研究が行われている空間 Xの単位球を Bx,

単位球面を Sxと表す． X が uniformlynon-squareであるとは，正の数 6が存在し，

x,y E Bxならば常に min{llx+ YII, llx -YII} ~ 2(1 -c5)となることを意味する．［9]
において James定数

J(X) = sup{min{llx+yll, llx-yll}: x,y E Sx} 

が定義された． James定数は以下の性質を持つことが知られている．

•任意のノルム空間 X に対し《2 さ J(X) さ 2 ([9]). 

• J(X) < 2は空間 X が uniformlynon-squareであることと同値である．

•X が内積空間ならば J(X) = y'2である．更に， 3以上の次元を持つノルム空

間 X に対しては， J(X)＝⑫はX が内積空間であることと同値である．

内積空間に関する上記の特徴付けでも次元に関する仮定は除去できない J(X)= y'2 
を満たす2次元平面に関し [16]等で研究されている Isosceles直交を用いると James

定数は

J(X) = sup{llx + YII : x, y E Bx, x..lI y} 

とも表現される．

空間 X のvonNeumann-Jordan定数 CNJ(X)は

知 (X)=sup{~ :x,yEX,(x,y) cf-(O,o)} 
2 (llxll2 + IIYll2) 

llx + tyll2 + llx -tyll2 =sup{~ 十炉） ：x,y E Sx,O::; t::; 1} 

で定義される ([12]).von Neumann-Jordan定数は以下の性質を持つ．

•任意のノルム空間 X に対し 1::; CNJ(X)::; 2 ([12]). 

• CNJ(X) = 1は，ノルム空間 X が内積空間であることと同値である ([12]).

• CNJ(X) < 2は空間 Xがuniformlynon-squareであることと同値である ([24]).

•任意のノルム空間 X と共役空間 X* に対し， CNJ(X) = CNJ(X*) ([24]). 

James定数と vonNeumann-Jodan定数を含む複数の幾何学的定数について Radon

planeでの値を考え，一般の空間に対するものより狭い値域を得た．
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2 preliminaries 

内積空間において， x,yEXの間の sine閑数は

s(x,y) = 1/1-(t[f|『;||)2
で定義されるが， x,yE Bxに対しては inftE艮 llx+tyllに等しい

Definition 2. ([5, 23]) X をノルム空間とする． sine関数 s: Sx X Sx →恥を

s(x,y) =｝闘llx+tyll

で定義する．一般の 0でない x,yEXに対しては

s(x,y) = s (iw @) 
で sine関数が定義される

V. Balestra, H. Martini and R. Teixeiraは次の結果を得ている

Theorem 3. ([5])ノルム空間 X が Radonplaneであることは，その空間における

sine関数が対称であることと同値．

Theorem 4.（正弦定理 [5])X を Radonplaneとし， x,y,zE Xは同一直線上に

ないとするこのとき三角形△xyzにおいて

llx -YII IIY -zll llz -xii 
s(z -x, z -y) ＝ s(x -y,x -z) = s(y -Z,y -X) 

が成立するまた，互いに異なる栄位球面の元から構成されるあらゆる三角形に対し

この比率が2に等しいならば， X は内積を持つ．

ノルム空間における一般化された直交は各空間のノルムに依存し，またそれぞれ

の直交概念は同値ではない．そのため [3,13, 22]など各空間での 2つの匝交の違い

を計量する幾何学的定数が研究されている水口は [18]で

JB(X)=inf{~ 。 -/-x,y E X,X上Iy} 

= inf {s(x,y): 0-/-x,y E X,X上Iy} 

を定義，研究した．任意のノルム空間 X に対して，不等式 1/2::; I B(X) ::; 1が成立

し， IB(X)= 1は内積空間を特徴付ける． Dunkl-Williams定数 ([14])

llxll + IIYII II x Y 
DW(X) = sup { a II~ —||~ II : 0-/-x, y EX, x-/-y} 
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との間に等式 IB(X)DW(X) = 2が成立して， 1/2< IB(X)は uniformlynon-

squareを特徴付ける

[7]では，幾何学的定数

A2(X) = sup { ~ : x, y E Bx} 

が定義されている． tE (0, 2)に対して定義される modulusof smoothness 

Px(t) = sup { ~ -1 : x, y E Bx} 

との間に， A2(X)= Px(l) + 1が容易に見て取れるこの A2(X)は以下の性質を

持つ．

•任意のノルム空間 X に対して \f'2::::; A2(X)::::; 2. 

•X が内積空間であれば A2(X) = ¥!'2. 

• A2(X) < 2は空間 X が uniformlynon-squareであることと同値

必ずしも A2(X)と J(X)は一致しない

3 Results 

まず， Theorem3を利用して次が得られた．

Proposition 5. ([19]) X を Radonplaneとし， x,yE SxとaE民に対し x上Iay 

であるとする． llx+ kyll = inftE股 llx+ tyll = infsEffi. IIY + sxll = IIY + £xiiを満たす

k，い遺をとると， IB(X)の評価に関連し，〇：：：： a：：：： 1,〇：：：： k,Cを考えれば十分であ

るこのとき， k：：：： min{l/2, a}および区 1/2が成り立つ．

Proposition 6. ([19]) X を Radonplaneとし， x,yE SxとaE Rに対し xり ay

であるとする． llx+ kyll = inftE良 llx+ tyll = infsE政 IIY+ sxll = IIY + £xiiを満たす

k E [min{l/2, a}］および£ E [O, 1/2]をとる．このとき

{ （a+ k)（1 -Kf) （1 +al)（1 -Kl) 

max (a+ k)（l -Ki) ＋ k(l -i)（a -K)'（l +ai)（l -Kf) ＋i(1 -K)（1 -al)} 

：：：： llx+kyll-

IB(X) =inf{s(x,y): 0ヂx,yE X,X凸 y}

= inf{闘』||x+ tyll: 0ヂx,yE X,X上Iy} 

であるので，微分により次を得た．
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Theorem 7. ([19]) X を Radonplaneとする．このとき 9/8:S:: IB(X)さ1.

Theorem 4, 7を用いて次を得る．

Proposition 8. ([20, 21]) X を Radonplane, x, y E Bxとする．このとき

2 9 
llx+リ||||x-y|| ＜ < -． 

-s(x + y)(x -y) -4 

Proof. Theorem 4で Z=-Xとおけば

llx -YII llx + YII ll2xll 
＝ ＝ 

s(2x,x+y) s(x-y,2x) s(x+y,x-y) 

が成立する． x+y上IX-yであるから 8/9::; I B(X) ::; s(x + y, x -y)であり，

llx +YII 2 ~ 9 
s(x -y,x) ＝ s(x + y,x -y)さ4・

一方で

） 
x -y., II _ II x -y l II 1 

s(x -y,X = inf 十入XII ::; ー xii= 
入ElR11 llx -yll. ・・-11 ~ 11 llx -yll llx -yll-11 llx -yll 

である 仁l

J(X) = sup{llx + YII : x, y E Bx, x.lI y} 

なので， llx+yll= llx-yll = ~と考えて以下を得る．

Theorem 9. ([20]) X を Radonplaneとするこのとき¢区 J(X)~ 3/2. 

A2(X)の値域を考え， CNJ(X)の値域を得て行く． x,yE Bxに対し x+y..lBX-y 
と仮定すると， s(x+ y, x -y) = 1とProposition8から

3-(llx +YII + llx-yll) 2 3-(11x + YII + ~) 

(2 -llx + Yll)(llx + YII -1) 
＝ 

llx+yll 
2 0 

となり llx+ YII + llx -YII：：：： 3を得る．

x, YE Sx, x + Y l-s x -Y, llx + YII ::; llx -YIIを考え

x+y x -y 

llx + YII ・ ・-llx -YII 
+k~II = s(x+y,x-y) 

=s(x-y,x+y)= 11~+£ 
x-y'n x+y 
||x-y|| ||X+y|| 

(1) 
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を満たす k,£ を取る．［11]より |k£1：：：：： 1である． Birkhoff直交

x+y., x-y, x-y 
+k 上B

llx + YII''" llx -YII ~n llx -YII' 

x-y., x+y, x+y 
+K J_B 

llx -YII ・ ・・ 11x + YII -~ llx + YII 

とRadonplaneにおける Birkhoff直交の対称性より以下を得る．

Lemma 10. ([21]) X が Radonplane, x, y E Sx, x + y 1-B x -yだとする．等式

(1)を満たす k,£ を取る．このとき， 1-肛：：：：： s(x+y,x-y).

Lemma 11. ([21]) X が Radonplane, x, y E Sx, x + y凸 x-yだとする等式

(1)を満たす k,£ を取るこのとき， 0< max{k, £}：：：：： s(x + y, x -y)/2. 

Lemma 12. ([21]) XがRadonplane, x, y E Sx, x+y凸 x-yだとする．等式 (1)

を満たす k,£ を取る．このとき， llx — YII +kllx+yll：：：：： 2および llx+yll+£11x-yll：：：：： 2. 

Proof. Birkhoff直交

x-y, x+y., x-y 
上B +K 

llx -YII -n  llx + YII'"llx -YII 

より

1 ：：：：：”_ Y l□叫（ X十 Y +k”-y 
||x -y||―||x -y|| ＋k||x+y|| ||x+y|| ||x -y||) 

=―2y 

llx -YII + kllx + YII 

なので llx-YII + kllx + YII：：：：： 2が成立． llx+ YII + £11x -YII：：：：： 2も同様である ロ

上記の Lemma10, 11, 12とProposition8を組み合わせ実数として考察すると，

x+y-l-戸— y の場合にも llx + YII + llx -YII：：：：： 3を得る．従って

Theorem 13. ([21]) X をRadonplaneとするこのとき A2(X)：：：：： 3/2.

これにより次が得られた．

Theorem 14. ([21]) X をRadonplaneとするこのとき

CNJ(X)'.S ~-
3＋⑮ 

4 
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Proof. X を Radonplaneとし， x,yE Sxと tE [O, 1]を取る． ［25]に倣って，

〇:S:(2 -llx + Yll)(2 -llx -Y||）から

llx + Yll2 + llx -Yll2 :S: (llx + YII + llx -Yll)2 -4(llx + YII + llx -YII) + 8 

なので

llx + tyll2 + llx -tyll2さ(tllx+ YII + 1 -t)2 + (tllx -YII + 1 -t)2 

= (llx + Yll2 + llx -Yll2) t2 + 2(llx + YII + llx -Yll)t(l -t) + 2(1 -t)2 

:S: 4 { (A2(X))2 -2A2(X) + 2} t2 + 4A2(X)t(l -t) + 2(1 -t)2 

= { 4(A2(X))2 -12A2(X) + 10}柱＋ 4(A2(X)-l)t+2. 

Theorem 13より llx+ tyll2 + llx -tyll2 :s:住＋ 2t+ 2が得られ

llx + tyll2 + llx -tyll2 ＿柱＋ 2t
:s: 1 + 

2 (1十炉） 2 (1 +炉）

となる． tに関する微分から

llx + tyll2 + llx -tyll2 ~ 3＋妓
こ

2 (1十炉） 4 . 

口

Best possibleに関しては，単位球面 Sxが affineregular hexagonである場合に

IB(X) = 9/8, J(X) = A2(X) = 3/2, CNJ(X) = (3＋嘉）／4が得られる．
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