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Introduction 

::Iヒ早
自忠

本稿では， Schrodinger作用素

H。=—△, H=H。+V(x)

の長距離型散乱で用いられる Isozaki-Kitada modifierの簡単な構成法について，できるだ

け簡単な構成法を説明する (2章）．更に， Enssによる修正波動作用素の存在と漸近完全
性の証明で用いられた漸近物理量の存在についても解説する (3章）．ここで， V(x)は実

数値関数を表し，

向V(x)Iさ広〈x〉-μ-lal,μ > 0. (1.1) 

を満たすと仮定する．

ポテンシャルVが短距離型のとき，つまり μ>lのときには波動作用素

w土＝ s- lim e itH--itH。e 
t→士00

(1.2) 

が存在して漸近完全，つまり W士がHの絶対連続部分空間へのユニタリ作用素となるこ

とが知られている：

HEac(H) = w士恥Wこ1.

特に Hの絶対連続部分は H。とユニタリ同値になる．これはHの絶対連続スペクトルの

構造はH。のスペクトルの構造と本質的に同じであることを意味している．

一方Vが長距離型のとき，つまり μ>0のときには波動作用素 (1.2)は存在するとは

限らない．しかし，スペクトル論において重要なのはH。と Hの絶対連続部分を結ぶユニ
タリ作用素を構成することなので，（1.2)が存在しなくても悲観する必要はない．そこで，

(1.2)を少し修正した作用素

間＝ s- lim itH Je―itH。
t→土oo

が存在して漸近完全になるか（この極限が存在して漸近完全になるような有界作用素 Jを

見つけることができるか）という問題を考えると， 0エネルギー部分を無視すればこれは
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概ね肯定的に解くことができる [2]．一方，［2］における Jの構成は古典軌道の詳細な評価

に基づいており，近年の論文 [5]において詳しい証明が書かれているが，これを実行する

のはかなり困難である．

そこで，ここではYafaevの議論 ([8], [9, §10]）に基づいて Jの簡単な構成法につい

て述べよう．実際にはYafaevは何故かμ > 1/2の場合のみを取り扱っていて，この場合

はJが少し悪いシンボルを持つ擬微分作用素になって多少扱いやすくなるが，本質的に

μ>0の場合も同じ議論ができる．

1.2 修正波動作用素の存在と漸近完全性の証明の概略

（修正）波動作用素の存在の証明の概略を話そう． Enssの方法において，存在の証明と漸

近完全性の証明は本質的に等価なので，基本的には存在の証明がわかればよい．
そのためにCook-Kurodaの方法による波動作用素の存在の証明を思い出す：uEび（野門

はsuppu C [a叫b門を満たすものとする．このとき（修正）波動作用素の存在の証明のた

めには

d 
-e 
dt 

itHJe―itHou = eitH (HJ_ R。J)e―itHou

がtに関して可積分であることを示せばよいのであった． e―itHがユニタリ作用素である

ことを用いると

J~ ||（HJ-H。J)e―itH。ulldt< oo 

゜
(1.3) 

となれば十分である．そこで，修正子 Jをこの積分が可積分になるように構成すること

を考える．短距離型の減衰

HJ-H。J=O(〈x〉-μ-1)

をするように Jがあれば，短距離型の波動作用素の存在の証明と同様にして，（1.3)がわ

かる．しかし，このような Jを探すのは困難（あるいは不可能？）なので，代わりに

•外向領域 (x ．くこ壮叫~I となる領域）及び内向領域 (x.< 三-社 |xll~I となる領域）
ではHJ-H。J=O(〈x〉-μ-l)を満たし，

•それ以外の領域 (|x ・<|三訃叫~I となる領域）では長距離型の減衰 HJ-H。J = 
0(〈x〉-μ)をする

ような Jを構成しよう．すると，（少し荒い説明ではあるが）外向領域及び内向領域では

短距離型の場合と同様にして (1.3)がわかり，それ以外の領域ではpropagationestimates 
あるいはone-sidedesitimate（時間発展e―itHoに沿って，全ての粒子が外向領域に逃げて

いくことを表す評価）によって (1.3)が成り立つことが示される．実際，この方針で修正
波動作用素の存在と完全性が証明できる ([8,§4], [9, §10])). 

外向領域と内向領域以外の領域の処理については，本質的にはone-sidedな評価 ([3,
Lemma 2.1 (1)］)を用いることができる．一方， Enssによる元々の証明はこの方針とは少

しだけ異なっていて，そこでは，漸近物理量の存在定理を用いる．この証明は例えば [1,
Proof of Theorem 2.4]と[7,Sketch of Proof for Lemma 2.4]に載っているが，（自分にとっ

て）よくわからなかったので，詳細な証明を 3章にて与える．



37

2 Isozaki-Kitada modifier 

2.1 Cook-Kuroda's idea and the Eikonal equation 

まず， HJ-JH。を計算してみよう．

Lemma 2.1. cp E C00（茫）を実数値関数とし， uES（即）に対して

J'Pu(x) ＝ J e叩(x,C)^  
(21r)n 如

u(C)dく

と定める．このとき，

HJ'Pu(x) -J辺ou(x)=(2いJ艮n(I匹（パ）ド十 V(x)-1~12 -i△x'P(x, ~))e叩(x,(lu(~)d~
(2.1) 

が成り立つ．

証明応(~) =|＜靡（E）なので， J'Pの定義から

HJ'Pu(x) -J辺ou(x)= (2い J即(-ふ＋ V(x) ―|ザ）e叩(x,Elu(~)d~

が成り立つ．一方，

—△xe''P(x,O ＝—▽x(i▽匹(x,~)e四(x,0) = (IV匹(x,~)12-i△x'P（パ）） e四(x,O

なので (2.1)が従う．

この Lemmaから，

IVcp(x, ()12 + V(x) -1(12 -i△x'P(x,() 

仁l

が（外向領域，内向領域上で）十分小さくなるように¢を構成すればよいことがわかる．

ゃを微分すると減衰が良くなるものとすれば，実際には

I▽cp(x,()12 + V(x) -1(12 

が小さくなれば十分である．この式＝ 0となる方程式 IVcp(x,()12 + V(x) -1(12 = 0を
Eikonal方程式という． Eikonal方程式の近似解は，次の節で述べるように外向領域，内向領

域上では簡単に構成することができる．それを1の分割で貼り合わせると以下のProposition

を得る．

Proposition 2.2. a > 0を固定する．このときある実数値関数ゃ＝匹 EC00（艮2n)が存

在して，以下の主張が成り立つ：¢は

18賃（¢（パ）ー x•()I ::;a叫x〉1-μ-la|〈く〉-1-1/31,

1 
18戌 (cp(x,()-x.く)|＜-

2 
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を満たし，

J := Jrp, S := HJ -JR。,s(x,~) =|▽cp(x, ~)12 + V(x) -1~12 -i△四(x,~) 

とおくと，

亨s(x,~)I:::; { ~叫x〉 -1-µ-|a| 〈(〉 -1-|B|, tf |x. ＜| 2 i|x||＜|, |＜| 2 a/2 
Caf3〈X〉-μ-la|〈C〉-I-lf31, if Ix ・ ~I さ:ら |xi l~I, l~I 2'. a/2 

が成り立つ．

Remark 2.3. sは外向領域，内向領域では短距離型の減衰 0(〈x〉-l-μ)をしていて， それ

以外の部分では長距離型の減衰0(〈x〉-μ)をしていることがわかる．先ほど説明したよう
に，この Propositionによって外向領域及び内向領域では波動作用素の存在がわかること

になる．

証明次の節の Proposition2.4で構成された四を 1の分割で貼り合わせればよい．貼り

合わせの方法については [2,Theorem 2.5]の証明を見よ（この部分は独立に読めるし，読

むのは非常に簡単である）． ロ

2.2 Approximation solutions to the Eikonal equation on outgo-

ing/incoming regions 

この節では， Eikonal方程式

lv'xcp(x,(）ド十 V(x) ＝|（|〗 cp(x, f) -X ・ f = Q(〈x〉1-μ,)

の近似解を構成しよう． kE良と aEC可町 x町＼｛0｝）に対して，

a ES!⇔ |8応（パ）I::;Cc,(3〈x〉り<|―1-|(3|for 士x・ f?: -~lxllfl, lfl?: 1. 

と定義する．

Proposition 2.4.ある実数値関数四 EC呵股2”)が存在して，

I Vx 四 (x , f)l2 + V (x ) -l f l 2 E S土ーl -μ, , 'P± (x , f ) -x • f E Stμ, ( 2 . 2) 

を満たす．

Remark 2.5.このPropositionは匹平＿がそれぞれ外向領域上，内向領域上でのEikonal方

程式の近似解でありかつ，¢+しま外向領域上でのみいい評価を満たし，ゃ＿は内向領域上での

みいい評価を満たすことを意味している．実際にや土が悪い挙動を示すのはx.＜＝干|xllfl
のときのみなので，この近傍を除けばゃ且ま十分良い挙動をする．つまり， Slの定義に現

れるー｝はどんな a-E(-1,1)に置き換えても同じ主張が成り立つ．

証明＋の場合のみ証明しよう．

N 

や＋（パ） ＝ x．い＋ど凡（パ）， RjE S~-Jµ_ 

j=l 
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の形で近似解を探すことを考える．計算すると，

I虹 (x,()門＋ V(x)―|別＝V(x)+ 2辛・▽ふ＋芦▽ふ•▽Rl 

=V(x) + 2( ．▽汎＋ t(2(· ▽x凡＋区▽ふ•▽⑳)
J=2 k+l=J 

-（N+1)μ 
+s± 

となるので，

叫＋ 2~• ▽汎＋ t(2~• ▽x凡＋と▽ふ·▽汲） ＝ 0 
j=2 k+l=j 

となるように凡を決めれば良い．そこで

％（パ）＝ V(x)，い（パ） ＝〉立凡（パ）•V虚（パ） ES_;:兄 j2". 1 
k+l=j 

とおいて，帰納的に

00 

凡（パ）＝Jい＋2tf,f) -½(2tふ f)dt
1゚ (00 Tr f,,  f ｀ ［い(x+t厨'<)-VJ(t責f)dt

と定めれば， RJES]-Jμ であり，

I▽占＋（疇）ド＋ V（x) -|f|2 E S_;:(N+1)μ・ 

がわかる．（N+l)μ>l+μ となるように大きく Nをとれば， <f!+は(2.2)を満たす．

3 Existence of asymptotic observables 

この節の目標は以下の定理を証明することである．

Theorem 3.1. /1, Theorem 2.4} f EC'.戸（町）とする．このとき， uE沢ac(H)に対し，

It~四（f（五）ーf(D』)い叫＝ 0 

が成り立つ．

仁l

これは，散乱状態にある粒子は川→ 00で占典軌道に沿って運動していることを意味
している．
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3.1 A key estimate 

Theorem 3.1は本質的には以下の Propositionから従う．

Proposition 3.2. u E S（町） n沢ac(H)に対し，

lim | (王 -Dx)e-叫＝ 0 
ltl→oo II ¥2t 

が成り立つ．

Remark 3.3.今の場合， e→tHは8（即）を保つので， e→tHUに羞ー Dxを作用させた関数

はび（町）に入ることに注意せよ．

これは [7,Lernrna 2.4]の証明内で示されているが，もう少し詳しく証明を書こう．ま

ず， V=Oの場合を証明してみよう．

Lemma 3.4. u E S（町）に対し，

It！四信— Dx) e―itH。u||＝0 

が成り立つ．

Remark 3.5.実際には， ll(x-2tD』e→tH。ull= llxullが成り立つ．

証明． A=~ とおく．簡単な計算により，

[H。,ilxl2]= 4A, [R。,iA]= 2R。 9 に—虹＝ 1x|2 _ ！A+H。 (3.1)
2t -~ J 4t2 t 

となるので，

!に -Dx『=-1年 1 x 2 1 2 
dt ¥ 2t -~ J 2t. t2 + -A, ［H。,i(--Dx) l = - --2t -~ J J t2 A H 

t ゜
羞信ー Dx『+［Hい（盃ー Dx)2l ＝→（寄— }A+H。) ＝→信ーDx)2 (3.2) 

である．よって，

羞（喜ーDx)e―itH。U2 ＝羞（u,eitH。（三ー几）2e―itH。u)
=(u, eitHo（羞（土ーDx)2+ ［Hい（土ーDxr])e―itHou) 

2 
= --（u, e itHo に— Dx)2e→tHou） 

t 2t 
2 11 / X _ ¥'"" 112 

= -- （--Dx) e―itH。U
t II ¥2t 

が成り立つ． この常微分方程式を解けば，ある定数CE股を用いて

に— Dx) e→tHoUr = g 
2t t2 

と書けるので， 1り→ ooとすればこれが0に収束することがわかる．
仁l
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Theorem 3.2 の証明 t~O の場合のみ考える． 3 つの等式

2 

lim (e -itH. lxl 
t→oo’4t2 

u,~e—itHu) = (u, Hu), 
1 

lim (e→tHu, ;Ae―itHu) = 2(u,Hu), 
t→oo t 

lim (e―itHU, H,。e→tHu)= (u, Hu) 
t→OO 

を証明すれば十分である．実際，（3.1), (3.3), (3.4)より，

（三ー几）e―itHui!2=(e―itHu, (~-iA + R。)e―itHu) 

→(u,Hu)-2(u,Hu)+(u,Hu)=0, t→OO 

を得る．

まず，（3.3)の2式目を証明する．関数W を

W(x) = -2V(x) + [V(x), iA] 

と定義する．（3.1)を用いると

羞(e―itHu,Ae―itHu)=(e―itHu, [H,iA]e―itHu) 

となる．両辺を積分すると，

=(e→tHU, (2JI,。+［V(x), iA])e―itHU) 

=2(u, Hu)+ (e―itHu, W(x)e―itHu) 

(3.3) 

(3.4) 

t 

(e→tHu,Ae→tHu) -(u, Au)= 2t(u, Hu)+ j¥e―isHu, W(x)e―isHu)ds (3.5) 

゜を得る．長距離型の仮定 (1.1)から田→ 00でW(x)= 0(〈x〉-μ）となるので， RAGE
Theorem ([6, p.341, Theorem XI. 115]) とuE叩 (H)から，

1 t 1 t 

i l (e―isHu, W(x)e―isHu)dsl ::; ci 1|| 〈x〉—恥—isHull2ds → 0 t→ OO 

が成り立つ．よって，（3.5)の両辺を tで割ってt→ooとすると，（3.3)の2式目を得る．
次に，（3.3)の1式目を証明する．（3.1)と(3.5)を用いると

d 

dt 
-（e―itHu, lxl2e-itHu) =(e―itHu, [H, ilxl2]e―itHu) 

=4(e―itHu, Ae―itHu) 

t 

=4(u, Au)+ 8t(u, Hu)+ 41'(e―isHu, W(x)e―isHu)ds 

゜となるので，両辺を積分すれば

(e―itHu, lxl2い叫）ー (u,lxl2u) =4t(u, Au)+ 4t2(u, Hu) 

+ 41t (t -s) (e―isHu, W(x)e―isHu)ds (3.6) 

゜
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を得る．長距離型の仮定 (1.1)から lxl→(X)でW(x)= 0(〈x〉-μ)となるので，

1 I rt ~ 11t (t -s)(e―isHu, W(x)e→sH u) ds I.::: f I 1t (e―isHu, W(x)e→sHu)ds 

C rt 
三ーJ||〈x□e→sHull2ds
t。

であり， RAGETheorem ([6, p.341, Theorem XI. 115]）と uE'.J-{ac(H)から，これは

t→ (X)で0に収束する．よって，（3.6)の両辺を 4炉で割って t→(X)とすると，（3.3)の1

式目が成り立つことがわかる．

最後に (3.4)を証明しよう．

(e→tHu,R。e―itHu)=(e→tHu, He―itHu) _ (e―itHu, V(x)e→tHu) 

=(u, Hu) -(e―itHu, V(x)e―itHu) 

となるので，右辺の2項目がt→(X)で0に収束することを言えば良い． uES（野n)n'.J-{ac(H)

なので， w= (H -i)-1uとおけばWE'.J-{ac(H)が成り立つ．よって，長距離型の仮定 (1.1)

により

l(e―itHu, V(x)e―itHu)I ≪::: C|| <x>—~ (H -i)-1e―itHwll2 

となる． WE'.J-{ac(H)なので e―itHWは0に弱収束し，〈x〉号(H-i）ー1しまコンパクト作用

素なので 1|〈x〉哨(H-i)-1e→tHwll2は0に収束する．これで，（3.4)が証明された．

3.2 Theorem 3.1の証明

Theorem 3.1の証明に移る前に， 1つ補題を用意しよう．

Lemma 3.6. 77 E町とする．
(i) u EL％町）とすると， eiB1)・（品ーDx)u(x)= eis苦u(x-s77). 

(ii) (ei苦＿ ei1J・Dx)= ei1J・Dx・（e-誓 em（告ーDx)_ 1). 

ロ

Remark 3.7. (ii)に関して， Baker-Campell-Hausdorffの公式と x,Dxに関する 2階以上の

交換子が消えることを用いて証明することができる ([1,(4.29)］)が，ここではより直接

的な証明を与える．このような初等的な等式に対して Baker-Campell-Hausdorffの公式を

用いるのは，少なくとも自分にとっては overkillであるように感じる．

証明 (i)u ES（町）とすると，

d （り叫(x-sri)) ls=O =i~ 
ds 
J,; (eis'tru(x -sri)) ls=O =i~u(x) -77 ・如(x)

2t 
X 

=iry.に-Dx)u(x), 

が成り立つので，全ての SE股に対して

e2Sn・（表ーDx)u(x)= i噸 u(x-sry) 
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となる． n．（含ー Dx)は8（股り上本質的自己共役なので，これはuEL刊股n)に対しても

成り立っ． s=l として，特に， ei11• （品ーDx)u(x) = ei~『 u(x -1))を得る．

(ii)簡単な計算により，

となるので，

e-iry•Dx o eirJ•知(x) =ei~u(x -rJ) 

_t • |”| 2 
t . n·a~ 

=e 2t e 2t u(x -n) 

=e-誓 eiri（羞ーDx)u(x)

(e'筈＿ ei17・D況(x)=ei17・Dx. (e―i17・Dx. ei昔＿ l)u(x)

=ei17・Dx. (e―t隣2em （羞ーDx)-l)u(x). 

が従う．
仁l

Theorem 3.1の証明 8（町）n沢ac(H)は 叫c(H)で桐密なので， uES（配）n沢ac(H)とし
てよい． Fourier反転公式より，

f信）ーf(D砂＝心1nf(rJ)(e翌f--eiry・Dx)drJ 

が成り立つ．

w ES（町）とする．今， Lemma3.6によって

11 (e芳ー ei71・Dx)wll=llei71・Dx. (e―9誓ei71（品ーDx)-l)wll 

=ll(e―̀ n（羞ーDx)-l)wll 

:Sll(ei71（盃ーDx)-l)wll + ll(e骨し2_- l)wll 

である． B= T/ ・（盃ー Dx)は自己共役なのでeisBはユニタリ作用素であり，

1 

ll(eiB -l)wll =II 1J. eisB Bwdsll 

゜:SIIB叫I

となる．また， Taylorの定理より le'誓＿ 11:::;罰なので，

IT/12 
||（虞戸＿ ei71・Dx)wll:SIIBwll + S½llwll 

21tl 
2 

:Slr1I||（五ーDx)wll + ~ 21tl 

を得る． w=e→tHUとして (3.7)を用いると， fE C戸（民）より

llwll 

(f （土）ーf(D』)e→tHull ::S; C(ft-Dx) e→tHII＋贔llull

(3.7) 

を得る． Proposition3.2を用いれば，この式の右辺は川→ 00で0に収束する．これで

Theorem 3.1が証明された．
仁l
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