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一般化シンク関数とノルムの漸近展開
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本研究は共著論文 [6]に基づく．本稿は発表時のスライドに口頭で述べた内容やその後

の進展を加筆したものである．

1 イントロダクション

1.1 シンク関数

シンク関数

sincx :＝『” (x-/-0), 

(x = 0). 

シンク関数は工学において重要な関数である．大きな特徴として短形波のフーリエ変換

であることがあげられる．主な応用例としては通信理論におけるシャノンのサンプリング

定理や，数値計算の近似理論におけるシンク近似法 (Whittaker,Stenger等）がある．
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x
 

図 1 sincxのグラフ

シャノンのサンプリング定理 (Shannon(1949)) 

関数 x：股→ Cのフーリエ変換

1 OO 

X(W) ＝ J x(t)e―iwt dt 
亭 -00

に対して，ある W>Oが存在し， X(w)= 0 (lwl 2 W)であるとする．このとき，

T := 1r/Wとおくと，

00 

x(t) = ntoo x(nT) sine [ 7r (nーり］• 

シンク関数は応用分野では “sincx’'と書き表すことが多いようだが，数学ではそのま

ま ‘'si戸＇と書き表すことが多いようである．本稿では行幅の関係で “sincx’'と書くこと

もあるが，主に “si:”’'と書き表すことにする．

1.2 シンク関数のノルム

まずシンク関数のノルムについて次の不等式が知られている．
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ボールの積分不等式 (Ball[1]) 

00 m 
SlllX I _ 7r 

占 j dxこ一 ::::::o2.2214 (m ~ 2) 。 x ⑫ 

等号は m=2のとき，またそのときに限る．

ボールの積分不等式は [1]において「n次元単位超立方体を (n-l)次元超平面で切っ

た断面積の最大値は《うである」ことの証明に用いられた．

遠方では次の定理が成り立っ．

漸近展開 (Borwein-Borwein-Leonard[3], Kerman-Ol'hava-Spektor [5]) 

ある巧（j：：：：： 3)が存在して，

氾 [DOデ m dx～喜（1-羞嘉ー晶土）＋旦臼 (m→oo)

ここで， f(m)～L':=oak/mk (m→oo)であるとは，任意の n= 1,2,．．．に対して

f(m) = Lに~ak／叫＋ 0(1/mり(m→oo)であることをいう．

1/mまでの係数は [3]によって， 1／而の係数は [5]によって得られた．漸近展開の式

において，右辺の関数は m≫ 1で上に凸であり， m→00のとき《面万2~ 2.1708に

収束する．図 2からもその様子が見てとれる．

なお，図 2において 3<m<4付近に現れている極小点については何も知られていな

いようである．

1.3 一般化シンク関数

一般化三角関数を用いてシンク関数を一般化する．

まず一般化三角関数 sinp,qxと一般化円周率 1fp,qは次のように定義される： P,q E 

(1, CX)）に対して，
X 

Fp,q(x) := 1 dt 
0 (1ー伊）1/p

(0::; X::; 1) 

とし，特に 1rp,q:= 2Fp,q(l)とする．このとき，

sinp,q x:＝誓(x) (o::;x::;~) 
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図2 [五J。(X) |sincxlm心のグラフ（横軸は m ~ 2) 

と定義する．さらに sinp,qxを sinxのような周期 21rp,qの奇関数になるように良全体

に拡張する．特に sin2,2x = sinx, 1r2,2 = 1rである．一般化三角関数 sinp,qxと一般化

円周率丘qは 1次元 pラプラシアンの固有関数とその周期を表すのに便利で， pラプラ

シアンを含む微分方程式の振動問題や分岐問題の研究に古くから用いられている．

これを用いて一般化シンク関数を次のように定義する：

sincp,qX :＝｛ 1 sinp,qx ::： : 
特に， sinpx := sinp,p x, 7rp := 7rp,p, sincp x := sincp,p xで表す．

さらに COSp,qXを sinp,qxの導関数として定義しておく．このとき Icosp,q xlP + 
I sinp,q xlq = 1が成り立つことに注意する．また， COSp,qXはそのまま微分すると

(COSp,q X)'= —釘 cosp,q xl2-pl sinp,q xlq-2 sinp,q x 
p 

であって (p-;2のときは）再び COSp,qXを含む形となるが，（p-1）乗してから微分す

ると
I (p-l)q 

(I cosp,q xlP-2 cosp,q x)'=-~I sinp,q xlq-2 sinp,q x 
p 

であることに注意する．なお，この式は sin xが ― ― p,q Pフプフシアンの（非斉次固有値問題

の）固有関数であることを表している．
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さて， D.Edmunds (University of Sussex)はボールの積分不等式 ([1])およびノルム

の漸近展開公式 ([3,5])を一般化シンク関数に対して拡張する問題を提唱し，部分的な回

答として， 1パラメータの一般化シンク関数のノルムに対して次の定理を証明した．

漸近展開 (Edmunds-Melkonian[4]) 

p E (1, oo）に対して，ある乃 (j：：：：： 2)が存在し，

ml/p 100 l~lm dx 
~ （P(p+p1)）1/prじ）［1一 (P+2：ごロ―1)̀  

＋ ；図(j十；）嘉 (m→oo).

この漸近展開の式はp=2のとき [3]の結果に一致する．右辺の関数はp< (1+¥/'5)/2 

の場合は p2-p-l<O だから， m~l では下に凸となり， m → 00 のとき上方から極

限値 (p(p+ 1))1／町（l/p)/pに収束することがわかる．したがって，この場合は極小点だ

けでなく極大点も存在するはずである． p=2のときは図 2のように上に凸で下方からの

収束であったから，様子が著しく異なっている．

なお， 1／厨の係数は [4]では得られていない (p= 2のときは [5]によって得られて

いる）．また，ボールの積分不等式の拡張についても [4]では言及されていない．

1.4 主結果

本研究はシンク関数のノルムに注目する．具体的にはシンク関数の Lmノルムについ

て， m に関する漸近展開の公式を一般化することを目的とする．

我々は [4]の 1パラメータの結果を 2パラメータに拡張した．
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主定理 (Melkonian-T.[6]) 

p, q E (1, oo)に対して，ある乃 (j乏2)が存在し，

m1/q JOO sinp,qX m dx 
。 x

~ (p(q+ q 1)）1/qr （り［1一 (q+ 1)（p府＋2pq-3q2 +p-2q)」
q l OO呪 (2q+1) m] 

＋こ叫＋ 1
q 

j=2 

― q)嘉 (m→oo).

この漸近展開の式は p=qのとき [4]の結果に一致する．右辺の関数は p< q(3q + 

2)/(q + 1戸の場合， m ≫ 1では下に凸となり， m → ooのとき上方から極限値

(p(q + 1))1／町（1/q)/qに収束することがわかる．したがって，この場合は極小点だけで

なく極大点も存在するはずである．なお， 1/m2の係数は得られていない．

この定理の証明は第 3章で行う．

2 一般化シンク関数の積分

一般化シンク関数の積分はディリクレ積分（シンク関数の積分）の一般化でもある．こ

こではディリクレ積分についてよく知られた性質の類似物を紹介する．

2.1J。;xisine x dx = ~, Jc。~ sinc2 x dx = ~ 

定理 1(Melkonian-T. [6]) 

p, q E (1, oo)に対して，

fo00¥dx=ifo1~dx= fo1logい（加Tpq杓，q位））］ du,

[ (Slnpxq>2 dx 

=~11 [~r dx=tfo1ucot（こ恥q(u))du 



27

この定理の証明は下の定理 1'のそれを参照のこと．

第 1式の左の等号は， p=q=2の場合は右辺の被積分関数が 1となるので n/2とな

りディリクレ積分の値を与える． p=q=2以外の場合，右辺は具体的な積分値を与える

わけではないが，無限区間 [O,oo)上の積分を有限区間 [O,1]上の積分に変形しており，こ

の変形が下の系 2の証明に役に立つ．第 2式の左の等号についても同様である．

第 1式の右の等号は積分関数の逆関数である sinp,qを用いずに初等関数と積分関数

Fp,qの積分に変形できることを意味する．この変形によって例えば Mathematicaで次

のように数値積分することが可能になる（ガウスの超幾何級数 F を用いて Fp,q(u)= 

sin贔u= uF(l/p, 1/q; 1 + 1/q叫）と表せることを利用するとよい）．例えば，

JOO sin2,2X dx~ 1.5708 ～竺，
2 

JOO sin1.5,2.5X dx ;:::; 1. 7756, [JV ¥ dx ;:::; 1.4987 

という具合である．第 2式の右の等号も同様で，

fo00 (¥) 2 dx;:::; 1.5708;::::: i, 

JOO (sin1 5,2 5 x) 2 dx ~ 1.6635, °° sin2.5,1.5 X 2 1 (x)  dx~1.5095 

という具合である＊1.

定理 1の各式の左の等号をより一般化したのが次の定理である＊2.

*1一般化シンク関数のこの数値積分は佐藤朔氏（芝浦工業大学大学院 M2)による．

*2これはまだ積分の表現方法に改善の余地があるかもしれない．
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定理 l'(Melkonian-T. [ 6]) 

p, qE(l,oo), rENに対して，

loo (¥)r  dx=％い［sin;,q（戸）Lr(t)dt.

ここで，

N 

LAt)＝ lim こ (-lYn 1,.  dr-l I 7r 
N→OOn=-N(t+n)r =―(r -1)！ z凡mtdzr-1 ［叩（7rZ)]• 

ただし， cp(z)= sin z (rが奇数） ； ＝tanz (rが偶数）である．

じ (t)の級数を極限による表現は留数定理による．最初のいくつかを実際に計算すると，

L1(t) = 
7r 

sin（冠）＇

ら(t)= 
召(2-sin2けt))

2sin3けt)'

となる．

ら(t)= 

L4(t) = 

7f 
2 

sin2けt)'

召(3-2 sin2けt))

3sin4けt)

2.2 (J。;'°sine x dx)2 = ~ ft。~ sinc2 xdx(＝予）

定理 1から次の興味深い不等式が得られる．

系2(Melkonian-T. [6]) 

p, q E (1, oo)に対して，

(lOO smp,q ”dx)2こ了 [(Slnpx,q”)2dx 

等号は p=q=2のときに限る．

この不等式は一見するとシュワルツの不等式の形をしているが，積分区間が無限である

からシュワルツの不等式から直接は得られない．そこで定理 1の第 1式の左の等号を用

いていったん積分区間を有限にしてからシュワルツの不等式で評価し，次に第 2式の左の
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等号を用いて積分区間を戻す：

(lOO Slnp,q”dx)2呵if(11~dx)2 

：：：：：： :［(皿;；［T7fP；：叫〗心定塁 1 デ[『和Xげ〗心
この不等式の等号成立に関しては， sinp,q(1r p,qx)が X E (0, 1) ¥ {1/2}において P,qに

関して狭義単調減少である ([10]）ことからわかる．

この不等式の両辺は定理 1のところで述べたように超幾何級数を用いて Mathematica

で数値計算できるので，実際に pq平面上で右辺と左辺の差のグラフの概形を描かせると，

常に 0以上であることが見てとれる（図 3)．特に p=2付近の“海溝＇や遠方での挙動

を調べると面白そうである．

10 

図3 右辺と左辺の差のグラフ
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2.3 J。~ sinc2 x dx = ~。~ sincxdx = ~。00 1ー尤デ dx (＝ 予）

定理 3(Melkonian-T. [6]) 

q E (l,oo)に対して， q*=q/(q-1)とするとき，

JOO Slnq* q X q dx = 2:： lOO Sln:,q X q-2 sin2,q”dx 
。 x I :t-~i ~ Jo I x I x 

= 21-2/q loo~ dx. 
゜

xq 

この不等式において特に q=2とするとこの節の見出しにある等式となる．

証明は次のように行う．左の等号を示す．倍角公式 ([11]): 

により

sin2,q(22/qx) = 22/q sinず，qxi COSq•,q X|ず-2COSq•,q X 

I sin2,g(22/gx) lg-2 sin2,g(22/gx) = 22/g* I sing•,g xlg-2 sing•,q x coSq•,q x 

22/g* 
= ~ (I sinq•,q い）＇

q 

であることに注意する．部分積分してからこれを用いると，

1=  1¥1q  dx = [~x1-qlsinq•,qxlq] 。OO ―l ] q [OO戸 (Isinq•,q xlq)'dx 

q * 00 

＝炉／~ 1=  x1-ql sin2,q(221qx)lq-2 sin2,q(22/qx) dx 

゜＝エJOOsin2,qX q-2 sin2,qX 
22/q 

dx 。 X I X 

となって左の等号を得る．次に右の等号を示す．第 1.3節で述べたように

であるから，

-(I cosp,q xlP-2 cosp,q x)'= ~I sinp,q xlq-2 sinp,q x 
p 

これを用いてから部分積分すると

J00 sinp,qX q-2 sinp,q”dx ＝互°°
X I X 

q* J 1-| cosp,q x|P-2 cosp,q”dx 

0 0 
xq 
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を導ける．特に p=2として

J(X) sin2,qX q-2 sin2,q Xdx = ] (X) 1 -COS2,q”dx 

。 x x q* l 四

を得る．

3 主定理の証明

Ip,q(m):=m1/q1001¥1m dx (p,q,mE(l,oo)) 。 x

主定理を再掲する：

定理 4(Melkonian-T. [6]) 

p, q E (1, oo）に対して，ある rj(j 2 2)が存在し，

Ip,q(m) 

~ （P(q+ q 1)）1/qr (!） ［1-（q+ 1)（p# ＋ 2pq-3q2 +p-2q) 1 

q + ̀]2Jq十＋〗嘉 (m:[）

定理 4の証明のために補題を二つ準備しておく．

補題 1(Paredes-Uchiyama [9]) 

sinp,q xは x=Oのある近傍で次のように展開できる：

Slll p,q x=x-~lxlqx+ 
1 I In,  1 -p + 3q -pq 

p(q+ 1) 2炉(q+ 1)(2q + 1) 
lxl2qx +... 

（一般化マクローリン展開）



32

補題 2

任意の aE (0, oo）に対して，

lim Ip,q(m) ＝ lim m1/qJa sinp,q X m dx(＝： lim J(m, a)） 
m→oo m→00 。 x m→OO 

この極限値は aには無関係である．

補題 1はp=q=2の場合， sinxのマクローリン展開のことなので，各項の係数はす

べてわかる（その結果，定理 4は "/2までわかり [5]の結果と一致する）．それ以外の場

合，［9]では第 3項までしか与えられていない．補題 2の証明は [6]を参照のこと．

定理 4の証明は次のように行う．補題 2より，十分小さい a E (0, 1)を固定して

lim J(m,a)を求めればよい．
m→OO 

°'I sin~ n x 1m _ m1/q f°'q 
J(m, a).＝m1/ql x ,q”dx = m ql  e―mf(tlg(t) dt 

と表せる．ただし，

J(t) =-log(~い））， g(t) = tlfq-l 

である．補題 1より，

sinp,q (t1fq) 
=1-

1.L, 1 -p + 3q -pq.L2 
t + t ＋・・・

tl/q ~ p(q+l)"'2炉(q+ 1)(2q + 1) 

であるから， f(t)のマクローリン展開の係数が柱の項までわかる．漸近展開に関するラ

プラスの方法 (Olver[7])により，ある乃 (j2: 0)が存在し，

m1/q OO OO 

J(m,a) ~ ~e-mf(o) tr (j + i) ~十］1/q＝図(j+ i)嘉

である． J(t)のマクローリン展開の住までの係数から ,o,,1を得る．

定理 4の漸近展開の主要項は，次のようにしても求められる．

任意の EE(0, 1)をとる． a=sin―1eに対して，p,q 

J；門；qa)= [ （Slnpxq”)m dx = [ (Slnい）m（1 -dy）1／p 
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が成り立つ．ここで Bhayo-Vuorinen [2]による不等式：

1 -1 

(1-炉） p（q+1) < 
y 

く 1+
yq 

SIn贔y (p(q +1)） (0 < y < c) 

より，

［（1 -炉） p（昇1) ｝ dy < J；門；qa）く［ （1+~)-m~炉）1／p

が成り立つ．左辺を L(m,E)，右辺を R(m,E)とおくと，旦竺匹）
r(m+b) 

~ ma-bより，

L(m,a) = 11 -11 ~ ~r (i) ¾,- o（土），
1 OO - m  

R(m, c:)く（1-召）1／pl(1  + p(qy: 1)） dy 
1 (p(q+l))1/q"(l¥ 1 

～ （1 -召）1／P q rし）而／q

が示せる．これと咋 (0,1)の任意性により

J鷹い(m)＝ （p(q+ q 1)）1/qr (i) 
を得る．

4 今後の課題

•ノルムの増減および漸近展開における 1/m2 の係数の決定．

•系 2 の不等式の精密化と応用．

•一般化シンク関数に対するボール型積分不等式の発見．

•一般化シンク関数に対するレッドヘッファー型不等式 ([8]) の改良．
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