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不安定性について
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Keisuke Matsuya 
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Musashino University 

§1.はじめに

超離散化 [1,2]とは有理式の形をした差分方程式に対して極限操作を行うことで新たな

差分方程式を得る操作のことである．超離散化で得られた差分方程式はまるめ誤差を考え

る必要がなく，数値計算に適している．さらに，方程式の解として箱玉系 [1,3, 4]を代表と

するセルオートマトンが得られることもある．セルオートマトンとは有限の状態をとる離

散力学系のことである．箱玉系はソリトン方程式に代表される可積分系の偏微分方程式と

離散化・超離散化によってつながっている．筆者は可積分系の方程式とは限らない微分方

程式の離散化や超離散化であって元の方程式の解の性質を保持するものを探すことに興味

をもっているただ，差分方程式に減算があると極限をとることができないために超離散

化を行うことができない [2]．そこで，本稿では反応項が有理式である反応拡散系に対して

減算を含まない離散化を与え，得られた偏差分方程式系と元の反応拡散系の平衡解の安定

性の関係について議論する．この内容は [5]にあるものであるまた，補遺としてソリトン

方程式の一つとして知られている KdV方程式と箱玉系の関係について紹介する．
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§2.反応拡散系の減算のない離散化

以下の形をした反応拡散系：

｛悶＝Dふ＋fl(U,V)-ugl(U,V) 

枷

8t 
- ＝ D心v+ h(u, v) -vg2(u, v) 

の離散化について考える．ただし， u= u(t, x), v = v(t, x), t：：：：： 0, XE股叫 Du,Dv > 

0,△は d次元ラプラシアンとし， Jj(u,v), 9J(u, v) (j = 1, 2)は減算を含まない U,Vに

よる有理式であるとする．本節では (1)の離散化の手法を紹介する．

(1) 

§2.1.反応拡散系に対応する常微分方程式系の離散化

(1)の離散化を議論する準備として，本節では (1)の空間一様な解が満たす常微分方程

式系： ｛：＝fl(U,V) -ugl(U,V) (2) 

dt 
- ＝ f2(U,V)-Vゅ(u,v)

の離散化について紹介する．この離散化は [6]で報告されているものである．

(2)に対して微分を差分商に置き換えるという自然な離散化を施すと，次の差分方程

式系： ｛ ：［／ vs s : f2 l （か，，炉））―-V892(US'vs) ) 

が得られる．ただし， sE Z2':oであり， 8>0は時刻 tに対する差分刻みである．この差分

方程式系に対して非負の初期条件を与えたとき，差分刻み 6の値によっては必ずしも非負

の解が得られるとは限らない．これは (2)の場合と異なる状況である．実際に，（2）に対し

て非負の初期条件を与えたとき，非負の解が得られることが (2)の方程式系の形から分か

る．そこで，解の非負値性を保存する離散化を考えたい．そのような離散化を施すと，次の

差分方程式系：
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が得られる．実際に (3)の右辺を 0=0のまわりで Taylor展開すると

us+l =か＋ r5{!1 (u八vs+l)-usg1 (u8, vs+l)} + 0（炉）

vs+l =討十 6{f2(US'研)-V加（U八V8)}+ 0（炉）

と変形できるからである．また，（3）に減算がないことから，（3）に対して非負の初期条件を

与えると非負の解が得られることも分かる．

§2.2.反応拡散系の減算のない離散化

ここでは (3)を元にして (1)の離散化を行う．以下に定義する量：

叫（外） ：＝ a 心＋tい＋此ek'叫（幡） ：＝ b 位＋t□ ＋叫ek
a+2d a+2d b+2d b+2d 

k=1 k=1 

を用いて拡散項の効果を取り入れる．ただし， nE Z叫a,b~ 0であり， ekEかは第 K成

分が 1の単位ベクトルとする．そこで，叫国）および m心）を用いた以下の偏差分方

程式系 ｛ご＝ m↑□，十1口f;a（こ尺冒+1) （4) 

％ ＝ 
s+l 叫（碍）＋伍 (ma（吋），叫（幡））

1+如（ma国），叫（噂））

を考える．（4）に対して連続極限： 6→十0を施すことで，（1）が得られる．実際に，（4）の右

辺を 8=0のまわりで展開すると，

u~+l = ma (u~) + 8 {!1 (ma (u~), v~+l) -ma (u~) g1 (ma (u~), v~+l)} + 0 (82) 

v~+l = mb (v~) + 8 {h (ma (u~), mb (v~)) -mb (v~) g2 (ma (u~、）， mb (v~))} + 0 (82) 

と変形でき，ここで， aおよび bが

(＝ VDu6(a+2d) ＝VDV8(b+2d) 

を満たすとすると，

d 
叫国）一 U； 叫 ek-2咋＋ u~-ek

P=DuL  
k=l 

く2

d 
叫 (v~) -v~ n ~ V~+ek -2位十 v~-ek

P=DvL  
k=l だ

となることから，（4）が (1)の離散化となっていることが分かる．
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注意 1 ここで紹介した反応拡散系の離散化の手法は反応項の条件を緩めた方程式系：

{:  =D心 u+／l(U,V) (5) 

~ =Dv~v+h(u,v) 
fJt 

にも適用できる．実際に，この反応拡散系に対応する常微分方程式系の離散化として次の

差分方程式系：

{心+1= fl ]，v汽8)：＝か＋砧 (U汽沢） ＋ 0（炉）

v~+l = l2 (u尺炉；c5):=炉＋幼（か，沢） ＋ 0 （炉）

が得られれば，偏差分方程式系：

{吋+1= h (ma (U:），叫（蝶） ；6） 

v~+l ＝ん（叫 (u~) ，叫（碍） ；c5) 

とすることで，この方程式に連続極限： 8→十0を施すと (5)が得られる．

注意 2 拡散項の離散化を今回と違ったものにしても拡散項の効果を取り入れられる．実

際に，（4）において ma(u~）および mパ碍）の代わりに

d 

加 (uい：＝こ
u + US n+pek'~n-pek 

および加（嬬） ：＝こ叫qek: 碍_~, p,q E Z>o 
2 

k=l k=l 

を用いても連続極限： 6 →十0を施すことで (1)が得られる偏差分方程式系が得られ

る．筆者はこれまでの研究で，拡散項をここで挙げた離散化を用いることで反応拡散系

Gray-Scottモデルの離散化を行い，その解が表す時空パターンについて調べた．詳しく

は，［5,7]を参照されたい．

§3. (1)および(4)それぞれの平衡解の安定性について

本節では，（1）および (4)それぞれの平衡解の安定性，特に線形安定性および d=lとし

た場合の Turing不安定性の関連について議論する．ここで，（1）および (4)の平衡解とは

(u,v)または (u;，幡）がそれぞれ定数関数となる解（か，v*)のことであり，それぞれの平

衡解は完全に一致し，

を満たす．

{h(u* ， v*）—五 (u*, v*） ＝ 0 

f2位＊，v*)-v*g2位＊，v*)= 0 
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§3.1. (1)の平衡解の安定性について

まず，平衡解 (u*,V*)の (2)における線形安定性および (1)における Turing不安定性に

ついてまとめる．反応拡散系 (1)に対応する常微分方程式系 (2)をこの平衡解のまわりで線

形化した方程式系は，

羞（~) =（パ，｝：．g-iV-*gu;［i,v 打，：［，： u-＊［旦~2,J (~) =:A(~) 

となるただし， fi,u=和Ji(u*,v*), fi,v = 8vfi (u*,v*), fふ＝むh(u*,v*),fふ＝
8vh (u*,v*), 9i,u = Ou91 (u*,v*), 9i,v = Ov91 (u*,v*), 92,u = Ou92 (u*,v*), g;,v = 

8v仰 (u*,v*),9i = 91 (u*,v*), 92 = 92 (u*,v*）とする．

平衡解 (u*,V*）の（2）における線形安定性は行列 A= (Aij)i,j=l,2の固有値の実部に

よって以下のように判定できることが知られている．

1. Aのすべての固有値の実部が負のとき，平衡解 (u*,v*）は線形安定．

2. Aの固有値で実部が正のものがあるとき，平衡解 (u*,V*）は不安定．

Lの場合が成り立つ条件は Aの固有方程式，即ち 2次方程式のすべての解の実部が負に

なる条件なので，

であることが分かる．

trA < 0 

detA > 0 

(6) 

(7) 

また，（2）の平衡解 (u*,V*）が線形安定であるとし，（1）を平衡解 (u*,V*）のまわりで線形

化した方程式系に対して，

(u,v) = (c1exp(w註＋ i"'x),c2 exp (w註十 iK,X))

という形の解を考えると

w,,, G~) = (A11 ~2~uK,2 A22 ~1い）（：：）＝： A(~~)
が得られるこれより， W氏しまAの固有値であり， K に対応する空間的振動を表す． W,;;の実

部が正となるものがあれば，平衡解 (u*,V*）が (2)において線形安定であっても不安定化

することを意味している．この現象は Turing不安定化と呼ばれる．ここで，

trA = trA —足 (Du+D』 ,Du,Dv > 0 
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であり，平衡解 (u*,V*）は (2)において線形安定であるので trA< 0であることから，

trA < oとなり， Turing不安定化が起きる条件は detA< 0を満たす K が存在すること

であると分かる．さらに，このような Kが存在する条件は， a:=Du/Dvとして，

detA = D』)vli4 — (A22几＋ A11Dv) 足＋ detA

= er (Dv) 
2 (2 A22び十 A11 2 4udetA-（A22び十 A11)2
代ー加DV)+ 4o 

となることから，び＞〇より，

如 detA-(A22び十 A11げ<O 

であり， Turing不安定化が起きるか否かは拡散定数の比びが重要になっていることが分

かる．

§3.2. (3)の平衡解の線形安定性について

この小節で述べる内容は [6]で報告されているものである．（4）に対応する常差分方程式

系 (3)を平衡解 (u*,V*）のまわりで線形化した方程式系は，

『+:: ~』か ＋ 6 （f「v十ー6gigい）。s＋1

日＝ 6 （fふ— v*gふ）が十 1 + 6(fふ— v*gi) 炉
1 + 6g2 --'1  + 6g2 

であり，右辺の係数行列を{Bij }i,j=l,2とすると，

（字:~) = (Bu +B!12B21 Bi!22) (~:) =: B（字）
が得られるまた，線形化を行う際に平衡解 (u*,V*）が満たす関係式を用いている．

平衡解 (u*,V*）の（3）における線形安定性は微分方程式の場合と同じように行列 B=

(Bij)i,j=l,2の固有値で判定できるが，差分方程式の場合は固有値の絶対値によって以下

のように判定できることが知られている．

1. Bのすべての固有値の絶対値が 1より小さいとき，平衡解 (u*,V*)は線形安定．

2. Bの固有値で絶対値が 1より大きいものがあるとき，平衡解 (u*,V*)は不安定．
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Lの場合が成り立つ条件は Bの固有方程式即ち 2次方程式のすべての解の絶対値が 1よ

り小さくなる条件なので，

1 + tr B + det B > 0 

1 -tr B + det B > 0 

detB < 1 

(8) 

(9) 

(10) 

であることが分かる．（8）と (9)の2つの条件はtrBの符号によって一方が他方に包含され

てしまう条件であることを注意しておく．

さらに，（2）の平衡解 (u*，炉）の線形安定性の条件と (3)のそれとの対応については，

炉detA
1 -tr B + <let B = 

(1 + 8gi) (1 + 892) 

1-detB = 
-8 tr A+ 82 {gig2 -(Ji,u―u*gi,u) (H,v―v*g2,v)} 

(1 + 8gi) (1 + 892) 

となることと (1+ 8gi) (1 + 892) > 0から，（9）は (7)と一致しており，（10)は差分刻み 6

が小さくなるほど (6)と近い条件となるまた，差分刻み 6が十分小さいとき trB> 0と

なり，（9）を判定するだけで十分である．

§3.3. (4)の平衡解の Turing不安定性について

最後に (3)の平衡解 (u*,V*）が線形安定であるとし， Turing不安定性について考える．

(4)を平衡解 (u*,V*）のまわりで線形化した方程式系に対して，

(u~, v~) = (c1（入,.)8exp (ir;,n), c2（入,.)8exp (ir;,n)) 

という形の解を考えると
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が得られる． 3.1節と同じように入氏は Bの固有値であり，その絶対値が 1より大きいも

のがあれば，平衡解 (u*,V*）が (3)において線形安定であっても不安定化することを意味

している．

detB = 
(a+2cosr;,)(b+2cosr;,) ~~L n,  ~ (a+2cosr;,)(b+2cosr;, 

detB. -1 < ） 
く 1

(a+2)（b+2) （a+2)（b+2) 



47

であり，平衡解 (u*,V*）は (3)において線形安定だったので detB< 1であることから

detB < 1となる．したがって， Turing不安定化が起きる条件は 1+ tr B + det B < 0ま

たは 1-tr B + det B < 0を満たす Kが存在することであると分かる．

さらに，（1）の平衡解 (u*,V*）の Turing不安定性の条件と（4）のそれとの対応につい

ては，
1 K 

a:=/3：＝ 1, n ・= sin2 _ 
a + 2'b+  2.  2 

とすると，

1 -tr B + <let B = 
16af3 {1 + 6 (fi,u―u*gi,u)｝ ｛1 + 8 (fふ一v*gふ）｝n2

(1 + 8gi) (1 + 892) 

-48 (aA22 + f3A11) + 4炉F 炉detA

(1+6gi) （1 ＋髯） 1]十 (1+6gi) （1＋髯）

となるただし，

F := a { (f{,v -u* 9i,v) (f;,u -v* 9;,u) -(R,u -u* 9i,u) (f;,v -g; -v* 9;,v)} 

-f3 (fふ—心ふ） （応— g;"-u冴，u)

である． 1-trB+ detBはnの2次式であり，差分刻み 6を0に近づけると nの 1次の

係数は符号を負に保ちつつ 0に近づく．〇：：：：： 1]：：：：： 1の範囲で負になるような代が存在すれ

ばTuring不安定化が起きるので， 6が十分小さいときに次の条件：

{ -28(a知 ＋ 叫 ） ＋2炉F2

（／）（1 ＋髯） ｝ 
1682af3 <let A { 1 + 8 (fi,u―u* 9i,u)} { 1 + o Uz,v―v*g2,v)} 

(1 + 8gザ（1＋髯）2

>0 

を満たせばTuring不安定化が起きることが分かる．さらに， a//3=(l(= Du/Dけに注意

すると，差分刻み 6が小さくなるほどこの条件は (1)の平衡解 (u*,v*)にTuring不安定性

が起きる条件に近い条件となるまた，差分刻み 6が十分小さいとき 1+ tr B + <let B > 0 

となり， 1-tr B + <let B < 0のみを判定するだけで十分である．

§4.最後に

本稿では，［5]に基づき，反応拡散系の超離散化可能な離散化を紹介し，もとの反応拡散

系と離散化して得られた偏差分方程式系の定常解の Turing不安定性について比較した．

その結果，差分刻みを十分小さくすることで離散化で得られた偏差分方程式系の Turing
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不安定性が生じる条件が元の反応拡散系のそれに近づくことがわかった今回の結果は，

反応拡散系に対応する常微分方程式系の平衡解が安定であっても，差分刻みの値が大きく

なると，今回与えた差分方程式系でも対応する常差分方程式系の平衡解が不安定になるこ

とも示唆している．こういった状況を改善する離散化の方法についても筆者は [8]で考察

している．

今後は，この離散化で得られた偏差分方程式系の超離散化で得られる超離散系の解の構

造と元の偏微分方程式系の解の構造について比較していきたい．

§.A.1.超離散化

ここでは超離散化 [1,2]の具体的な手続きを紹介する．超離散化は以下の極限が重要な

役割を担う．

A B 尼。clog(exp 1 + exp f) = max [A, B] 

A B 
尼。E:log (exp 1 exp f) = A + B 

ただし， A,BE良とする．超離散化の具体的な例として，拡散方程式：

OU 82u 
＝ ot 8x2 

(11) 

の超離散化を行う．ただし， u= u(t,x), t：：：：： 0, XE恥とする．（11)の離散化して得られ

る偏差分方程式は
s+l _ U~+l + u~-1 

% ＝ 2 (12) 

等がある．ただし， sE Z::::o, n E Zとする．

(12)において，心に対して変数変換：

心＝四／c （e > O) 

を施す．その後に両辺の自然対数をとり， c倍すると，

clogeu戸／c= clog 
eu~+i/E + euい！c

2 

が得られる．そこで両辺に対して，極限 e→+0をとると，

U戸＝max[U;+1,u;-1] (13) 
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が得られ，これが熱方程式の超離散化である．（13)の初期条件に対して， u~ E {O, 1} (vn) 

を課すと，悶 E{O,l}(vs,n)となる．これは，（13)の解はセルオートマトンを与えること

を示しており，その一例を下図に示す．この解は，ーか所のみ 1を与え残りを 0とした初

s
 

n 

図 1 (13)の解の例

口： 0，■ ：1 

期条件を与えて 1になるサイトが広がっている現象を確認でき，（13)でも拡散現象が確認

できることがわかる．

差分方程式に対して超離散化を施すと変数変換と極限をとっているが，元の差分方程式

の加法を maxに，乗法を加法に，除法を減法に置き換えたものになっていることに注意す

るただ，もとの差分方程式に減法があると超離散化での極限がとれないことがある．こ

れは， 極限：

尼。clog(exp 1-expり
が必ずしも存在しないことに起因している．この問題を解消するために微分方程式を離散

化し超離散化するには，離散化の際に減法が入らないように工夫する必要がある．本稿の

本論で与えた反応拡散系の離散化は超離散化可能，すなわち，減法が入らないように工夫

したものになっていた

§.A.2. KdV方程式と箱玉系の関係

ここではソリトン方程式の一つとして知られている KdV方程式とセルオートマトンの

一つである箱玉系が超離散化によってつながること [1,9]を紹介する．
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§.A.2.1 KdV方程式と双線形形式とその離散化

KdV方程式は浅水波を記述する偏微分方程式：

枷枷 [J3u
— +6u—+ ＝ 0 8t'~ -8x'8x3 

で KortewegとdeVriesによって提案された [10].(14)は以下に示す進行波解：

u(t,x) = 2足sech2,-,,(x-ct+ r5) = 2足{ek(x-ct+6) ＋ 2 e玉 (x-ct+6)『

(14) 

(15) 

を解にもつ．ただし， c,K,, <5 E股， c=4足とする．（15)はソリトン解と呼ばれ，グラフと

して描画してみると図 2のようになる．

zoo 

!L75 

!L50 

1.25 

100 

0.75 

0.50 

0.25. 

0.00 

-10.0 -7.5 -5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7_5 10.0 

図 2 ソリトン解

図 2は横軸が x,縦軸が uの値を示しており， o= 0, "'= lとして，水色の曲線は t= 0, 

橙色の曲線は t= 1,緑色の曲線は t=2の場合のものである．ピークが高さを保存した

まま右側に流れている様子が確認できる．ピークが高ければ高いほど速度が速くなること

に注意する．（14)には，ソリトンが 1つとは限らず， 2種類以上の高さのソリトンが混在す

る解が存在する．実際に，その解をグラフにしたものを並べると，図 3から図 6のように

なる．
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図 3 t = -3 

,oo 
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LOO 
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125 

LOO 

QSO 

図4 t = -1 

図5 t = 1 図 6 t = 3 

図3から図 6は，横軸を x,縦軸を uとしたものである． 2種類の高さのソリトンが，時間

tの経過とともに左から右へ動いていることが観察でき，さらには高い方のソリトンが低

い方のソリトンを追い越していることが分かる．この様子を別の方向から見た図が図 7と

なる．

3
 

3
d
 

-1 

。

-20 -12 -4 12 

図7 ソリトンの位相のずれ

図7は，横軸を x,縦軸を tとして， U の値を色であらわしたものである．特に注意するこ

とは追い越しの後にそれぞれのソリトンの位相がずれていることである．実際に衝突がな

かった場合に比べてソリトンの位罹がずれていることがわかる．
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(14)の従属変数 uに対して，変数変換：

u=2 

を施すと，（14)から fの偏微分方程式：

陀

枷 2
logf 

町 0f8f 町 0fがf （町〗
f茄江―可玩＋ f西― 4西加i+3 西~) = 0 (16) 

が得られる．（16)はKdV方程式の双線形形式と呼ばれる偏微分方程式である [11]．可積

分方程式はその代数的性質から系統だった離散化を行うことができ [12,13], (16)の離散

化として，

(I+ 8) び~ti咋―1 = 8外乳ぴ戸＋咋吋＋1

が知られている．（17)に対して，

とし，

1 o• O~ s n-
s w = n n+1 
n o• s びs-ln

n+l 

吟＝ 1＋入u い (n-~)-r,(s-~),c(n-~)),

(17) 

rJ = (1 + 28)8, c =炉／3,入＝ 3炉／2とし，極限6→ 0をとることで (14)が得られる．

§.A.3箱玉系とその発展方程式

箱玉系 [4]とは，下図のような， 1次元的に並んだ箱の中に有限個の球が存在する力学系

である．

| |0|0|0| | | 

□： 箱 〇 ：咽

oo m 

箱玉系は以下に挙げるルールで時間発展する．

(1)全ての玉をただ一度だけ動かす．

(2)まず一番左の球をその右の一番近い空箱に移す．

[I] 

(3)残りの玉のうち最も左にある玉を，その右の最も近くの空箱に移す．

(4)以上の操作をすべての玉を動かすまで続ける．
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このルールで時間発展した結果を下図に示す．

I I゚I゚I゚I。I。I。II゚ I゚I。I。I゚I。1| I I I I I 

上の行から時間発展したものが下の行である．箱玉系の時間発展を観察していると

•長さ m の玉の列が速度 m で進む．

•玉の列は衝突の前後で位置の‘ずれ＇はあるものの形は変わらない．

といった性質が確認できる．

u~ E {0, 1}を時刻 sにおける n番目の箱の状態を表すとし， 0で空き箱， 1で玉ありを

意味するとする．箱玉系の発展方程式は，

u戸＝ min[1-u~, n芦OO叫ー n'~oo u~;ll (18) 

で与えられる．（18)に対して，

文心＝M （系全体の球の総数）
n=-oo 

という条件を課し，
oo s-1 

p~= LL碍，
n'=ns'=-oo 

とすることで，

p；且＋pい＝max[P：且＋p戸ー 1,p~ + pい］ (19) 

が得られる．（17)において，

咋＝ e瓜／E:'8= e―1/,s 

と変数変換し，超離散化することで，（19)が得られ， KdV方程式と箱玉系が超離散系に

よって関係づけられることがわかる．
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