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時間変動係数をもつ非線形方程式系の一様大域的漸近安定性

概要
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一様大域的漸近安定性に関する研究は，非線形現象を記述する方程式のすべての解につ

いて，平衡点への漸近速度を予測できるという利点がある。本稿では，非自励な 2次元非

線形力学系の零解が一様大域的漸近安定となるための十分条件を報告する。得られた結果

から， 2次元力学系に付随するある 1階非線形微分方程式が一様大域的漸近安定性におい

て重要な役割を果たすことが分かった。より正確には，いくつかの合理的な仮定の下で，

1階非線形微分方程式の特解に対する任意の c から t十ぴまでの積分がぴに対して一様

に発散するならば，その力学系の零解は一様大域的漸近安定であることがことが保証され

る。証明するために，力学系の解の振る舞いを注意深く追跡する。主結果を説明するため，

具体例とそのシミュレーションを提供する。また，主結果に対応する局所定理とその生態

系モデルヘの応用について議論する。

仮定と主結果

最近，著者と石原佳樹 [27]は，減衰非線形方程式系

{::: : h(t)f(y) -g(x) 

の零解が一様大域的漸近安定となるための十分条件を与えた。ここで，＇は時間に対する

微分を表す。この結果は，実応用として，様々な Duffing型方程式に適用された。この方

程式系は，摩擦項を有する運動方程式

x" + h(t)f(x') + g(x) = 0 

と同値である。したがって，変数xが物体の平衡点からの位置を表すとすれば，変数yは

物体の速度に対応する。ただし，生態系モデルヘの同値変換では，変数yが別の意味で使

用される場合がある。そのような例は [28,29]で見つけることができる。

本稿では，平衡点が唯一である物理系及び生物系モデルに関して，零解（または内部平

衡点）の一様大域的漸近安定性を決定付ける条件に焦点を当てるため，非自励な非線形方

程式系

{X'＝ k(t)¢(y)， 

y'= -h(t)f(y) -k(t)g(x)ifJ(y) 
(1.1) 
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を考える。方程式系 (1.1)は，上記に示した先行研究の方程式系を特殊な場合として含む。

また， f,g,伶 uは尺上の連続実数値関数であり， hとKは[O,oo）上の連続実数値関数であ

ると仮定する。さらに，以下の仮定を設ける。

(i)任意の y* 0に対して yf(y)> 0である。

(ii)良上の連続実数値関数jが任意の y* 0に対して

f(y) 
0 < ~— :'.S: 1 

f(y) 

であり，任意の ,lE (0, 1]とyERに対して

f f(y) :'.S: yf G) 
を満たす。

(iii)任意の X-:/:-0に対して xg(x)> 0であり

X 

G(x) d~f 1 xg(g)dど／ oo as lxl→ OO 

゜である。

(1.2) 

(iv)任意のy* 0に対して yip(y)> 0であり，任意のyE [-c, O)U(O, c]に対して tp(y)/y;?: V 

となるよう v>Oとc>Oが存在する。

(v)任意の yERに対して ifJ(y)> 0であり

である。

def 
y 

F(y) ＝J立 dTJ/'oo as IYI→DO 

0 1/J(TJ) 
(1.3) 

(vi)係数 hはintegrallypositiveである。即ち，任意の t~ 0 に対して h(t)~o であり，

Tn + d <叩 STn+lを満たす任意の 2つの数列 {Tn}と｛叩｝に対して

瓢h(t)dt= oo 

である。ただし， dは正の値である。

(vii)係数Kは

0 < inf k(t) :<::; sup k(t) < oo 
tメ0 t試0

を満たす。
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仮定(iv)のintegralpositivityの概念を最初に導入したのはMatrosov[18]である。典型的

な例として，正の周期関数や，零になる点がすべて孤立している非負の周期関数が挙げら

れる。また，連続関数hがintegrallypositiveであるための必要十分条件は，任意の d>O

に対して
t+d 

liminffh(s)ds > O 
t→OO 

であることが知られている。したがって， hが仮定 (vi)を満たす連続関数であれば，任意

のt> iに対して

it+ 1h(s)ds ~ E 

を満たす正の定数［と fを選ぶことができる。仮定 (i),(iii), (iv)により，方程式系 (1.1)は

零解，即ち，任意の tE [0, oo）に対して (x(t),y(t)) = (0, 0)となる解をもつことになる。

これらの仮定の下で，以下の結果が成り立つ。

定理 1

仮定 (i)-(vii)の下で， 1階非線形微分方程式

u'+ h(t)/(u)土 1=0 (1.4) 

の初期条件u(<r)= 0を満たす解uがび 20に関して一様に

尼f6t十び~(s)ds =干OO (1.5) 

を満たすならば，方程式系 (1.1)の零解は一様大域的漸近安定である。

尚，方程式 (1.4)と条件(1.5)のダブル記号土と干は複号同順である。

仮定 (i),(iii)ー(vi)から，方程式系 (1.1)の零解が一様安定であることは比較的容易に証明

できる。また，任意の解 (x(t),y(t)）が

lim x(t) = lirn y(t) = 0 
t→oo t→00 

を満たすならば，零解は大域的漸近安定であると言われ，初期時刻 to~ 0がいつであって

も，初期点(x(to),y(to)) E良がどこであっても，解は最終的に原点(0,0)に近づくことにな

る。しかし，同じ初期点をもつ解あっても，初期時刻が異なれば，同じ程度の速さで原点

に近づくことは保証されない。このことは，単に零解が大域的漸近安定であることを示し

ても，解が原点付近に到達する時間を予測できないため，現実の応用にはあまり意味のな

い情報であることを意昧している。これに対して，零解の一様大域的漸近安定性は，初期

点が同じ解は，たとえ初期時刻が異なっても，すべてが同じ程度の速さで原点に近づくこ

とを保証する。したがって，ある解の原点近傍までの到達時間を測定することで，同じ初

期点をもつ別の解の到達時間を予測することができる。この意味で，一様大域的漸近安定

性に関する研究は実用的なメリットがある。しかし，非自励かつ非線形方程式系の零解の

一様大域的漸近安定性に関する研究には詳細な解析が必要であるため，大域的漸近安定性

の研究に比べて少ないのが現状である。
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証明の概略

まず，一様大域的漸近安定性の定義を与えるために，いくつか記号を導入する。既に

表記しているように，初期時刻を to~ 0, 初期点を xo= (xo, Yo) E ズとし，初期条件

(x(to), y(to)) = xoを満たす方程式系 (1.1)の解(x(t),y(t))をx(t;to, xo)と書く。また，任意の

p>Oに対して

B(p) = {(x,y) E配： x2＋炉＜炉｝

とおく。このとき

・任意の s>Oに対して，ある o(s)> o が存在して， to~ 0かつ XoE B(o)ならば，任

意の t~ t。に対して

x(t; to, xo) E B(s) 

が成り立つとき，方程式系 (1.1)の零解は一様安定であるという。

・任意の p>Oとn> 0に対して，ある T(p,TJ) > 0 が存在して， to~ 0かつ XoE B(p) 

ならば，任意の t~to+ Tに対して

x(t; to, xo) E B(TJ) 

が成り立つとき，方程式系 (1.1)の零解は一様大域吸収的であるという。

・任意の p>Oに対して，ある r(p)> 0 が存在して， to~ 0かつ XoE B(p)ならば，任

意の t~ toに対して

x(t; to, xo) E B(r) 

が成り立つとき，方程式系 (1.1)の解は一様有界であるという。

・方程式系 (1.1)の零解が一様安定かつ一様大域吸収的であり，方程式系 (1.1)の解が

一様有界であるならば，方程式系 (1.1)の零解は一様大域的漸近安定であるという。

ここで， pは十分大きく， nは十分小さいと考えるのが自然である。安定性理論について

は，例えば， ［l-4，6,9,10,19,22,23,30]に詳述されている。

次に， V(x,y) = G(x) + F(y)とし，領域

S(p) = {(x,y) E記 V(x,y)<p}

を定義すれば，（1.2)と(1.3)から，固定された p>Oごとに領域s(p)は有界である。した

がって，上記の各定義において， B(p)の代わりに S(p)を用いてもよい。

定理 lの証明は，（I）零解が一様安定である (II)解が一様有界である (III)零解が一様大

域吸収的であるの 3つに分けて行う。特に，（III)の証明では，初期時刻toに依存しない 6,

T,Bを求めるために詳細な議論が必要である。

(I)の証明 任意の e> 0に対して， 6（C)＝ eとおき，任意の解(x(t),y(t)）に対して

v(t) = V(x(t), y(t)) 
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と定義する。このとき，仮定 (iii)-(v)により，関数vは[to,oo）において非負であり，連続

微分可能である。また，仮定(i),(iv)-(vi)により，任意の t;?: t。に対して

'(t) v'(t) = g(x(t))x'(t) + 
r.p(y(t)）， r.p(y(t)）f(y(t)） 

1/J(y(t)) 
y'(t) = -h(t) 

1/J(y(t)) 
~ 0 (2.1) 

となり

V(x(t), y(t)) = v(t) ~ v(to) = V(xo, Yo) < o = e 

であることが分かる。これは，任意の t;?: t。に対して x(t;to, xo) E S(e)を意味する。 ロ

(II)の証明 任意の p>Oに対して， r(p)= pとおき， to:?: 0かつ XoE B(o)である解

x(t; to, xo)を考える。このとき，不等式 (2.1)から，任意の t:?: toに対して

V(x(t), y(t)) = v(t) ~ v(to) = V(xo, Yo) < p = r 

であることが分かる。したがって， x(t;to, xo) E S(p) = S(r)である。

(III)の証明の概略 (Tの選び方） 関数Gとfをそれぞれ

口

w = G(x) ＝ G(x)sgn x = ｛ G(x) if x ~ 0, 

-G(x) if x < 0, 

w = F(y) = F(y),gn y = { 
F(y) if y ~ 0, 

-F(y) ify<O 

のように定義する。このとき， G(O)= F(O) = oである。また，仮定 (iii)-(v)により，

fは良において狭義単調増加する。したがって，連続な逆関数6-1とp-1が存在し

と

罰 (w)I/'oo as lwl→oo, 

と

P-1(w) ¥. 0 as lwl→0. 

を満たす。

仮定 (iv),(v) と (2.3) により， f—1(-TJo/2) :.:::; y :.:::; ft-1(TJo/2)に対して

飢y)> 
1/f(O) 

2 

であり

6と

(2.2) 

(2.3) 

『0)>vy ifosy sf—1 （翌），

cp(y) s vy if ft— 1 （デ） sysO

を満たすno>0 を見つけることができる。また，仮定 (vii) により，任意の t~O に対して

0 < k1 s k(t) s k2 
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となる定数k1と朽が存在する。任意の十分大きなp>Oと十分小さい nE(O,no]に対して

so = min { 1, ~位(O)
2 

min ̂  g(X)，K沖(O) min (-g(x)) ＞ O 炉(n/2)~:!,c-1(p)g(x), ~ 0-1(-p)!,~~-1(-TJ/2)(-g(x))} 

を選ぶことができる。さらに，性質 (2.2)により

K(p心 max{ c;-¥p), -G-1(-p)} /'oo as p→ OO 

であることが分かる。

方程式

u'+ h(t)f(u) + 1 = 0 

の初期条件 U(CT)= 0を満たす特解uを考える。条件(1.5)により，任意の t~ T]に対して

Jt+(Tu(s)ds ~ -{!£ 
(Tk2sov  

を満たす T]> 0を選ぶことができる。同様に，方程式

u'+ h(t)f(u) -1 = 0 

の初期条件 U(CT)= 0を満たす特解uは任意の t~ TJに対して

Jt+(Tu(s)ds ~ {!£ 
(Tk2sov  

を満たす（必要ならば，さらに大きな値を nとすればよい）。ここで， soはpとnに依存

し， nはpとsoに依存しているので，結局， nはpとnのみに依存していることに注意

してほしい。仮定(vi)により

Jt+1h(s)ds ~ f for t ~ i. 

を満たすtとfが存在する（これらはpとnには依存しない）。

次に，μ = min {17, 2F(so), 2F(-so)}とおき

と

叶p-1(T/))f (P-l(T/)) !.p (P-1(-T/)) f (P-1(-T/)) 

R(μ,p) ＝ μ／翌？三p{ u(F-l(n)） 'u  (P-1(-n)) ｝ 
巧＝ f＋ |{Rfμ,p)|+l 

を定義する。ここで，角括弧 l•] は実数•以下の最大の整数である（日本では，所謂ガウ

ス記号）。定数μと T2もpとnのみに依存することに注意してほしい。仮定(vi)により

def,..... r R(μ, p) (t+μ/(4k2L(p)M砂）
k = li巴翌f 2p[  h(s)ds 
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はpとnのみに依存する正の値である。ただし

L(p) = A. max A.  lg(x)| 力Xつ M(p)＝ max |cp(y)| 
{;-1(-p):sx:;;6-1(p） ft-1(-p):Sy:Sだ (p)

を意味する。したがって，任意の t;::,:T3に対して

lt+μ/(4扇 (p)M(p))h(s)ds;::,: ~ 
R(μ,, p) 

を満たす巧＞ 0を選ぶことができる。定数 T3もpとnのみに依存する。以上により得ら

れた正の値Tl,Tz, T3を用いて

T=T(p，T/) =で＋（ド1+ 1) (r1＋巧＋1)

とおく。

さて， to;::,:0かつ xoE S(p)である方程式系 (1.1)の解x(t;to，丸）を考える。もし，この解

がある時刻t*E [to, to+ T]において S(o(T/)）に入るならば，（I）で証明した事実により，解は

S(T/)に留まり続けることになる。即ち，任意の t;::,:to+ T;::,: toに対して

x(t; to, Xo) E S(T/) 

が示せて，（III)の証明は完了する。そのような時刻 t*E [to, to + T]の存在を確認するため

には背理法を用いるが，少々込み入った議論を続けなければならないので，詳細は省略す

る。基本的手法は [27]に記載してあるので，興味がある方はそちらを参照してほしい。ロ

具体例

記号表記を簡単にするため， R上の連続実数値関数<Pmを

如(z)= lzlm-2z, z E罠

のように定義する（ただし， m> 1) と，任意の z* 0に対して z<Pm(z) = lz仲＞〇が成り

立つ。方程式系 (1.1)の関数として， f(y)＝仰(y),g(x)＝伽(x),cp(y) = </J,(y), 1/f(y) = 1 + IYI 
とおき

l<r~2~p かつ q > l 

と仮定する。このとき，仮定 (i),(iii)の前半，（iv)の前半が成り立つことは明らかである。

関数Jとして fを選べば，任意の ,lE (0, 1]とyERに対して

砂）＝旱心~=yJG)
であるから，仮定(ii)も成り立つ。また

lxlq 
G(x) = !.:..:..!.._ /'oo as lxl→ OO 

q 
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であり，任意の yE [-1, 0) U (0, 1]に対して £P(y)/y= 1/lyl2-r ~ 1 = Vであるので，仮定

(iii)の後半と (iv)の後半も成り立つ。さらに，任意の yERに対して

軋y)= 1 + IYI > 0 

であり，任意の y> lに対して

F(y) = 1こ向＝］：曲＋！こdn。1+ n o l +n 1 1 + n 

＞ ！こdnこ！y土曲＝ln(l+ y) -ln2 
1 1 + T/'-J1 1 + T/ 

である。したがって， Fは偶関数であるので，仮定(v)も成り立つ。

係数 hとKをそれぞれ cexp(cos t) -costとexp(cost+sin(✓うり）とする。このとき， h
は周期2冗の周期関数であるが， Kは周期関数ではない。したがって，方程式系 (1.1)も周

期系ではないことに注意してほしい（周期系であるならば，一様大域的漸近安定性と大域

的漸近安定性は同値になる）。また，簡単な計算により，係数 hがintegrallypositiveにな

るための必要十分条件は c~ exp(-1)であることが確認できる。したがって，仮定 (vi)が

成り立っために

c ~ exp(-1) 

と仮定する。係数 Kについては

inf k(t) > exp(-2) 力ゞつ sup k(t) < exp(2) 
t以0 tメ0

が満たされるから，仮定 (vii)も成り立つ。

任意の 6 こ0に対して，初期条件u(cr)= 0を満たす 1階非線形微分方程式

u'+ h(t)伽(u)+ 1 = 0 

の特解uを考える。このとき

u'(cr) = -1 -h(cr)仰(u（び）） ＝一 l

であり， t> erかつ u(t)>—蛉(1/h(t)）である限り

u'(t) = -1 -h(t)仰(u(t))< 0 

である。ただし，蛉は仰の逆関数であり

1 1 
—+ - ＝ 1 
p p* 

が成り立つ。したがって，特解uの軌道は

{(t,u): t ~ 0 and u = -</Jp•(i)} 
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］ ［u/心／三三／d

図 1:曲線C:u = -(0.5 exp(cos t) -cost)―2/3と初期条件u(cr)= 0を満たす 1階非線形方程式

u'+ (0.5 exp(cos t) -cost)徊 u+l=O

の解軌道が9本描かれている。ただし， er=(n-1)冗／4(n = 1,2...., 9)である。曲線Cは周期2冗で

下降と上昇を繰り返し， 2つの水平線u= -(o.Sexp(l/'Vl)-1立）―2/3とu= -(O.Sexp(-1)+1)―2/3 
に挟まれた帯領域内に位置する。また，各解軌道は 2つの水平線に挟まれた帯領域内に入れば，そ

れ以後は帯領域に留まる。

で定義される曲線 Cに交わるまで下降する。曲線Cは， c> exp(-1)ならば上下に連続的

かつ周期的に変化し， c= exp(-1)なら t= (2n -3/2)rrで不連続になる周期的に変化する。

どちらの場合も，曲線Cは平而 {(t,u):t ~ 0 and u ~一 ¢p•(l屈）｝上に位置する。ただし，
万＝ max。傘21rh(t) > 0である。特解uの軌道は下降して Cと交差し，その後上昇し再びC

と交差する。その後，曲線Cはこの垂直方向の変化を繰り返す。医 lはC= 0.5, p = 5/2, 

p* = 5/3のときの曲線Cの周期性を描いたものである。

特解uの軌道が曲線 Cに初めて交わる時刻を t＝び＋ wとする。即ち

u(u- ＋叫＝疇p•(l/h(u- + w)) 

であり，任意の tE [0，び十 w)に対して

u(t) >—蛉(1/h(t))

となる。もちろん， wはびに依存するが，係数hの周期性によって， wもびに関して周期

的である。したがって， Q には最大値石＝ max。<咋2:,rW（び）が存在する。このことと図 l

のキャプションで説明したことにより，任意の t~ (F＋乙に対して u(t)~ -</Jp•(l／面であ
ることが分かる。 したがって，評価

Jび t十びu(s)ds= Jびげ十wu(s)ds+［口u(s)ds~ -</Jp•(i) (tー百）

が得られる。この不等式の右辺はぴに影聾されないことに注意してほしい。同様に， 初

期条件 u（び）＝ 0を満たす 1階非線形微分方程式

u'+ h(t)仰(u)-1 = 0 

の特解uについても

1 t+<ru(s)ds ~心 (i) (t —w) 

が成り立つ。したがって，条件 (1.5)が満たされる。

上記の考察と定理 lにより，条件

1 < r ~ 2 ~ p, q > Iかつ c~ exp(-1) 
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の下で，非自励，非線形かつ非周期方程式系

『'＝exp(cost + sm位））¢Ay)，

{cost + sin {vit)) y'= -(c exp(cos t) -cos t)伽(y)-exp(cost+ sin(✓うt))</>q(x)(I+ IYI) 
(3.1) 

の零解は一様大域的漸近安定である。方程式系(3.1)は非自励であるから，同じ初期点xoE R 

を有する解x(t;to, xo)であっても初期時刻t。が違えば，その形状は異なる。しかし，定理

lはそれらの解軌道が同じ程度の速さで平衡点 (0,0)に漸近することを保証する（図 2を

参照）。

t 

2 x 

図2:同じ初期点Xo= (1, 0.5)を有する方程式系(3.1)の解軌道が4本描かれている。パラメータp,q,r,

cはそれぞれ2.5,1.5, 1.5, 0.5である。 4本の解軌道それぞれの初期時刻toは(n+ll)冗／4(n = 1,2,3,4) 
である。解軌道の形状はすべて異なるが，いずれも原点を中心に回転し，原点に近づいていく。

医2だけでは，解の原点への漸近的な速さについての十分な情報を得ることができない。

それを補うため，図 3では，初期時刻の異なるいくつかの方程式系 (3.1)の解の第 1成分

x(t)の振る舞いを可視化する。それらの漸近挙動を理解し易くするために，初期時刻toの

違いによって 4つのグループに分けた。尚，挙動を比較するために，値x(to)は1に固定し

た（関 2に示した解に対応している）。図 3の曲線はすべて形状が異なり，平行移動で完

全に別の曲線に重なることはない。しかし，どの曲線も，初期時刻から少なくとも 5冗経

過した後は，本の水平線X= 0.2とX= -0.2の間の帯領域内に留まっている。また，別の

シミュレーション結果では，医 3に示した同じ解の第 1成分x(t)は，初期時刻から少なく

とも知経過した後には， 2本の水平線X= 0.3とX= -0.3の間の帯領域内にに入り，そ

の後はこの帯領域内に留まることが確認された。これらのことから，同じ点 Xoから出発

した方程式系 (3.1)の解は，初期時刻t。が違ってもほぼ同じ速さで原点(0,0)に接近するこ

とが理解できる。即ち，図 2や閑 3は方程式系 (3.1)の零解が一様大域的漸近安定である

ことを示している。

局所定理

定理 lは，初期時刻に依らず，初期点が同じであれば， 方程式系 (1.1)のすべての解が

同じ速度で原点に近づくことを保証する大域定理である。つまり，初期点は R2平面内の
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X 

0.2 

-0.2 t
冗

-1 
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-0.2 t
冗

-1 
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冗

-1 

X 
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-0.2 

-1 

t
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図3:これらの曲線は，パラメータ p,q, r, Cをそれぞれ 2.5,1.5, 1.5, 0.5にした方程式系

(3.1)の解の第 1成分x(t)に時間変化を示している。それぞれの初期点は ((n-1)冗／4,l)(n=

1,2,...,16)である。

どこでも構わない。定理 lにはいくつかの仮定が必要であるが，これらのうち，（i)と(ii)

の制限を弱めることによって，初期点の位置に制限を課す局所定理を得られる。正確を期

するために， 糟度を確保するために，いくつかの定義を与える。

•ある p>O が存在して，任意の T/ > 0に対して，ある T(71)> 0 が存在して， to~ 0か

つXoE B(p) ならば，任意の t~to+T に対して

x(t; to, Xo) E B(71) 
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が成り立つとき，方程式系 (1.1)の零解は一様吸収的であるという。

・方程式系 (1.1)の零解が一様安定かつ一様吸収的であるならば，方程式系 (1.1)の零

解は一様漸近安定であるという。

ただし，証明するときは，定理 lと同様に， B(p)の代わりに領域S(p)を使用する。

仮定 (i)と(ii)より制限が弱いものとして，以下の仮定を設ける。

(i')ある 0>0が存在して，任意の yE [-0,0)U(0,0]に対して yf(y)> 0である。

(ii') R上の連続実数値関数jが任意の yE [-0, 0) U (0, 0]に対して

f(y) 
0 < ~一:,:; 1 

f(y) 

であり，任意の ,lE (0, 1]とyE良に対して

砂):::::yf G) 
を満たす。

例えば，関数f(y)= sinyとf(y)= yは仮定(i'）と (ii'）を満たす。以下の結果が成り立つ。

定理2

仮定 (i'),(ii'), (iii)-(vii)の下で， l陛非線形微分方程式 (1.4)の初期条件 u(cr)= 0を満た

す解uに対して，条件 (1.5)が満たされるならば，方程式系 (1.1)の零解は一様漸近安定で

ある。

生態系モデルヘの応用

非線形方程式系

『'＝:--~p-~, (51) bNqP 
P'=..::....::...:. -DP 

a+Nq 

はホーリング型応答関数をもつ被食者・補食者モデルとして良く知られている ([8,11, 13, 17, 

20, 21, 24-26]）。ここで， N とPはそれぞれ被食者と捕食者の個体数（密度）を表し，パラ

メータ r,k, a, b, D, qは正の実数で生物学的な意味をもつ。非線形項N町(a+Nりは応答関

数と呼ばれ，被食者の密度に対する捕食者の摂取率を表す。この応答関数は，指数qが1

以下の場合，ホーリングII座に属し，指数qが1より大きい場合，ホーリングIII梨に属す

ると言われる。モデル (5.1)やその一般化モデルが広く研究されている ([5,7, 12, 14-16]）。

モデル (5.1)は常に 2つの境界平衡点(0,0)と(k,O)をもつ。もし

b> D かつ k> N旦叫互 (5.2) 
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ならば，唯一の内部平衡点(N.,P)が頷域{(N, P): N > 0 and P > 0}に現れる。ただし

た＝号（1-竺）凡
である。実際の生態系は非常に複雑であり，生態系全体が様々な要因の影響を受け，時間

的に変化していると考えるのが自然である。しかし，残念ながら，モデル (5.1)は自励系

（つまり，時間不変）であるため，環境の時間変化を表現できず，生態系全体への影曹を

予測し評価することは困難である。そこで，時間変化を近似的に把握することで，モデル

『'=p(t)い(1-t)-aN：ロ
P'= p(t)じ竺~-DP)

を考える。ここで， pは[O,oo)上の正の周期関数である。

変数N とPを

x = -ln（長） and y = -In（姜）
によって，それぞれxとyに変換すると，モデル (5.3)は

f(y)=r(l —予 exp(-y))-1/f(y),

1-exp(-qy) 

g(x) = 1 -exp(-x), 

ip(y) = D(b-D) 
b-D + Dexp(-qy)' 

,fJ(y) = br (1 —竺） exp(-（q -l)y) 
k J b -D + D exp(-qy)' 

h(t) = k(t) = p(t). 

(5.3) 

とする方程式系 (1.1)に書き換えられる。この変数変換は領域 {(N,P):N > 0 and P > O} 

をx-y平面全体配に写され，内部平衡点 (N,,P.)が原点 (0,0)に移動する。定理2から以

下の結果が導かれる。

定理3

条件 (5.2)が成り立つとする。もし， q~ lであり

(qD -(q -l)b) < (qD -(q -2)b)N. (5.4) 

ならば，モデル(5.3)の内部平衡点は (N*9た）は一様漸近安定である。

証明 まず，定理 2の仮定(i'),(ii'), (iii)-(vii)が満たされることを示す。関数fは

f(y)=r ((1 ー予exp(-y))-(1-~)~)
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と変形でき，微分すると

.:.-;=-f(y) = =-;-: exp(-y) + b 11 -7 
l d N* （凡 (q-l)（b-D)exp(（q -1)y) -Dexp(-y) 

rdy k k) (（b-D)exp(（q-l)y) ＋ Dexp(-y)）2 

が得られる。明らかに， f(O)= 0であり，条件 (5.4)により

d r 
石f(y) ＝□(qD-(q -2)b)N.―(qD -(q -l)b)) > 0 

y=O 

が確かめられる。したがって，マクローリン展開により

{° < f(y) ＜ Cyify E (0,0l, 

0 > f(y) > Cy ify E [-0,0), 

となるような 0> 0とC> r ((qD -(q -2)b)N.―(qD -(q -I)b))/(bk)が存在する。即

ち，仮定 (i') が成り立つ。一般性を失うことなく， C~l と仮定して良い。関数 j として

f(y) = Cyを選ぶと，任意の yE [-0, 0) U (0, 0]に対して

f(y) 1 
~ = ~ E (0, 1] 
f(y) C 

であり，任意の ,lE (0, 1]かつ yE良に対して

聾）＝后＝yJG)
であるから，仮定(ii'）が成り立つ。仮定 (iii)と(iv)も成り立つ。なぜなら

xg(x) = x(l -exp(-x)) > 0 if x * 0, 

G(x) = x + exp(-x)ー 1/'oo as lxl→oo, 

<p(O) = 0 and -;=-<p(y) = 
d,, qD(b-D)exp(-qy) 

dy r,,, (b-D + Dexp(-qy))2 

である。条件(5.2)により，任意の yE良に対して必(y)/dy> 0であることが分かる。また

d,  _I qD(b-D) 
訳叫y) ＝ b2 > O 

y=O 

であるから， vをqD(b-D)／炉より小さい正の値とすると，任意の yE [-c, 0) U (0, C]に

対して <p(y)/y~ V となる。さらに，条件 (5.2)により，任意の yERに対して 1/f(y)> 0で

ある。もし， q＞ lならば

F(y) = ~ 1Y(exp((q-l)rJ)-exp(-TJ))drJ 
br(k -N.) Jo 

~ (~exp((q- l)y) +exp(-y)-~ = br(K -NJ戸1exp((q -l)y) + exp(-y)―戸ザ
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であり， F(y)は(1.3)を満たす。もし， q＝ lならば

D(b-D)k 
F(y) = ~ (y + exp(y)-1)→00 as IYI→ 00 

br(k -N.) 

となり，同じく (1.3)を満たす。したがって，仮定(v)が成り立つ。係数pは[O,oo）上で正

の周期関数であるから，仮定 (vi)と(vii)も成り立つ。以上より，定理2の仮定はすべて満

たされることが確認できた。

次に，条件 (1.5)が満たされることを示す。モデル (5.3)に付随する方程式は

u'+ Ch(t)u土 1= 0. 

になり，初期条件 u(<T)= 0を満たす解uは

u(t)＝干 1'exp(C(H(s)-H(t)))ds 

で表せる。ただし，ダブル記号は方程式(5.5)のそれと複号同順であり

H(t) = 1'h(s)ds 

゜である。係数p の仮定から，任意の t~O に対して

0 < r_ ~ p(t)幻P

を満たす定数どと Fが存在する。したがって，任意の s~ tに対して

(5.5) 

H(s) -H(t) = is h(r)dr ~［戸dT ＝戸（s-t) 

が成り立つ。これを用いると， c 豆 ~s~t 十げに対して

Jt+『exp(C(H(r)-H(s)))drds ~ fc: 1 t+<T(I -exp(pC(び -s)))ds
〇―〇 ―

三｀｀：二。こ〗;~二三＝；三□三〗と点:;：N:〗：[
モデル (5.3)は生態系システムであるから，係数pが正の固期関数であると仮定するこ

とには妥当性があるが，この仮定は必ずしも必要ではない。係数pに正の下限と上限があ

れば，仮定 (vi)と(vii)は満たされ，定理3は成立する。

著者の一連の研究 [24-26]により，以下の結果が成り立つ。

定理A

指数qは任意の正の数であり，条件 (5.2)が成り立つならば，モデル(5.1)の内部平衡点は

(N*,P.）が大域的漸近安定であるための必要十分条件は

(qD-(q -l)b):c; (qD -(q -2)b)N.. 

である。
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モデル (5.1)のような自励系に対して，一様大域的漸近安定性と大域的漸近安定性は同

値である。定理Aは定理3と比べて，適用できる指数qの範囲が広いが，環境の時間変化

を記述する非自励系モデル (5.3)には適用できない。対照的に，定理 3は非自励系モデル

(5.3)に関する結果であるが，必要十分条件を与えていない。定理3を改良するためには，

(N,P)から (x,y)への別の変数変換を用いて，仮定（i)と(ii)を満たす適切な関数fと1を

見つける必要があるのかもしれない。
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