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この報告は 2022年 2月17日（木）にオンライン形式で行った講演をおおよそ再現するものである

講演内容はある種のベキ零部分群族に対して d-coverという概念を導入し，その coverに関するいくつ

かの考察である．本研究の詳細については論文 [3]を参照されたい．

1 はじめに

記号の準備などから述べる． Gを有限群とし eE Gを単位元とする． Sgp(G)で Gの部分群全体を

表す．要素 xEGの位数を o(x)ENで表す．最小公倍数 lcm{o(g)I g E G} ENをexp(G)で表

し，これを Gの指数という．本講演の主対象は，自然数 nENに対して，次のベキ零部分群からなる族

N(G,n)である．

N(G,n) ={HE Sgp(G) Iべき零群 H=J {e}, exp(H)ln} i;;; Sgp(G) 

指数 exp(H)の条件を専入するに至った経緯を述べる． G上の方程式 xn= eの解集合し(G)= 

{g E G I gn = e} i;;; Gは有限群論の中で重要な役割を果たす．フロベニウス予想 [5]においてはもちろ

んのこと，群指標 [2,Section 9]や群に関する Quiverの表現 [4]などでも扱われている．そこで Ln(G)

の部分群版を考えたい． gE Ln(G)に対して gで生成される巡回群 H=〈g〉の位数 IHI=o(g)は定

義から nを割り切る．このとき巡回群の特殊性から |Hはexp(H)と同一である．即ち exp(H)はn

を割り切る．そこでこの条件を一般に課し Sgp(G,n)={HE Sgp(G) I exp(H)ln}に着目するより

一般に任意の部分群族 H(G)i;;; Sgp(G)に対して次を導入する．

H(G,n) ={HE H(G) I exp(H)ln} 

特に我々が注目している部分群族 H(G)として次を挙げることが出来る．

ぷ (G)=（非自明なベキ零 1T一部分群全休） （7r i;;; 1r(G)) 

ふ(G)= N{p}(G)＝（非自明な p-部分群全体） （7r = {p} i;;; 1r(G)) 

N(G) =N,r(G)(G) =（非自明なベキ零部分群全体） （1T = 1r(G)) 

Ab(G) =（非自明な可換部分群全体） i;;;N(G)

そこで H= Nrr, Sp,.A「,Abなどに対して H(G,n)を考察する．



2

2 ホモトピー同値性

d-coverの議論に入る前に関連する複体の間のホモトピー同値性の結果を述べる．

命題 2.1(Proposition 2.4, 2.5 in [3]) Gを有限群とする．

1. 任意の nENに対して N(G,n)""Nrr(n)(G)が成り立つ．

2. 任意の pE rr(G)とm,n,dENに対して次が成り立つ．

Ab(G,pm),__,ふ(G,pn),__,N(G,pり,-_,ふ(G)

nを素数巾 pmにすれば (2)より様々な H(G,n)はBrown複体ふ(G)とホモトピー同値になる．

これは将来的に SP(G)の可縮性に関する Quillen予想 (cf.[7, page 118]）を考察する際に様々な視点

を与えてくれる．また（1)のホモトピー同値性の証明では posetmapである包含写像'P:N(G,n)'--+ 

ぷr(n)(G)を応用する．即ち任意の K ENrr(n)(G) に対して逆像 t.p― 1(Nrr(n)(G)~K)<;;; N(G,n)が可

縮であることを示し， Quillenのファイバー定理 (cf.[7, Theorem 4.2.1])を用いてホモトピー同値性

を導く．（2)の論法も同様である．

3 N(G,n)のd-cover

任意に KEN(G,n)をとる．定義から exp(K)lnより任意の yEKに対して 1r(o(y)）臼 1r(n)およ

び 1r(K)~ 1r(n)が成り立つ．任意に qE 1r(K)を選び KqE Sylq(K), x E Z(Kq), o(x) = q E 1r(n) 

をとると K のべき零性から K~C瓜x) となる．即ち KEN(C瓜x),n) (x E Lq(G)l,q E 1r(n)）で

ある．以上の議論から次を得る．

N(G,n) = LJ LJ N(C瓜x),n)
pE,r(n) xELp(G)i 

これを N(G,n)のcoverと呼ぶことにする特にある X1,...'XdE upE1r(n)ら(G)iが存在し

N(G,n) =N(C瓜x1),n)uN(C瓜叫，n)U・・・UN(C瓜四），n) (3.1) 

となるとき，これを N(G,n) の d-cover と呼ぶ{〈y〉 |yE い(G) ｝ ~N(G,n) より (3.1) から

Ln(G) = Ln(Cc(x1)) U Ln(Cc(x砂） U・ ・ ・ U Ln(Cc(x心） (3.2) 

が成り立つことにも注意する．ここでは詳細に立ち入らないが，次のような用語と量を用意しておく

ことは有効である．

定義 3.1(Definition 3.1 in [3]) N(G, n)の d-cover(3.1)の記号を用いる．

1. 各 l~j~d に対して次が成り立つとき d-cover (3.1)をirreducibleと呼ぶ．

N(G,n)=I=LJN（仰（Xi),n)

l~i~d 
i#j 

一方 irreducibleでない d-cover(3.1)をreducibleと呼ぶ．

2. d-cover (3.1)を満たす最小の自然数 dENを化，nで表す．
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d-cover (3.1)を持つ N(G,n)の可縮性について次の命題が成り立つ．

命題 3.2(Proposition 3.3 in [3]) N(G, n)の d-cover(3.1)の下で次が成り立つ．

1. 各 l~i~d に対して N(C瓜Xi),n)は可縮である．

2. 部分集合 {xi11 ~ i ~ d}~G で生成された G の部分群〈Xi 11 ~ i ~ d〉がベキ零部分群なら

ばN(G,n)は可縮である特に X1心 2,・ ・ ・,Xdが互いに可換ならばN(G,n)は可縮である．

(1)は posetmap cp : N(C瓜Xi),n)---+N(C瓜叩），n)(U→ U〈x,〉）が N(C瓜叩），n)の錐可縮
(cf. [7, Definition 3.3.1]）を引き起こすことを示し，N(Ca(xi),n)の可縮性を結論付ける．一方 (2)は

Nerve定理 (cf.page 162 in [7]）を応用して証明される部分群複体において Nerve定理は非常に有

効な手段である．

4 N(G,n)の 1-cover

N(G,n)の 1-cover(4.1)を考える．

N(G,n) =N(Cc(s),n) (s E Lp(G)1, p E 1r(n)) 

命題 3.2.1より N(G,n)は可縮である．

命題 4.1(1-coverの特徴付け； Theorem4.5 in [3]） 次は同値である．

1. N(G,n)の 1-cover(4.1)が存在する．

2. Gの部分群 H-<;Gで〈N(G,n)〉-<;Hかつ1r(Z(H))n 1r(n) i= 0なるものが存在する．

(4.1) 

実際に（1)を仮定する {Q1,...,Q£｝を N(G,n)= N(Ca(s),n)の極大元全体の集合とする

と〈N(G,n)〉＝〈N(Ca(s),n)〉＝〈Q1,..．，Q£〉となる．このとき［Qi,s] = {e} (1；；；； i ；；；； £)より

Qi〈s〉E.A「(Ca(s),n)となる．ここでQiの極大性より sE QiおよびsE nf=l Z(Qi)；；；； z(〈N(G,n)〉）
を得る．そこで H=〈N(G,n)〉とおくと o(s)= p E 1r(Z(H)) n 1r(n)が成り立つ．
逆に (2)を仮定する任意に qE 1r(Z(H)) n 1r(n) i= 0をとると，ある sE Z(H)が存在し
o(s) = q E 1r(n)となるこのとき sE伝(G)；であり〈N(G,n)〉さ HさCa(s)が成り立つ．よって

N(G, n) = N(Ca(s), n)を得る．

N(G,n)の 1-cover(4.1)は条件が強いため，上記のように容易に特徴付けがなされる．

注意 4.2 N(G,n)の 1-cover(4.1)が存在したとする． H:=〈N(Ca(s),n)〉＝〈N(G,n)〉::JGとお

くと〈s〉-<;H-<::Ca(s)となる特に Gp竺〈s〉-<;Z(H)::JGより〈s〉；；；； Op(Z(H))-<;Op(G)である．

よって N(G,n)の 1-cover(4.1)が存在すればOp(G)i= {e}が得られる．

5 N(G,n)の2-cover

N(G,n)の 2-cover(5.1)を考える．

N(G,n) =N(C叫），n)uN(C叫），n) (s Eら (G)じ， tEら（G)1,p,qE7r(n)) (5.1) 

命題 3.2.1より N(Cc(x),n) (x = s, t)は可縮である．（3.2)より次の関係も雷要である．

Ln(G) = Ln(Ca(s)) U Ln(Ca(t)) (5.2) 
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5.1 N(G,pりの可縮性

定理 5.1(Theorem 5.3 in [3]) N(G,n)の2-cover(5.1)が存在したとする．ある素数 pE 7r(G)と

dENに対して n＝炉とする．

1. [s, t] =J eならばp=2かつ〈s,t〉空 D8となり N(G,2りは可縮である．
2. [s, t] = eならばN(G,pりは可縮である．

(1)における結論「p=2かつ〈s,t〉竺 D叫ば性質 (5.2)のみを用いて導かれる．また N(G,2りの

可縮性は〈s,t〉竺広がべき零群であることから，命題 3.2.2を用いて導かれる (2)も同様に〈s,t〉

がアーベル群（べき零群）であることから尊かれる．命題 2.1より N(G,pりの可縮性は Brown複休

ふ(G)の可縮性でもある．

5.2 シロ一部分群

定理 5.2(Theorem 5.4 in [3]) N(G, n)の既約 2-cover(5.1)が存在したとする．素数 pE 7r(G)に

対して n=IGIP とするこのとき G の p—ランク mp(G) は 2 以上である特に G のシロー p-部分群

は非巡回群である．

実際に sとtの位数は共に pである．また (5.1)の既約性から〈s〉n〈t〉=｛e}である． Sylp(G)こ
N(G,n)より次が成り立つ．

Sylp(G) = (N(Cc(s),n) n Sylp(G)) u (N(C叫），n)n Sylp(G)). 

1)S わt

再び (5.1)の既約性から 'Ds= Sylp(Cc(s))および割＝ Sylp(C瓜t)）を得る．ここでシロ一部分群

の個数を数えると次が成り立つ．

1 = ISylp(G)I = ISylp(Cc(s))I + ISylp(Cc(t))I -ISylp(Cc(s)) n Sylp(Cc(t))I 
三 1+ 1 -ISylp(Cc(s)) n Sylp(Cc(t))I (mod p). 

よって PESylp(Cc(s)) n Sylp(Cc(t)) =J 0が存在する．このとき Pの極大性から Z(P)2:〈s,t〉=
〈s)X <t>~ Gp X Gpが導かれる．

5.3 最大正規 {p,q}-部分群

定義 5.3(page 218 in [1]) 有限群 Gの最大べき零正規部分群をフィッティング部分群といい F(G)

で表す．

定理 5.4(Theorem 5.9 in [3]) N(G, n)の 2-cover(5.1)が存在したとする． このとき F(G)n 

。{p,q}(G)=I= ｛e}が成り立つ．
この定理は最小位数の反例を用いて証明される．

5.4 N(G, n)のZ上ホモロジ一

定理 5.5(Theorem 5.11 in [3]) N(G, n)の2-cover(5.1)が存在したとするこのとき複体N(G,n)

は連結である．
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実際に命題 3.2.1から N(Cc(s),n)とN(Cc(t),n)は可縮よりこれらは共に連結であるよって定

理を証明するためには N(C叫s),n)とN(Cc(t),n)が繋がることを示せばよい．この場合繋がらない

と仮定して矛盾を導くのである．

次の Mayer-Vietoris列はよく知られている．

命題 5.6(Mayer-Vietoris列； cf.Theorem 25.1 in [6]) X を単体複体とする． AとB をX の部分

複体で X=AUBを満たすものとする．このとき次の完全系列が存在する．

…→ Hn(AnB)→凡(A)①凡(B)→ Hn(X)

→ Hn-1(AnB)---+．.. ---+Ho(X)---+ ｛O} 

N(G,n)の 2-cover(5.1)において X= N(G,n), A=  N(Cc(s),n), B = N(C叫），n)とおくと

X=AUBであり，また AnB=N(Cc(〈s,t〉)，n)が成り立つ．よって Mayer-Vietoris列の応用が可

能であるここで A,Bは共に可縮であり，また定理 5.5から X は連結であることから次が成り立つ．

恥 (A)=Z, Hn(A) = {O} (n ~ 1) 

恥 (B)= Z, Hn(B) = {O} (n ~ 1) 

Ho(X) = Z 

よって n~ 2 (n -l ~ 1)に対して Mayer-Vietoris列から次の完全列を得る．

凡 (A)①凡(B)---+ Hn(X)→ Hn-1(A n B)→ Hぃ (A)①Hn-1(B)
ヽヽ ヽヽ
{O} {O} {O} {O} 

即ち Hn(X)~ Hn-1(A n B) (n ~ 2)が成り立つ． 1次のホモロジーについては再び Mayer-Vietoris 

列から次の完全列を得る．

H1(A) 〶几(B) → H1(X) →恥(AnB) → H。 (A) ④ H。 (B) → Ho(X) → {O}

‘‘‘‘‘  {O} {O} Z Z Z 

ここで一般に環上の有限生成加群 Miに関する完全列 {O}---+M。---+・ ・ ・ ---+ Mn ---+ { 0}に対し

て ~7=0(-l)irank(Mi) = 0が成り立つ．よって上記の状況の下で次が成り立つ．

rank(H1(X)) -rank(Ho(A n B)) + 2 -1 = 0. 

即ち rank(H1(X))= rank(R。 (AnB))-1 となり H1(X) ① Z~H。(AnB) が導かれる．以上まと

めると次の定理を得る．

定理 5.7(Theorem 5.13 in [3]) N(G, n)の 2-cover(5.1)が存在したとする． このとき次が成り

立つ．

1. Hn(N(G,n)）竺Hn-1(N(Cc(〈s,t〉)，n))(n ~ 2). 

2. H1(N(G,n)）印戸 Ho(N(C瓜〈s,t〉)，n)).
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