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Knorr格子とテンサー積について

名古屋市立大学河田成人

Shigeto Kawata 
Nagoya City University 

Gは有限群とし，（K,0, k)をp-モジュラー系 (pは素数）とする．すなわち， Kは乗法

付値 uを備えた標数 0の完備離散付値体であり、 0は極大イデアル 7r0をもつ vの付値環

で， k= 0/1rOは標数pの0の剰余体とする．ここでは， Kは代数的閉体と仮定し， Rで

0 または K を表すものとする． RGー格子 (RG—表現加群）といえば， R-加群として自由な有

限生成右 RG-加群を意昧する．有限群の表現論にまつわる基本的な用語等については [NT]

を参照する．

ここでは， Knorr格子のテンサー積について， almostsplit sequenceとの関わりを通して

考察したい．

1 準備

群環 RG上の表現加群の短完全列

“:0→ N→ M ムL→ O

が almostsplit sequenceであるとは，次の 3条件を満たすときをいう：

(l) LとNは直既約である．

(2) d は分裂列ではない．

(3)任意の分裂全射でない準同型写像g:X→Lに対し

ある準同型写像 h:X→M が存在して g=Johが成り立つ．

h 0>
M ------* L 

f 
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射影的でない直既約 RG-表現加群 Lで終わる almostsplit sequenceは一意的に存在する

([AR], [RS])が，それを

d(L) : 0---+TL→ m(L)---+L---+0 

と書く． Auslander-Reitentranslation Tについて， R=OのときはT= n (Heller operator) 
であり， R=kのときは T＝炉であることが知られている．

自明な RG-加群 RGのalmostsplit sequence d(Rり：

0 → TRG ----+m(RG)----+ RG ----+0 

と直既約 RG表現加群Lのテンサー積 L@d(R叫：

0一L⑳ TRe一L@m(R』 -L@Re=L一0

について， Auslander-CarlsonとBenson-Carlsonは次の定理を示した．

定理 1.l([AC,Theorem 3.6], [BC, Proposition 2.15]). L⑧ “(Re)について次が成り

立っ．

(l) Lの階数がpで割り切れれば， LR“(RG)は分裂する．

(2) Lの階数がpで割り切れないとする． L＠TRG竺 TLEfJI(Iはある入射加群）のとき，

LRバ枷）は次のように “(L)と分裂列の直和の形となる：

d(L) : 0 -------+ TL―m(L) -------+ L -------+ 0 

EfJ EfJ 

分裂列： I =  I 

さらに，次の定理も示されている．

定理 1.2([AC,Corollary 4.7], [BC, Theorem 2.1]）． 直既約な RG表現加群 L,X につ

いて

Ra I L@X* ¢=⇒ p 〖 rank社かつ X 竺 L.

この場合， L@L＊の直既約分解において RGは重複度 lで現れる．

この報告では， ScottRG-表現加群の almostsplit sequenceとRG-表現加群のテンサー積

について考察し、その結果を応用して Knorr格子のテンサー積と Scott表現加群との関係に

ついて言及したい．特に，上述した定理に関連して， LがKnorr格子の場合を考えていく．
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2 Scott加群の Almostsplit sequenceとテンサー積

Q を G の p—部分群とする． kQや：＝ kQ 叡QkG （置換加群）の直規約分解における直既

約因子百(Q)で，「知が百(Q)の Soc心(Q)）の直既約因子として現れる」ものが一意的に存

在する．この S(Q)をQをヴァーテックスに持つ ScottkG-加群と呼ぶ

K上の置換加群の匝和因子は， 0上の置換加群の置和因子に一意的に持ち上げ可能である．

特に叩↑Gの直既約因子で S(Q)の持ち上げとなっているものを S(Q)と書き Qをヴァー

テックスに持つ ScottOG-加群と呼ぶ：

S(Q)/1rS(Q)~S(Q) 

PがSylowp部分群のときには， S(P)= kc, S(P) = Oc（自明な加群）である．

Sc(Q)で， Qをヴァーテックスに持つ ScottRG表現加群を表すことにする．

Sc(Q) ＝ ｛：;:; ；［口：
注意 2.1. 直既約 RG-表現加群 Vが Q射影的であるとき， VはSc(Q)@Vの直既約

因子として現れる．

証明 まず， QがGの正規部分群の場合を考える． Sc(Q)にQは自明に作用するので，短

完全列0→QRG→Sc(Q)→釦→0をQに制限すれば分裂する．特に， 0→ORGRV→
Sc(Q) R V→RcRV=V→0はQに制限すれば分裂する．一般の場合は， Green対応を

考えれば良い． ロ

Benson-CarlsonはScott加群とテンサー積に関して次の命題を示した．

命題 2.2([BC,Proposition 2.4]）． 直既約な RG-表現加群LのヴァーテックスがQであ

り， LのQ-sourceの階数がpで割り切れないとする．このとき， Sc(Q)がL@L*の直既約

因子として現れる．

Sc(Q)のalmostsplit sequence叫 Sc(Q))とRG表現加群 Vのテンサー積VRd(Sc(Q)):

0 → V RTSc(Q)→ V Rm(Sc(Q)）→ V R Sc(Q)→ 0 

について考える．注意 2.1から最終項 VR Sc(Q)の直既約分解において Vが直既約因子と

して現れるが，次が成り立つ．
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命題 2.3. QはGの正規p一部分郡であるとする． RG-表現加群 VがQ射影的であれば

V⑳飢Sc(Q))＝tff(V)①分裂列

ここで，び(V)は次のような形の (TVから始まり Vで終わる）短完全列である：

0→ TV→ヨV'→ V→ 0 (V'はある RG表現加群）．

この節の残りで，命題2.3の証明をする．まずモジュラー表現 (R=k)の場合を考える．

Qが正規部分群なので， Qをヴァーテックスに持つ ScottkG-加群S(Q)はk(G/Q)ー加群と

して杞の射影被覆である．そのため， S(Q)のheadとQS(Q)のsocleは共に知である．

s: S(Q)→ S(Q) /Rad(S(Q))＝柘を自然な全射とし，］： kc= Soc(DS(Q)）→ Q5(Q)を

埋込とする．¢ = J o s E Homkcほ(Q),DS(Q))とおくと次が成り立つ．

補題 2.4.¢は almostprojectiveであり， “(S(Q)）は射影被覆Pns(Q)→ DS(Q)とのの

pull-backとして構成される：

A(S(Q)): o -------+炉s(Q) -------+ m (S (Q)) -------+ s (Q) -------+ o 

』pull-back ト
0 - Q芍(Q)-------+ P⑯ (Q) -------+⑮(Q) -------+ 0. 

証明 のが射影的でないことを示す：実際， Q はGの正規 p部分群なので，百(Q)↓Q

(resp. ⑯（Q）匂）はいくつかの切(resp. n幻）の直和である．よって kQ-準同型写像

蜘： S(Q)↓Q→ OS(Q)匂は射影的ではなく，従ってりは射影的ではない．

μを百(Q)の任意の kG-自己準同型写像で同型ではないとしよう． Imμ<;;;Rad(百(Q))= 

Ker¢ なので¢ 0 µは 0—写像となる．このことは¢が almost projectiveであることを意味

する． ロ

注意 2.5. M を Q射影的 kG—加群とする． Q は G の正規 p-部分群なので S(Q)↓Q は

いくつかの知の直和であり， kQ-準同型写像slQ:S(Q)↓Q →灼は分裂する．したがって

kG-準同型写像 idM@s: M@  S(Q)→ M ＠知は分裂して，次を得る：

idM◎ :M鐸 (Q)i虹翌 M ⑳杞＝ Mi竺翠"JM＠⑮(Q).

短完全列 M@d(S(Q))はMRP⑮ (Q)→ M ＠⑯(Q)とidM紅による pull-backとして

構成されるので， M⑳“心(Q))は「M で終わるような短完全列 0→ M” → M’ → M → O

（ここで M',M” はある kG-加群）」と「ある分裂列」との直和であると分かる．
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また， Qが正規部分群なので，百(Q)のsocleとn-1百(Q)のheadは共に知である． t:

n-1s(Q)→ n-1S(Q)/Rad(n-1S(Q))＝知を自然な全射とし， I:知＝ Soc(S(Q)）→

5(Q)を埋込とする．({)= t Of E HomkG(n-1S(Q), S(Q)）とおくと次が成り立っ．

補題 2.6.ゃは almostprojectiveであり，“（n-1s(Q)）は 5(Q)の射影被覆 P百(Q)とr.p

のpull-backとして構成される．

注意 2.7. W をQ射影的な kG-とする，如： kQ→百(Q)匂が分裂するので， kG-準

同型写像 idw@t:W @柘 → WR百(Q)は分裂する．よって idw@'P : W@  n-1百(Q)→

w鐸 (Q)の像は W@S(Q)の直和因子 WR柘に一致する．今， wR JZ1(n-1s(Q))は

WRPs(Q)→ W 忍5(Q)とidw@戸のpull-backとして構成されるので， wR JZ1(n-1s(Q)) 

は「QWで始まるような短完全列 0→ NW→ W'→ W” → O （ここで W',W” はある kG-

加群）」と「ある分裂列」の直和と分かる．

注意 2.8.(1)短完全列汐： 0→ A-4B→ C→ 0と直和分解 A=A1①A2について，

次の条件（i)と(ii)は同値である．

(i) A2はびから “split’'する：すなわち， B=B1①恥 (A2竺恥）と直和分解されて

な：＝ （O →ふ→ B1→ C→ 0)①(0→ A2→恥→ 0→ 0).

(ii)ある r_p:B→ A2が存在してゃ OJIA2 = idA2かつ f(A1) C Ker <p. 

(2)短完全列汐： 0→ A→ B』パフ→ 0と直和分解 C= C1①らについて，次の条件

(iii)と(iv)は同値である．

(iii)らはぶから ‘‘split"する：すなわち， B=B1①恥 (B2竺C2) と直和分解されて

g := (0→ A→ B1→ C1→ 0) EB (0→ 0→ B2→ C2→ 0). 

(iv)あるゅ： C2→ Bが存在して go心＝ idc2.

(3)ぷ： 0 → A→ B → C→ 0と直和分解 A=A1①A2,C = C直 Q について， A2が

汐から splitし，一方でらが汐から splitするとする．このとき， A2とらは汐から同時に

splitする．

証明 (1) (ii)====}(i) B1 = Ker cp, B2 = f (A2)とおけば良い．

(2) (iv)⇒ (iii) B1 = g―1(C1), B2 = Im心とおけば良い．

(3)まず A2をsplitoutしてから，心： C2→ B → B/A2を考えれば良い． ロ
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注意 2.5,2.7および2.8から次が言える：

補題 2.9.Qは Gの正規 p-部分群であるとする．もし kG-加群 M が Q射影的であれ

ば， MR“(5(Q)）は分裂列と次のような（炉M から始まり M で終わるような）短完全列

0→炉M → M’ → M → 0 （ここで M'はある kG-加群）との直和である．

次に，整数表現 (R=O)の場合を考える． QがGの正規部分群であるという仮定を続

ける． QはS(Q)に自明に作用していることに注意する。 S(Q)はO(G/Q)ー表現加群とみな

したときには 0Gの射影被覆 s:S(Q)→ 0Gでありひ入射包絡i: 0G→ S(Q)でもある．

p=io1r―11Qlidoa o s E Endoa(S(Q)）とおくと，次が成り立つ．

補題2.lO([Kl,Lemma 2.3]). pはalmostprojectiveである特に， almostsplit sequence 

d(S(Q))は射影被覆 Ps(Q)→ S(Q)とpのpull-backとして構成される：

A(S(Q)) : 0 ------+ DS(Q) ------+ m(S(Q)) ------+ S(Q) ------+ 0 

』pull-back 』P
。一 HS(Q)------+ Ps(Q) ------+ S(Q) ------+ 0. 

LをQ射影的なOG表現加群とする制限S(Q)いはOQのいくつかの直和であり (Qが自

明に作用しており）制限された OQ-準同型写像siQ:S(Q)↓Q→ OQはOQ-分裂全射なので，

id£@ s: L@ S(Q)→ L@叩＝ LはOG-分裂全射であると分かるまた，制限された OQ-

準同型写像ilQ:OQ → S(Q)匂は OQ—分裂単射であるので， idL@i: L@Oa→ L@ S(Q) 

は OG—分裂単射である．従って， idL@P は次のように分解される：

id尋 p:L@S(Q) i疇 s L@叩 ＝ L:宣idL L=L@Oa i鱈 iL@S(Q). 

L⑧ “(S(Q)）は L@Ps(Q)→ L@S(Q)とidL@Pのapull-backとして構成されるので，

次の主張が成り立つ．

補題 2.11. Q は G の正規 p—部分群であるとし， OG-表現加群 L は Q射影的であると

する．このとき， L@JZl(S(Q)）は分裂列と短完全列びとの直和となる：ここでぷは，射影
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被覆PL→Lと7f-1IQli山の pull-backL'として構成された短完全列である：

ぷ： O 〉 QL)L')  L)  0 

↓pull-back 』1r-11QlidL

。一 OL一PL一L一0.

命題 2.3の証明 補題 2.9と2.11から主張が従う． ロ

3 Almost split sequencesとテンサー積

この節では，命題 2.3の結果を踏まえて，少し一般的に次のような設定を考えてみたい．

直既約 RG表現加群 U,V, W と“(U): 0 --+ rU --+ m(U) ~ U --+ 0が次の条件

（＊）を満たすとする：

(*) V⑳ “(U)＝忍(W)④分裂列

ただし t'(W)は次のような形の (TWから始まり W で終わる）短完全列である：

0→ TW→ヨW’ → W → 0 (V'はある RG表視加群）．

上記の設定のもとで、次の可換図式

HomRc(W, V @m(U)) ~竺~ HomRc(W, V@  U) 

I I 
HomRc(W@ V*, m(U)) 二~ HomRc(W@ V*, U) 

にまつわる Auslander-CarIsonの議論 [AC,Sections 3 and 4]を活用すれば，次の命題が成

り立つことが分かる．

命題 3.l([K2,Proposition 2.4]). U, V, W は直既約 RG表現加群で，上の条件（＊）を

満たすとする．このとき次は同値となる．

(i)ぷ(W)= d(W). 

(ii) W 181 V＊の直既約分解において， Uが重複度 1で現れる．

Q (# ｛恥｝）を Gのp-subgroupとし， N＝N瓜Q)とおく． fを(G,Q,N)に関する Green

対応とする．
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補題3.2. 直既約RG-表現加群U,V, W はQをヴァーテックスにもつとする．また，こ

れらの Green対応子 JU,JV, JWが上の条件（＊）を満たすとする．すなわち JVRJZl(JU) 

は分裂列列と次の形の短完全列との直和となっているとする：

ぷ： 0→TJW→B→JW→0 (Bはある RN表現加群）．

このとき，次の (i),(ii)は同値である．

(i)汐＝“（JW).

(ii) V R JZl(U) = JZl(W) EB (a split sequence). 

証明 Green対応から次の直和分解

V↓N=JV 〶（臼江） （各 Ytは(QYin N)射影的 (yiE G¥N)) 

を得るが，“（JU)↓Q叩 wは分裂するので XR“(fU)は分裂列であることに注意する．

(i)⇒ (ii)：各 Y虚 “(JU)は分裂するので，（V↓NR“(fU)）やは “(W) と分裂列

の直和となる．“（JU)やは “(U)と分裂列の直和であるので，（V↓N@d(JU)）↑G 竺

VR“(fU)↑G に注意すれば (ii)が成り立つことが分かる．

(ii)⇒ (i) : (V⑭ “(U)）詠は “(JW)とある Q-split短完全列ダとの直和となる一方

で，“（U)詠は “(JU)とある Q-splitsequenceの直和となることが知られているので，

V↓N⑭ “(U)詠はぶとある Q-split短完全列クとの直和として書ける． V@d(U)のN

への制限を 2通りの方法で考えることで，“（JW)①ダ＝汐①グを得る．ここでまず忍は

分裂しないことを主張しておく：実際，仮に汐が分裂すると仮定してみると（汐①グ）↓Q は分

裂することになるが，しかし “(JW)いは分裂しないので矛盾である．さて， V↓N@U↓N

は(V⑭ “(U)）↓N (＝ぷ①グ）の最終項であるので

V↓N@U↓N=Y① T 

と直和分解できる．ただし，ぷは Y （竺 JW)で終わり，クは Tで終わるとする．一方で

V↓N⑳ U↓N=Z① S 

と直和分解することもできる．ここで，“（JW)はZ(~JW) で終わり，グは S で終わる

とする．今，ゆ： JW→Yを同型ではない任意の RNー自己準同型写像とする． cp:JW二→

YYY ⑤ T~Z ① S を考えて， 'Pl: JW→ Zと四： JW→Sはcp='Pl+'P2を満たす

ものとする． 'Plは同型ではないので，四は “(JW)の中間項を経由する． JWはQ射影的

でありグは Q射影的なので，四はダの中間項を経由する．ゆえにゅはぶの中間項Bを経

由するので汐＝“（JW)と分かる． ロ
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さらに， Auslander-Carlsonの議論 [AC,Proposition 2.4]を利用すれば次の事実を得る．

命題 3.4([K2,Proposition 2.5]). U, V, W は直既約 RG表現加群で次が成り立つと

する：

V⑳ “(U) = JZl(W) 〶分裂列．

このとき，直既約 RG-加群X について

u I X@V* • x~w. 

命題 3.1において U=Sc(Q),V=Wとおくと，次が言える．

命題 3.5. 命題 2.3において，さらに次が同値となる：

(i)汐(V)は almostsplit sequenceである．

(ii) V@  V＊の直既約分解において Sc(Q)が重複度 1で現れる．

4 Knorr格子 (Virtuallyirreducible OG—表現加群）とテンサー積

OG表現加群 Lに対して， tr:End0(L)→0 をトレース写像とし

A=  Endoc(L), A。=｛f EA I tr f = O} 

とお<.KnorrはOG表現加群において， “virtuallyirreducible"という概念を提唱した [Kn].

定義 (Knorr) OG表現加群 Lがvirtuallyirreducible (Kno汀格子）とは

A=('.) •idL ① A。かつ J(A)＝パ('.).idL ① A。
であるときをいう．

例次の OG表現加群は Kn6rr格子である．

・ irreducible OG表現加群

・ rankがpで割り切れないような直既約 OG-表現加群

•高さ 0 の直既約 OG-表現加群

また， Carlson-Jonesは “exponentialproperty"という概念を導入した [CJ].OG-表現

加群 Lに対し， 7ra.i山が射影的となる最小の整数aをLの exponentと呼ぶ．（ちなみに，

任意の OG表現加群 Lに対し,|GI.j山は射影的である．）また， OG-表現加群 Lが直既
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約であれば Soc(Endoa (L) / {projective}）は simpleであることが知られており，その生成

元であるような OG—自己準同型写像 p を almost projectiveという．なお， Lのalmostsplit 

sequence d (L)は， Lのprojectivecover PL→ Lとalmostprojective pのpullbackとし

て構成される：

叫 L):O----+TL----+m(L)----+ L ----+ 0 

』』almostproj p 

〇 `QL) PL‘L,0  
proj cover 

定義 (Carlson-Jones) 直既約OG-表現加群Lのexponentがaであるとする． 7ra-l.idL

がalmostprojectiveであるとき， Lはexponentialpropertyを持つという．

命題 4.l([CJ,Remarks 4.5]）． 直既約 OG-表現加群 Lに対し，次は同値である．

(i) LはKnorr格子である。

(ii) Lはexponentialpropertyを持つ．

直既約 OG表現加群 Lが Qをヴァーテックスに持つとき， Lは S(Q)@Lの直既約囚

子として現れた（注意 2.1).Jll(S(Q)）と Lのテンサー積 L@Jll(S(Q)) : 

0 → L@TS(Q)→ L@m(S(Q)）→ L@S(Q)→ 0 

について，次の定理が成り立つ．

定理4.2. 直漑約 OG表現加群 LはQ（ヂ 1)をヴァーテックスに持ち， Lの Q-source

の階数はpで割り切れないとする．このとき，次は同値である．

(i) LはKnorr格子である．

(ii) L@ d(S(Q))＝凶L)①分裂列．

証明 QがGの正規部分群の場合

T —1|Q|•idoG 
P: S(Q)→叩ー→〇c>------> S(Q) 

がalmostprojectiveであって

d (S (Q)) : 0 -------+ TS (Q) -------+ m (S (Q)) -------+ S (Q) -------+ 0 

』』p:almost proj 

0 -------+ flS (Q) -------+ P s(Q) ~ S (Q) -------+ 0. 
proj cover 
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従って L⑭ “(S(Q)）は分裂列と次の短完全列の直和となる：

。一 TL一pull-back 一 Lー。
1 l 1r-1IQl・idL 。一 OL-------+ PL 〉 L-------+ 0. 

proj cover 

このことから定理の主張が従う．

一般の場合は Green対応を考えれば良い． ロ

以上のことをまとめて， Knorr格子の性質の一面を次のように見ることができる．

系4.3. Gのp-部分群 Qをvertexに持つ直既約 OG-表現加群Lについて，次の 3条件

は同値である．

(i) Lは Knijrr格子で LのQ-sourceの階数はpで割り切れない．

(ii) L⑳ “(S(Q))は“（L)と分裂列の直和である．

(iii) L@  L＊の直既約分解において S(Q)が重複度 1で現れる．

さらにこの場合，直既約 OG-表現加群 X について

S(Q) IX豆＊¢=;,X 竺 L.

注意 4.4. 直既約な RG-表視加群 Lのヴァーテックスが Qであり， Lの Q-sourceの階

数がpで割り切れないとする．このとき， Benson-Carlsonの結果から Sc(Q)がL@L*の直

既約囚子として現れる．重複度 2以上で Sc(Q)がL@L＊の直既約囚子として現れる例とし

て， Gがp-群で Qが正規部分群のとき L= Sc(Q) = RQやについて， Sc(Q)@Sc(Q)＊は

囮： Q|個の Sc(Q)の直和となる．
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