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概要

This is a report of a talk based on a joint work with Leo Margolis and Mirna 

Stanojkovski in [arXiv:2110.10025]. 

「有限群のコホモロジー論とその周辺」の研究集会で二年前にもモジュラー同型問題に関する結

果 [4]の講演をさせていただいた．まずは問題の説明から始めたい．正標数pの素体恥と有限 p

群 Gおよび H が与えられたとき，もし群環恥G と恥H が同塑ならば群 G とH は同型だろう

か？これはおよそ〈モジュラー表現は有限p群のすべてを知っているのか〉と言ってもよい．位数

の小さな場合や特別なクラスに対する肯定的な結果はいくつもあったものの，提起されてから半世

紀以上にわたって未解決であったこの問題に解決の兆しは当時まったく見られなかった．ところが

二年後のいま状況は一変している．その辺りの事情についても触れながら，新たに [3]で得られた

結果について紹介したい．これは LeoMargolisとMirnaStanojkovskiとの共同研究である．

1 同型問題

モジュラー同刑問題に関する初期の結果は Sandlingによる概説 [5]の第 6節後半にまとめられ

ている．ここに多くの基本的な結果をすでに見ることができる．最新の結果については Margolis

による概説 [2]とその引用文献を参照されたい．ここでは単に冒頭に述べたように，位数の小さな

場合や特別なクラスに対する肯定的な結果がいくつもあったこと，そして半世紀以上にわたって未

解決であったことを指摘するに留める．

ところが 2021年の冬に反例が突如として現れた．

定理 1.1(Garcfa-Lucas-Margolis-del Rfo [1]）．次の表示で定義される位数 29= 512の群 G と

* https: // orcid. org/0000-0003-0608-1852 
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H は非同型であり，かつ群環恥Gと恥Hは同型である．

G=〈x,y,zl x16 =炉＝ z4= 1, [y, x]= z, [z, x] = z2, [z, y] = z2〉,

H=〈a,b, c I a16 = b8 = c4 = 1, [b, a] = c, [c, a] = c汽[c,b]= 1〉・

実際の論文ではより一般に標数 2の体J::かつ位数 2n(n;:::: 9)の場合を扱っている＊1*2. これに

よりモジュラー同型間題に対する反例がp=2の場合には与えられた．反例が存在すること自体に

驚きはなかったものの，それが突如として現れたこと，そして位数の小さいことには驚かされた．

同様の構成を単に奇素数pに対して行うと非同型な群 GとHが得られるが，これらは反例を与え

ない＊3．

現在のところ奇素数に対するモジュラー同型問題は未解決のままである．

2 不変量

共同研究は反例が与えられるより以前から行っていたものである．ここではモジュラー同型問

題に関する不変量の結果を紹介する．以下 Gおよび H は有限 p群とする．また係数体は標数 p

であれば十分であるが素体恥とする．古典的な不変量としては群 Gの中心 ((G)やアーベル化

Gh(G)がある．

•恥G 竺恥H ⇒ く(G)竺く(H).

•恥G 竺恥H ⇒ Gh(G)竺H/1(H).

また Sandling[5]によりく(G)n1(G)や((G)／〈（G)n1(G)も不変量であることが知られていた．

•恥G 竺恥H ⇒ く(G)n1(G)竺((H)n 1(H). 

•恥G 竺恥H ⇒ ((G)／く(G)n1(G)竺く(H)/((H)n 1(H). 

この結果の双対として G/く(Gh(G)や((Gh(G)h(G)の不変性が得られた．

定理 2.1(Margolis-Sakurai-Stanojkovski [3]). 

• lFpG ~恥H ⇒ G/く(Gh(G)~H/く(Hh(H).

• lFpG竺lFpH⇒ く(Gh(G)h(G)竺く(Hh(H)h(H).

実際にはより一般にこれらすべてを含む形で p幕を反映した不変量の系列を構成した [3,

*1証明は [2]で与えられているものの方が議論がやや平明になっている（係数体の取り替えが不要）．

*2具体的に同型恥G→応Hが x→ aと y→b(a + b + ab)cにより与えられているが，これを x→ aと

y →b+ (a-l)(b-l)にしても同様に議論が進む．

*3とはいえ，たとえば

G=〈x,y,z|呼＝ 1，炉＝ザ，ザ＝ 1,[y, x] = z, [z, x] = z見[z,y]=ザ〉

H=〈a,b, c I aP-= 1，ザ＝包ざ＝ 1,[b, a] = c, [c, a]＝己 [c,b]= 1〉

のような類似の構成がいくつも考えられて，それらが反例を与えないかどうかを確かめるのは極めて難しい．
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Theorem B]．とはいえ，この特別な場合だけでも十分に強力であり，応用として次の新しい結果

を得た．

定理 2.2(Margolis-Sakurai-Stanojkovski [3]）．中心 ((G)が巡回群と同型かつ商 G/((G)が二

面体群と同型ならば

恥G竺 均H ⇒ G竺 H

が成り立つ．

ここで仮定から p=2が従うことに注意する．証明を構成する要素のひとつは次の分類である．

定理 2.3(Margolis-Sakurai-Stanojkovski [3]）．有限 2群 Gは中心 ((G)が位数加の巡回群と

同型かつ商 G/く(G)が位数初の二面体群と同型ならば以下のいずれかと同型である．

D2mln =〈a,b, CI a2= 1, b2 = 1, (ab)2n-l = c2m-l' ご＝ ［a, c] = [b, c] = 1〉,

Q2mln =〈a,b,cI a2= c, ザ＝ c, (ab)2n-l = c2=-l+2n-l' ご＝ ［a, c] = [b, c] = 1〉,

S2mln =〈a,b, CI a2= 1, b2 = c, (ab)2n-l = c2=-l+2n-2' ご＝ ［a, c] = [b, c] = 1〉.

記号の選び方からもわかるように，これらの群は二面体群・一般四元数群・準二面体群 (m=1

の場合）の一般化である．

この分類定理はまったく異なる文脈においても有用となるかもしれない．

3 還元定理

ここではモジュラー同型問題に対する還元定理を紹介する．前の節で触れた p幕を反映した新た

な不変量として具体的には Frattini部分群 <I>(G)とSodew(G)との共通部分 <I>(G)n w(G)があ

る．この応用として次の定理を得た．

定理 3.1(Margolis-Sakurai-Stanojkovski [3, Theorem A]）．有限 p群 Eが基本アーベル群な

らば

均[ExG]竺恥[ExH] ==} lFpG竺恥H

が成り立っ．

つまり群 GとHがモジュラー同型間題の反例でなかったときに，最も自明な方法でp群を拡大

したとしても，それらが反例を与えることはない．特にモジュラー同型問題は

w(G) :::; <!.>(G) 

を満たす場合を調べれば十分であることがわかる＊4．

このような還元定理はこれまでモジュラー同型問題に対してまったく知られていなかったもの

で，新しい形の結果である．

*4この形は群の同質類がく(G):"::"f(G)を満たす場合を調べれば十分であるというホールの定理を連想させる．
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