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「カーシェアリングサービスに対するシステム制御的アプローチ」特集号 解 説

ネットワークシステムのためのスパース最適制御
—例題による理解
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

1. はじめに
第 1 図の実線の信号のように，大部分の時刻・要素で

値 0をとる信号をスパースであるという．近年，機械学
習における正則化や特徴量抽出などで，スパース性にも
とづく手法の有効性が注目されてきた [1]．制御工学にお
いても，スパースな入力信号により制御目標を達成する
ことは，応用上も重要な問題である [2]．現代の仕事にた
とえると，「週末はPCを開かない」くらいではスパース
とはいえず，「休むときはスマホの通知も完全拒否して遊
びに全振り」するのがスパース最適制御である（素晴ら
しい！）．
さて，著者らはスパース最適制御の理論的性質を明ら

かにするとともに [3–5]，これらの一連の研究をネット
ワークシステムへの応用を想定した新しい問題設定へ展
開してきた [6–10]．本稿の主たる目的は，これらのネッ
トワーク化制御系における問題設定と数値解法を概説す
ることである．さらに，ワンウェイ型カーシェアリング
サービス [11,12]への応用を通して，その利用方法を直
感的に理解していただくことを目指す．
本稿の構成は以下の通りである．まず前半の2.節では

本稿で扱うスパース最適制御問題の定式化をおこない，
理論結果を紹介する．つぎに後半の 3.節では，スパー
ス最適制御問題の枠組みでリバランシング問題を定式化
し，その有効性を数値的に確認する．なお，本稿は可読
性を重視して，あいまいな数学的表現を多く含んでいる．
必要に応じて参考文献を参照してほしい．

記法
本稿で用いる記号を定義する．ある自然数mと集合

Ω⊂Rに対して，a∈Ωmは任意の iに対して ai ∈Ωが
成り立つことを表す．ただし，a=[a1,a2,...,am]�∈R

m

である．ベクトル aの �0, �1ノルムを，

‖a‖�0 �#{j ∈{1,2,...,m} : aj �=0},

‖a‖�1 �
m∑
j=1

|aj |

により表す．時間区間 [0,T ]上の関数 u(t)∈R
m に対し

∗ 京都大学 大学院 情報学研究科
† 北九州市立大学 国際環境工学部
Key Words: car-sharing, convex optimization, mobility

network, sparse control.

0 1 2 3 4 5
time

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

第 1 図 信号のスパース性

て，そのL0, L1ノルムを

u(t)= [u1(t),u2(t),...,um(t)]� ∈R
m

‖u‖L0 �
m∑
j=1

μ({t∈ [0,T ] :uj(t) �=0}),

‖u‖L1 �
m∑
j=1

∫ T

0

|uj(t)|dt

により表す．ただし，μは素朴な意味での長さ（R上の
Lebesgue測度）である．したがって，第 1 図の信号の
L0ノルムは，破線が5，実線が約2.6となる．また，[0,1]
は 0以上 1以下の実数，{0,1}は 0と 1の二値からなる
集合であることに注意してほしい．

2. スパース最適制御問題
ここではスパース最適制御問題を導入し，その凸緩和

の妥当性を示す性質を紹介する．

2.1 定式化
本節では，本稿で扱ういくつかのスパース最適制御問

題を定式化する．まず最初は，冒頭で述べたスパースな
制御入力を求める問題である [6]．
【問題 1】 与えられた A(t) ∈R

n×n, B(t) ∈R
n×m,

T > 0, x0, xd ∈R
n, β ∈{1,2,...,m−1} に対して，以下

の最適化問題の解を求めよ：

minimize
u

‖u‖L0

subject to ẋ(t)=A(t)x(t)+B(t)u(t) ∀t∈ [0,T ],

x(0)=x0, x(T )=xd,

‖u(t)‖�0 ≤β ∀t∈ [0,T ],

u(t)∈ [0,1]m, ∀t∈ [0,T ].

�
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この問題は，線形時変システムにおいて各時刻において
入力できる要素の数が β 以下であるという制約のもと
で，入力が非ゼロである時間の総和を最小化する問題で
ある．なお，最後の入力信号のボックス制約は（上下限
値はほかの値でもよいが）理論結果を導出する極めて本
質的な仮定である．
つぎの問題は，線形システムの可制御性を最大化する

問題である [7]．
【問題 2】 与えられたA∈R

n×n, B∈R
n×m, β,T >0

に対して，

Gc :=

∫ T

0

expA(T−τ)BZ(τ)B�expA
�(T−τ)dτ

を定義する．このとき，以下の最適化問題の解を求めよ：

maximize
z

Tr(Gc)

subject to Z(t)=diag(z(t)), z(t)∈{0,1}m,

‖z‖L0 <β.

�

可制御性グラミアンが大きい1ほど小さい制御入力によっ
て状態を遷移させることができることはよく知られてい
る．この問題において，Z(τ)Z(τ)� =Z(τ)であること
に注意すると，行列Gcは連続時間線形システム

ẋ(t)=Ax(t)+BZ(t)u(t) (1)

に対応する可制御性グラミアンである．ただし，zi(t)=0

の場合，時刻 tにおいて第 i番目の入力チャンネルはア
クティブでないため利用できない．つまり，この問題は
どの時刻にどのアクチュエータをアクティブにすれば可
制御性を最大化できるかというスケジューリング問題で
ある．
最後の問題では，決定変数がA行列に含まれる [10]．
【問題 3】 与えられたA(t),Me(t)∈R

n×n,e=1,...,m,

α∈R, T > 0, x0, xd ∈R
n に対して，以下の最適化問題

の解を求めよ：

minimize
ν

‖ν‖L0 +α‖x(T )−xd‖

subject to x(0)=x0, ẋ(t)=A(t)x(t),

A(t)=A(t)+Ā(t),

Ā(t)=

m∑
e=1

νe(t)Me(t),

ν(t)∈{0,1}m.

�

この問題においても主たる制御目標は終端状態 x(t)を
xd に近づけることであるが，通常のように外生的な入
力信号を用いるのではなく，A行列を時々刻々と修正す

1ここでは半正定値行列の大きさをトレースを用いて定
式化しているが，[8,9]ではほかの指標についての結果
も与えている．

ることによりおこなう．具体的にはノミナルの A行列
がA(t)により与えられており，νe(t)= 1であればA行
列にMe(t)を加えることができる．できるだけ少ない時
間の修正で制御目標を達成するには，どのタイミングで
どの修正を施せばよいか求めるスケジューリング問題と
なっている．
物理システムにおいて，アクチュエータのオンオフ

（問題2）や制御対象のダイナミクス（問題3）を時々刻々
と切り替えられる状況はあまりないかもしれないため，
ひとつ例を見てみよう．
【例題 1】（マルチエージェントシステム） ネット
ワーク化制御系の典型例である V := {1,2,...,n} でラ
ベルづけされたマルチエージェントシステムを考えよう．
状態 x(t)∈R

n の第 i成分は i番目のエージェントが有
する情報を表す．A行列はエージェント間の自律的な情
報の交換を表現しており，代表例である合意型のセンサ
ネットワーク

ẋi(t)=
∑
j∈Ni

γ(xj−xi)+ziui(t), i∈V (2)

などではエージェント間の接続構造を表すグラフのラプ
ラシアン行列

A=A=−γL, L :=
∑
e∈E

Me ∈R
n×n (3)

M(i,j) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, (i,i)成分
−1, (i,j)成分
0, それ以外

(4)

となる．ここで，エッジ集合 E ⊂V×V は利用可能な通
信路（(i,j)∈E ならば i は j の情報を取得可能）を特
徴づけ，Ni := {j : (i,j)∈E}はエージェント iと通信可
能なエージェントのラベルの集合である．また，リー
ダー-フォロワーシステムとよばれるシステムにおいて
は，エージェントのうちリーダーとよばれる限られた
エージェントは外生入力により操作することができる状
況も多い．その場合，

zi :=

{
1, iがリーダー
0, iがフォロワー

(5)

とすればよい．こうした準備のもとで，Bを単位行列と
すると，
� リーダーに司令値を与える通信時間をできるだけ短
くしたい（【問題 1】）

� どの時刻に誰をリーダーにすればよいか決めたい
（【問題 2】）

� 短時間だけ追加できる補助的な通信路の場所とタイ
ミングを最適化したい（【問題 3】）

といった状況を表現できる． �

2.2 理論結果
いずれの問題においても，スパース性を ‖·‖L0 , ‖·‖�0

ノルムにより表現している．しかしながらこれらのノル
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ムは引数に関して凸とはなっていない．実際，「どの時刻
にどの入力をアクティブにするか」というのは本質的に
は組合せ最適化問題であり，何の工夫もなしにその解を
求めることは困難である．信号処理におけるスパース最
適化においては 0-ノルムを 1-ノルムに緩和することで，
多くの効率的な計算アルゴリズムが得られている [1]．た
だし，通常はこの緩和により得られる最適解はもとの問
題とは異なる．
一方で，前節での問題は決定変数が無限次元（無限個

の決定変数をもつ組合せ最適化問題）となりさらに困難
であるように思われるが，実は逆に凸緩和問題が厳密解
を与えるという性質を有する1．
【定理 1】 ある厳しくない仮定のもとで，【問題 1】に
おいて ‖ ·‖L0 , ‖ ·‖�0 を ‖ ·‖L1 , ‖ ·‖�1 にそれぞれ置き換
えても，同じ最適解が得られる．また最適解のすべての
要素は，すべての時刻において 2値 {0,1}のいずれかを
とる． �

つぎに決定変数が離散値に限定されている場合でも，
同様の結果が得られる．
【定理 2】 ある厳しくない仮定のもとで，【問題 2】に
おいて ‖·‖L0 を ‖·‖L1 に，{0,1}mを [0,1]mにそれぞれ
置き換えても，同じ最適解が得られる． �

問題 3に対してはつぎの結果が成り立つ [10]．
【定理 3】 ある厳しくない仮定のもとで，【問題 3】に
おいて ‖·‖L0 を ‖·‖L1 に，{0,1}mを [0,1]mにそれぞれ
置き換えても，同じ最適解が得られる． �

いずれにおいても決定変数の集合（[0,1]mに値をとる
[0,T ]-上の関数全体）は凸となる．したがって，十分小さ
い時間幅で時間離散化をおこなえば，評価関数が決定変
数に関して線形である問題1,2の緩和問題はCVXなどの
標準的な凸最適化ソルバ，問題 3の緩和問題も fmincon

（MATLAB）などの非線形最適化ソルバを用いて2解を
得ることができる．

3. リバランシング問題への応用
ワンウェイ型カーシェアリングサービスでは，利用者

は車両の返却場所を自由に選択できるため，各ステー
ションの車両数には偏りが発生する．したがって，サー
ビスの円滑な運営には，各ステーションにおいてサービ
ス業者による車両数の調整（リバランシング）が必要で
あり，近年，この車両の輸送スケジュールに関する最適
化問題が研究されている [13,14]．本稿では，リバラン
シング問題をスパース最適制御問題として定式化してみ
よう．

1入力アファインの非線形システムや確率システムに対
してもほぼ同様の結果が成立する [3]．

2[10]では，問題 3に類似した問題に対して，Newton

Raphson法を援用した数値解法が提案されている．

3.1 カーシェアリングモデルの構築
本節では，リバランシングに関係するダイナミクスを

導入する [6]．少し煩雑であるため，後出のリバランシン
グダイナミクスだけ認めて，次節に進んでも問題ない．総
数 sのステーションがS = {1,2,...,s}によりラベル付け
られ，ステーション i∈Sからj∈Sへ向かう単位時間あた
りの車両の利用量をgij(t)≥0とする．同様に，uij(t)≥0

はスタッフによるステーション iから jへの単位時間あた
りのリバランス量を表す（gii(t) = uii(t) = 0,∀i,t）．ま
ず，ステーション iの車両数を vi(t)∈Rで表し，そのダ
イナミクスは次式にしたがうとする．

v̇i(t)=

s∑
j=1

γijfij(t)−
s∑

j=1

(gij(t)+uij(t)) (6)

ここで，γij =
1

τij
であり，τij = τji > 0は，ステーショ

ン iと jの間における利用者の移動に要する時間量を表
し，一般に i,j間の距離や混雑状況により定まる．さら
に，利用者によりステーション j ∈Sから i∈Sへ向かう
車両数 fijのダイナミクスは次式にしたがうとする．

ḟij(t)=−γijfij(t)+gij(t)+uij(t) (7)

つぎに，ダイナミックプライシングの概念を導入する．
ステーション j から iまでの利用価格を pij(t)∈Rによ
り表す．文献 [15]のモデルに基づき，各ステーション間
の移動量は以下のように，価格に応じて変化するとする．

gij(t)= ḡij(t)−θij(t)pij(t)　 (8)

ただし，ḡij(t)∈R は pij(t) = 0の場合に期待される車
両数であり，θij(t)= θji(t)≥ 0 は価格弾力性を表す．ま
た，標準価格 p̄ij(t)

p̄ij(t)=
ḡij(t)

θij(t)
(9)

を用いて，価格 pij(t)はステーション iと jにおける車
両数に応じて次式で決定されるとする．

pij(t)= p̄ij(t)+νij(t)vi(t)−νji(t)vj(t) (10)

ただし，νij(t),νji(t)∈ {0,1} は，ステーション i, j に
おける車両数に応じて価格 pij を調整するか決定するパ
ラメータである．このような定式化のもとでは，車両
数 vi(t)が大きくなるにしたがって価格 pij(t)は高くな
り，ステーション iへの車両数を減らす作用をもつ（逆
も同様）．
したがって，以上をまとめると

v̇i(t)=

s∑
j=1

(γijfij(t)+θji(t)(νji(t)vj(t)

−νij(t)vi(t))−uji(t)) (11)
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ḟij(t)=−γijfij(t)−θij(t)(νij(t)vi(t)

−νji(t)vj(t))+uij(t) (12)

を得る．最後に，n= s2およびm= s2−sとして，

x(t)= [v1(t) ··· vs(t) f12(t) f13(t)···fs,s−1(t)]
�,

u(t)= [u12(t) u13(t) ··· us,s−1(t)]
�,

A=

[
0 Γ

0 −Δ

]
, Ā(t)=

[
ΞΛ(t) 0

−Λ(t) 0

]
, B(t)=

[
−Ξ

I

]
,

Ξ = [Ê1Ê2 ···Ês]
�,Êi = [e1 ···ei−1ei+1 ··· es]�,

Λ(t)=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

θ12(ν12(t)e1−ν21(t)e2)
�

θ13(ν13(t)e1−ν31(t)e3)
�

...

θs,s−1(νs,s−1(t)es−νs−1,s(t)es−1)
�

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦,

Γ = [e1γ12 e1γ13 ···esγs,s−1]
�,

Δ=diag(γ12 γ13 ···γs,s−1)

と定義する（ei ∈R
nは第 i基本ベクトル）と，系全体の

ダイナミクスはつぎのようにまとめられる．
リバランシングダイナミクス� �

ẋ(t)= (A+Ā(t))x(t)+B(t)u(t) (13)

� x(t)は各ステーションの待ち台数
� u(t)は各ステーション間のリバランシングの実
施量

� ν(t)は各ステーション間でダイナミックプライ
ンシングを実施するか否か

� Ā(t)は ν(t)の各要素に関して線形
� �
3.2 スパースリバランシング問題
ここでは，カーシェアリングシステムにおけるリバラ

ンシング問題をスパース最適制御問題として定式化する．
3.2.1 【問題 1’】
全ステーションにおける初期の車両数 v0 ∈R

sは一般
的に不均一であり，円滑なサービスを提供するためには，
スタッフにより所望の車両数 vd ∈R

sへと調整する必要
がある．そこでダイナミクス (13)における状態変数x(t)

について，初期状態 x(0) = x0 から目標状態 x(T ) = xd

へと時刻T 以内に遷移させるような入力u(t)の設計問題
を考える．ここで，各 uij(t)はステーション i, j間のス
タッフによる車両のリバランス量に相当する．したがっ
て，スタッフのチーム数を β とするとき，同時に輸送で
きる車両の数はたかだか βであり，入力変数には拘束条
件 ‖u(t)‖�0 ≤βが課せられる．また，各チームが一度に
輸送できる車両数は１台のみであるため，u(t)∈ [0,1]を
満たす必要がある．さらに，スタッフによる輸送時間量
は短い方が望ましく，これを実現するために ‖u‖L0を評
価関数として定義する．すなわち，スタッフのコストを
考慮したリバランシングスケジューリングをスパース最
適制御問題とみなすと，問題 1の通りに定式化される．

3.2.2 【問題 2’】
前節の【問題 1’】は，xdが与えられたときに具体的に

リバランシング実施方法を決定する問題である．それに
対して，前日計画ではxdはまだ未定であるが，すべての
ステーションと時刻においてリバランス実施用のスタッ
フを配置しておくのは効率的とはいえない．したがって，
どのような xdに対しても効果的にリバランシングを実
施できるようにスタッフ配置スケジューリングを決定す
る必要があるだろう．目標状態が未知の場合に必要な最
小エネルギー（の平均値）は可制御性グラミアンにより
特徴づけられるため，どの時刻にどのステーションにス
タッフを準備しておくか決定する問題は，問題 2の通り
に定式化される．
3.2.3 【問題 3’】
つぎに，サービス提供者によるダイナミックプライシ

ングを行う時間の低減を目的としたリバランシングを行
う最適制御問題を定式化する．長時間にわたってダイナ
ミックプライシングを行っても，利用者がそれに「慣れ
て」しまい，想定した効果が得られない状況も起こりえ
るだろう．ここでは実施の可否 νij(t)がサービス提供者
によって決定されると仮定する．これにより，どの時刻
にどのステーション間において価格介入を行うかを決定
するダイナミックプライシングスケジューリングは，問
題 3の通りに定式化される．

3.3 数値例
提案手法の有用性を示すために，問題 1’および問題

3’について凸緩和をした後に数値計算を行った．ステー
ション数は s=10, T =4として，各ステーションにおけ
る利用者用車両の初期値は [10,30]の独立な一様分布に
したがい決定し，目標状態 xdは利用者用車両の総数の
平均とした．到着率 γij，価格弾力性の係数 θij(t)などの
パラメータは [6]と同様に定めた．
3.3.1 【問題 1’】
まず，すべての時刻・すべてのステーション間でダイ

ナミックプライシングの効果が得られると仮定して，

νij(t)= 1, ∀i, j, t (14)

のもとで【問題1’】を解いた結果の最適軌道uijを第 2図
に示す．これにより凸緩和した問題を解いたにもかかわ
らず最適解が離散値をとることが確認できる．なお，各
軌道の切り替わり付近で {0,1}以外の値をとっている時
刻があるが，これが時間離散化により近似した影響であ
る．つまり，こうした現象が問題とならない程度には時
間幅を小さくとる必要がある．また第 3 図に各ステー
ション間でリバランシングを行った総時間長（uijのL0

ノルム）を示す．多くのステーション間ではリバランシ
ングは実施されていないことがわかり，最適解のスパー
ス性が認められる.
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第 2 図 問題 1’の最適解の各軌道 uij

第 3 図 問題 1’の最適解における各ステーション間のリバ
ランシング実施の総時間 ‖uij‖L0

3.3.2 【問題 3’】
ここではスタッフ輸送によるリバランシングは考えず

（u=0），ダイナミックプライシングの実施時間を抑える
状況を考えよう．各パラメータαに対する最適な νを用
いた場合の，終端誤差 ‖x(T )−xd‖とダイナミックプラ
イシング実施総時間長 ‖ν‖L0 を第 4 図に示す．ただし，
いずれも (14)の場合に対する比を表示しており，各点上
の数字はαの値である．当然，この二つの値はトレード
オフの関係にあるが，たとえば ‖ν‖L0 の比を 0.1未満に
抑えながら, 終端誤差の比を 1.3程度まで小さくするこ
とができることがわかる．
最後に，時刻ごとにダイナミックプライシングの実施

が切り替わっていることを確認するため，α=100に対
する最適な νの t=16, 24, 32におけるスナップショット
を第 5 図に示す．各 tにおいて実施箇所 (νij(t)= 1) の
割合は小さく，時刻によって実施箇所が変化しているこ
とがわかる．

第 4 図 問題 3’の最適解における実施時間長 ‖ν‖L0 と終端
誤差 ‖x(T )−xd‖（全アクティブ時との比）

第 5 図 問題 3’の最適解における価格調整実施箇所 νijのス
ナップショット（上:t=16, 中:t=24, 下:t=32）
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4. おわりに
本稿では，ネットワーク化制御系のためのスパース最

適制御理論を概説したのちに，ワンウェイ型カーシェア
リングサービスにおけるリバランシング問題を通して，
その問題設定の工学的意義を検討した．スパース最適化
による特徴量抽出効果が制御系設計に活用できる可能性
や，本稿では触れられなかった理論的な面白さにも興味
をもっていただく機会となれば幸甚である．
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