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1 はじめに

散逸的な力学系では, しばしぼ複数のアトラクタ 3が共存する. 与えられた初期値か
ら出発する軌道がどのアトラクタに吸引されるかを予測する問題を考えたとき, 各々の
アトラクタのベイスンがどの様な幾何学的構造を持っているかということはとても重
要であ $— \text{る}$ . 特に, 系がカオス的サドル集合を持つ場合には, ベイスン同士が入れ子的に
混じりあい, その境界がフラクタルになることが良く知られている [1].
相空間全体より低い次元の不変な部分空間を持ち, その中にカオスアトラクタが閉じ
込められている構造を持つ力学系ば, 結合カオス系 (同期状態が不変な部分空間に対応)
を代表的なものとして様々ある. この様な構造を持つ力学系では多様な振る舞いが見ら
れるが, 本稿の主題であるリドルドベイスンは, その中でも最も興味深い現象の一つと
して関心を集めている. 不変部分空間に閉じ込められたカオスアトラクタ $A$ と共に他
のアトラクタ $A’$ が共存するとき, $A$ のベイスンの任意の部分領域が $A’$ のベイスンに侵
食され, 相空 $\mathrm{F}_{l}\mathrm{B}7$内で $A$ に吸引的な領域と反発的な領域が任意のスケールで入り混じる
現象が生じる. このとき $A$ のベイスンはリドルドベイスン [2] と呼ばれ, 祖期値の僅か
な誤差によって軌道がどちらのアトラクタに吸引されるか予測することは非常に困難
になる. リドルドベイスンによって相空間内の流れの様子は非常に複雑になるが, その
一方で, 相空間を微小なセルに分割し, 各セル内で 2 つのベイスンがどの様な割合で混
ざっているか, ということで粗視化することによって, リドルドベイスンが多重フラク
タル性という簡明な自己相似構造を持ち, その構造は不変な部分空間上に閉じ込められ
たカオスの持つ自己相似な構造によって形或されることが明らかになってきた [3]. 本
稿では, まず数値シミュレーションによってリドルドベイスンが従うスケーリング則に
ついて調べ, 次に区分線形写像を導入してリドルドベイスンが多重フラクタル性を持っ
ことを明らかにする. そしてこの多重フラクタル性とカオスアトラクタ $A$ との間に或
立する関係について議論する.

1堀田武彦氏 (東京大学大学院情報理工学研究科) との共同研究に基づく
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3どんな不変集合を「アトラクタ」 と呼ぶべき力\searrow については色々な議論がある [4].
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2 リドルドベイスンとは

まず最初に, 例として次の平面上の写像 $S$ を考える [5] ..
$x_{n+1}=F(x_{n})=4x_{n}(1-x_{n})$ ,

(1)
$y_{n+1}=G(x_{n}, y_{n})=\nu e^{-\alpha(x_{\mathfrak{n}}-3/4)^{2}}y_{n}+y_{n}^{3}$,

ここで, $\nu,$ $\alpha$ はパラメータである. $G(x, 0)=0$ より $x$ 軸は不変な部分空間で, その中の
区間 $[0, 1]$ にカオス的集合 $A$ ある. また, $|y|$ が十分大きいとき $y_{n}\sim y_{n}^{3}$ なので $|y|=\infty$

をアトラクタとみなせる ($A’$ とする). $A$ の $y$ 方向に関する安定性は, 次式で定義される
横断 Liapunov指数という量によって測られる.

$\lambda_{[perp]}(x)$ $\equiv$ $\lim_{narrow\infty}(1/n)\sum_{j=0}^{n-1}\ln|\partial G(F^{j}(x), 0)/\partial y|$

$=$ $\ln\nu-\alpha\lim_{narrow\infty}(1/n)\sum_{j=0}^{n-1}(F^{j}(x)-3/4)^{2}$ . (2)

(不変部分空間に交差する方向を横断方向と呼ぶことにする) 横断 Liapunov指数の値
は初期値 $x\in[0,1]$ に依存するが, Lebesgue測度に関して, ほとんど全ての $\lambda_{[perp]}(x)$ はロ

ジステイツク写像の自然な不変測度に関する相平均

$\langle\lambda_{[perp]}\rangle=\ln\nu-\alpha\int_{0}^{1}\frac{(x-3/4)^{2}}{\pi\sqrt{x(1-x)}}\mathrm{d}x$ , (3)

に一致する. (3) が負であるとき $A$ のベイスン B。$\equiv\{(x, y)|\omega(x, y)\subset A\}4$ の Lebesgue
測度は正で, $A$ は Milnor の意味でアトラクタ [6] である.

図 1, 2 は, $\nu=1.260,$ $\alpha=1.5(\langle\lambda_{[perp]}\rangle=-0.05<0)$ のときのベイスンの様子である. 白
い領域は B。を, 黒い領域は $A’$ のベイスン $B_{A’}$ を表していて, $A$ に吸引的な領域と反発

的な領域が複雑に入り混じっていることがわかる. $B_{A}$ に属する任意の点 ( $\equiv$ 白い領域
に属する点) の任意の近傍には必ず $B_{A’}$ に属する点 ( $\equiv$ 黒い領域に属する点) の集まり
が存在し, かつその集まりは正の Lebesgue測度を持っている. ベイスン B。がこの様
な性質を持つとき, リドルドベイスン (riddled basin :“穴だらけ” の吸引領域)[2] とい
う. ここで, リドルドベイスンの発生のメカニズムについて少し説明を加えよう. 不変
部分空間には, 自然な測度に従う典型的なカオス軌道と同時に, 不安定周期軌道などの
非典型的な軌道も無数に存在し, 各々の横断 Liapunov指数を持っている. $\langle\lambda_{[perp]}\rangle$ が負で
あれば $A$ のベイスンは正の体積を持つ [2] が, $\lambda_{[perp]}(x)>0$ となる軌道が存在するとき, $A$

の Liapunov安定性は破られる $[7, 4]$ . (1) の場合, 固定点 $x_{*}=3/4$ の横断 Liapunov指
数 $\lambda_{[perp]}^{\max}=\ln\nu$ が他の全ての軌道の横断 Liapunov指数よりも大きく, $\nu>1$ で $\lambda_{[perp]}^{\max}>0$

で, $A$ は横断方向について Liapunov不安定になる. このとき, $(x_{*}, 0)$ の不安定多様体
$W^{u}(x_{*}, 0)$ は $|y|=\infty$へと伸びる直線になる. $|y|\geq 1$ の領域は全て $B_{A’}$ に属しているの

$4 \omega(x,y)\equiv\bigcap_{m\geq 0}\overline{\bigcup_{n\geq m}S^{n}(x,y)}$
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で, 写像 $S$ の連続性から, $W^{u}(x_{*}, 0)$ 上の任意の点 $z=(x_{*}, y)$ の回りに適当な大きさの

開近傍を, この中の全ての点が $B_{A’}$ に属する様にとることができる. これは, $(x_{*}, 0)$ の

任意の開近傍において $B_{A’}$ に属する開集合が存在することを意味する. 一方, 不変部分
空間上の運動はカオスなので, $x_{*}$ の逆像の集まり $\bigcup_{n\geq 0}S^{-n}(x_{*}, 0)$ は区間 $[0, 1]$ でちゆう
密である. よって写像の連続性から, $W^{u}(x_{*}, 0)$ とその回りの $B_{A’}$ に属する開集合の逆
像の集まりは $x$ 軸の区間 $[0, 1]$ の任意の点の任意の近傍に存在することになり, その結
果 B。はリドルドベイスンになる [2, 7, 4].

$\mathrm{a}$

$x$

図 1: 写像 (1) のベイスンの様子 .$\cdot$ 黒い領域は $|y|=\infty$ のベイスン, 白い領域は $y=0$ に

あるカオスアトラクタのベイスンを表す.

3 多重フラクタルスケーリング

リドルドベイスンは, 図 1 の様な複雑なパターンを示す一方, 以下に述べる簡明な定
量的規則性も持っている. リドルドベイスン $B_{A}$ の任意の領域は, 無数の黒い領域によっ
て侵食されているが, 図 2 を見ると, 不変部分空間に近付くにつれて黒い領域の割合は
小さくなっていく様に見える. 実際 $V_{l}$ を $y=l(>0)$ 上の $B_{A’}$ の割合とすると, $larrow \mathrm{O}$ で

$V_{l}arrow 0$ となることが知られている [2]. 更に, Ott らは $V_{l}$ が次のスケーリング性を持つ
ことを示した [8].

$V_{l}\sim l^{\eta}$ , $\eta=\langle\lambda_{1}\rangle/\Gamma$ , (4)
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図 2: 図 1 の一部分の拡大図.

ここで, $\Gamma$ は定数である 5.

それでは, B。に属する各点の近傍での局所 $10^{-2}$

的な特性はどうなっているだろうか. $y=l$
$10^{A}$

上における点 $x\in B_{A}$ を中心とする幅 $\epsilon$ の
$\overline{\iota \mathrm{u}}$

区間の中での $B_{A’}$ の割合を $v\iota(x;\epsilon)$ とする.
$\underline{\dot{\hat{\aleph}}}$

$\iota 0^{\prec}$

一般に, $x\in B_{A}$ で $B_{A}$ が Lebesgue可測なら
$\mathrm{a}\mapsto$ $10^{-8}$

$\epsilonarrow 0$ で $v_{l}(x;\epsilon)arrow 0$ となるが, 更に, $v_{l}(x;\epsilon)$

は $\epsilon$ に対して次の様なスケーリング則を持
$\backslash \mathrm{u}$

$10^{-10}$

つことがわかった (図 3) : $10^{-12}$

$v_{l}(x;\epsilon)\sim\epsilon^{\gamma-1},$ $\gamma\geq 1$ . (5)

(図 3 では縦軸として $\epsilon\cdot v_{l}(x;\epsilon)$ をとってい

る.) 図 3: 局所スケー

$\gamma$ は, リドルドベイスンに属する各点におけるベイスン同士の混ざり」$J$

所的な特徴を表しており, ( $x$ , l)\in B。から出発する軌道が $A$ 内のどの
するかに依存して値が異なる. $\gamma$ の値が小さければ ( $x$ , l)\in B。の回り
に対する黒い領域の割合の減少の速度は小さ $\langle$ , 逆に $\gamma$ の値が大きけオ
は大きい, ということになる. この様に, リドルドベイスンは任意の
スンに侵食されているが, その混ざり具 $. \bigwedge_{\square }$は場所毎に濃淡がある. そこ
$\gamma(x;\epsilon)\equiv\ln v_{l}(x;\epsilon)/\ln\epsilon$ が区間 $[\gamma, \gamma+\mathrm{d}\gamma]$ に入る個数とするとき,

$N(\gamma)\sim\epsilon^{-f(\gamma)},$ $\epsilonarrow 0$ ,

$5 \Gamma=\lim_{narrow\infty}(1/2n)\sum_{j=0}^{n-1}(\Lambda_{[perp]}(x_{j})-\langle\lambda_{[perp]}\rangle)^{2},$ $\Lambda_{[perp]}(x_{j})=\ln$ l\partial G(Fj(x))/� yl (ほと
らず $\Gamma$ は一定)
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という仮定をする (多重フラクタルスケーリング則の仮定). もしこの様な $f(\gamma)$ が存在
すれば, $f(\gamma)$ は局所指数 $\gamma$ を持つ点の集まりのフラクタル次元を表し, リドルドベイス
ンの微細な構造を, 粗視化によるスケーリングという視点から $f(\gamma)$ によって定量的に
特徴付けられるといえる.
リドルドベイスンを持つ力学系には以下の共通点がある [8].

・低次元の不変部分空間を持ち, その中に制限された運動はカオスである.

・不変部分空間の十分近傍にある点では, 横断方向の運動の向きは一定でないが, 平
均としては不変部分空間の方向にむいており, 不変部分空間に閉じ込められたカ
オスは横断方向に関してもアトラクタである.

・不変部分空間に閉じ込められたカオス以外に別のアトラクタが存在する.

そこで, リドルドベイスンが多重フラクタル性を持つかどうかを調べるために次の $\mathcal{M}\equiv$

$[0,1]\cross[0,2]$ 上の区分線形写像 $T$ を導入する [8] :

$x_{n+1}=F(x_{n})=\{$ $\beta^{-1}(x_{n}-\alpha)\alpha^{-1}x_{n}\mathrm{i}\mathrm{f}x_{n}<\alpha \mathrm{i}\mathrm{f}x_{n}’\geq\alpha$

,

$y_{n+1}=G(x_{n}, y_{n})=\{$

(7)
$2^{-1}y_{n}2y_{n}$

if
$y_{n}<1\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}x_{n}\mathrm{n}<\alpha$

,
if $y_{n}<1$ ancl $x_{n}\geq\alpha$ ,

$2^{-1}y_{n}+1$ if $y_{n}\geq 1$ ,

ここで, $0<\alpha<1$ はパラメータで, $\beta=1-\alpha$ . (7) に対して, 2つの区間 $A=\{(x, y)|0\leq$

図 4: ランダムウォークモデル (7).

$x\leq 1,$ $y=0\}$ 及び $A’–\{(x, y)|0\leq x\leq 1, y=2\}$ は共に不変であり, これらの不変部
分空間の中に歪 Bernoull 写像 $F(x)$ で記述されるカオスが閉じ込められている. $A$ 上

の典型的な軌道の横断 Liapunov指数は, $\langle\lambda_{1}\rangle=(2\alpha-1)\ln 2$ なので, $\alpha<1/2$ のとき,
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$A,$ $A’$ は共に Milnor の意味でアトラクタになっているが, $A$ のベイスンはリドルドベ

イスンである [8]. 写像 (7) のダイナミクスを理解するために, $\mathcal{M}$ を可算無限個のセル
$7\mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{C}\mathcal{M},$

$i\ovalbox{\tt\small REJECT} 0,1,$ $j\ovalbox{\tt\small REJECT} 0,1,2,$
$\ldots$ に,

$\{$

$R_{j}^{0}=[0, \alpha)\cross(2^{-j}, 2^{-j+1}]$ ,
$R_{j}^{1}=[\alpha, 1)\cross(2^{-j}, 2^{-j+1}]$ ,

(8)

( $\bigcup_{i=0}^{1}\bigcup_{j\geq 0}R_{j}^{i}=\mathcal{M}$ and $R_{j}^{i}$ 寡樽 $=\emptyset$ if $(i,j)\neq(i’,j’)$ ) と分割してその記号力学を考え
る. 写像 (7) を 1 回施すと, 各々のセルは次のように変換される.

$T(R))\dashv$
$\mathrm{R}\cup R_{0}^{1}$ if $j=0$,
$R_{j+2i-1}^{0}$ 。$R_{j+2i-1}^{1}$ if $j\neq 0$ .

(9)

よって, $R_{j}\equiv R_{j}^{0}\cup R_{j}^{1}$ , とすると, 写像 (7) の横断方向のダイナミクスに対応する
$\{R_{j}\}_{j=0}^{\infty}$ 上の記号力学は, 図 5 の様な吸収壁を持つランダムウオークになる. $R_{j}$ 上

図 5: 写像 (7) に対応する記号力学のグラフ表示 (吸収壁のあるランダムウオーク).

の直線 $I_{j}=\{(x, y)|0\leq x\leq 1, y\in R_{j}\}$ 上の 1 つの初期値 $(x, y)$ に対して, $R_{j}$ を初期状
態とする 1 本のランダムウオークのサンプルパスが対応する. もし, このパスが原点に
吸収されるならば $(x, y)\in B_{A’}$ , 逆に R。へと発散するならぼ ($x$ , y)\in B。となる. よっ

て, $(x, y)\in B_{A’}$ ならば有限回の操作 (初期値の有限の精度) でこれを判定することがで
きるが, 逆に $(x, y)\in B_{A}$ ならば, このことを有限回の操作で判定することは不可能であ
る. この様な複雑さがリドルドベイスンの幾何学構造と深く関わっているのである [9].
図 5 の記号力学を導入することによって, 写像 (7) のリドルドベイスンの幾何学構造
を吸収壁を持つランダムウオークの問題として考えることができる. そして, いわゆる

gambler’s ruin problem[10] から, (7) のリドルドベイスンが実際に多重フラクタル性を
持つことがわかり, $y=l$上での局所指数 $\gamma$ やスペクトル $f(\gamma)$ を次の様に求めることが
できる [3].$\cdot$

$\gamma$ $=$ $\frac{1\mathrm{n}\alpha^{r’}\beta^{r}}{1\mathrm{n}\alpha^{r}\beta^{r}’}$ (10)

$f(\gamma)$ $=$ $\{$

$\frac{1\mathrm{n}(r^{r}r^{\prime r’})}{1\mathrm{n}(\alpha^{r}\beta^{r’})}$ , if $1\leq\gamma\leq\gamma_{\max}$ ,

$-\infty$ , otherwise.
(11)
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ここで, $0\leq r\leq 1/2,$ $r’=1-r,$ $\gamma_{\max}\equiv\ln\alpha/\ln\beta$ である 6. $\gamma$ の値 (こよって分類され

る点の集まりはリドルドベイスンの, いわば “skeleton” と考えられ, そして $f(\gamma)$ はそ
の “skeleton” のフラクタル次元を表している. 複雑なパターンを示すリドルドベイス
ンを, 粗視化によるスケーリングという操作を通じて $f(\gamma)$ という量によって端的に特
徴付けることが出来るのである.

今までの議論から, 写像 (7) のリドルドベ
イスンが多重フラクタル性を持つことがわ
かったが, では何故リドルドベイスンが多
重フラクタル性を持つのか, $f(\gamma)$ にはいっ

たいどんな意味があるのか, を収束先であ
るカオスアトラクタの熱力学的な性質との
関係を通じて調べてみよう. 先程も述べた
様に, ほとんど全ての初期値について横断
Liapunov指数は $\langle\lambda_{[perp]}\rangle$ に一致するが, これと
は異なる値を与える軌道も無数に存在する.
歪 Bernoulli 写像の場合, 軌道が $[0, \alpha)$ に入

るかまたは $[\alpha, 1]$ に入るかで粗視化すれぼ,
ほとんど全ての軌粗視化した道は確率 $\alpha$ の

コイン投げになる.

1
1-

$f(\gamma)$

01 \sim 1�
$\gamma$

図 6: リドルドベイスンの多重フラクタル
スペク トル

しかしながら, それ以外にも確率 $r(0\leq r\leq 1)$ のコイン投げに対応する軌道も無数
に存在している. 確率 $r$ のコイン投げに対応する不変測度を $\mu_{r}$ とすると, $\mu_{r}$ の累積分
布 $M_{r}(x)=\mu_{r}([0, x))$ は図 7 の様に描けて, $\mu_{r}$ が自己相似的な構造を持っていることが
わかる (Lebesgue の特異関数).

1

実際に, 不変測度 $\mu_{r}$ の情報次元 $D(r)(\equiv$

0.8
$\inf\{D_{H}(S)|\mu_{r}(S) = 1\}$ , $D_{H}(S)$ は $S$ の

Hausdo徂次元) は, 0.6

$D(r)= \frac{r1\mathrm{n}r^{-1}+r’1\mathrm{n}r^{\prime-1}}{r1\mathrm{n}\alpha^{-1}+r’1\mathrm{n}\beta^{-1}}=h(r)/\lambda_{||}(r),(12)$

$\hat{\check{\mathrm{s}^{\aleph}\llcorner}}0.4$

となる. ここで, $h(r)$ は, 測度 $\mu_{r}$ のエントロ

ピー, $\lambda||(r)$ は, 測度 $\mu_{r}$ で測った歪 Bernoulli
写像の Liapunov指数 ( $A$ の $x$ 軸方向の Lia-
punov指数) である.

0.2

0
0020406081

$x$

図 7: $\alpha=0.4$ のときの累積分布 $M_{r}(x)$ .

$6l$ の値に依存しない.
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さて, $\eta=\ln(\beta/\alpha)/\ln 2$ として, (10) は次のように書き直される :

$\gamma(r)=1-\eta\frac{\lambda_{[perp]}(r)}{\lambda_{||}(r)}$ (13)

ここで, $\lambda_{[perp]}(r)=r\ln 2+r’\ln 2^{-1},0\leq r\leq 1/2$ は, 不変測度 $\mu_{r}$ で測った横断 Liapunov
指数であり, また, $\eta$ は式 (4) のものと同じである. $\gamma,$ $\eta$ はリドルドベイスンの特徴を表
す量, $\lambda_{||}(r),$ $\lambda_{[perp]}(r)$ はカオスアトラクタ $A$ の統計量であり, リドルドベイスンとカオス
アトラクタとの $\acute{\mathrm{k}}$量的な関係を表している. それでは, リドルドベイスンの多重フラク
タル性を $\acute{j\mathrm{E}}$量的に表す $f(\gamma)$ は, カオスアトラクタ $A$ とどの様な関係があるのだろうか.
式 (13) によって局所指数 $\gamma$ と関係付けられる $A$ 内のある不変集合のフラクタル次元を

$D( \gamma)\equiv\max_{\gamma(r)=\gamma}D(\mu_{r})$ (14)

とする ($\max$ をとるのは, (13) が多対一の場合を考えてのこと). すると,

$f(\gamma)=D(\gamma)$ (15)

と, $f(\gamma)$ と $D(\gamma)$ が一致することがわかる. 言い換えれば, リドルドベイスンの多重フ
ラクタル構造け $(\gamma)$ で測られる) は, 式 (13) によって結ばれるカオスアトラクタ内の不
変集合の自己相似な入れ子構造 ( $D(\gamma)$ によって測られる) によって形或される , という
ことができる [3].

4 まとめ

本稿では, リドルドベイスンの持つスケーリング構造について簡単な写像モデルを用
いて得られる事柄について述べてきた. リドルドベイスンを持つモデルは, 少数自由度
力学系でも数理生態モデル [11], Newton法を力学系とみなしたモデル [12], 時系列の学
習問題 [13] など色々なものがあり, リドルドベイスンについて今回述べた様な視点で理
解することは, これらの力学系で記述できる現象を制御したり, 予測したりする上で重
要であると考えられる. リドルドベイスンは, $A$ と共存する不安定周期軌道などの不変
集合内において不安定性の自由度が変化することによって形或される. この様な非双
曲性のメカニズムは, unstable dimension variability [14] と呼ばれ, GCM における部分
秩序相やカオス的遍歴などの高次元力学系における様々な複雑な振る舞いを理解する
上で重要であると思われる. リドルドベイスンの性質に関する本稿で述べた結論は, (7)
という特殊なモデルで得られたものであり, その一般性が問題になる. 不変部分空間近
傍での横断方向の運動に対して不変部分空間内のカオスが乗法ノイズの様に作用する
とき, リドルドベイスンとカオスアトラクタの定量的な性質を結びつける重要な関係式
(13) が成立すると考えられる [3] が, 結論である式 (15) を確かめるには, 色々なモデル
に対する数値実験による検証が必要であるだろう.
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