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マルチンゲール法による最適消費/

ポー トフォリオ選択問題の解法

は じ め に

本稿は,近年発展を遂げたマルチンゲール法

を用いた連続時間モデルにおける最適消費/

ポー トフォリオ選択問題の解法の要点を簡潔に

観望するものである｡

最適消費/ポー トフォリオ選択問題は伝統的

には確率的動的計画法 (stochasticdynamic

programming)によって特徴付けられてきた

〔13〕,〔14〕｡ Mertonは非完備市場においてこ

の問題に明示的な解を与えた｡ただし消費に関

する非負制約は軽視 し,既存の証券ではヘッジ

できないリスクについてはリスクプレミアムが

つかない,と仮定しているためほぼ完備市場と

同じ設定となっている｡ 市場が完備であるとは,

任意の条件付請求権を既存の証券のポー トフォ

リオで生成できることである｡ さらに,共分散

過程は一定で,消費に対する効用関数が HARA

族,無限期間,遺産のない場合,および有限期

間のもとで解を求めた｡その後,〔10〕は他の研

究者が軽視 してきた可能性もモデルにいれ,つ

まり一般の効用関数 と破綻 (bankruptcy)の

効果に関する一般的仮定のもとで最適消費投資,

および値関数 (valuefunction)を閉じた形式

で表現 した｡確率的動的計画法を用いた手法と

しては他に〔6〕がある｡ 彼らは確率的動的計画

法を用いて最適戦略の存在を非完備市場におい

て示した｡ただし,彼らは,証券価格と労働収

入が幾何ブラウン運動に従い,投資家が無限の

投資期間において一定の相対リスク回避度を示

す効用関数をもつと仮定 している.しかし,近

年ではこの動的計画法に代わってマルチンゲ-
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ル法が用いられるようになってきた｡

というのも,確率的動的計画法は結局は偏微

分方程式を解 くことに帰着されるため,解を解

析的に与えるのがしばしば困難であり,解に対

して経済学的解釈を与えることが困難であるの

に対し,マルチンゲール法による解は経済学的

な解釈が容易であるという利点があるからであ

る｡また,マルチンゲール法では多期間ないし

連続時間の最適化問題が,実質的には経済学で

馴染みのある一期間の最適化問題に帰着される｡

すなわち生起 しうる根元事象ごとに各時点おけ

る消費を考慮 し,この消費によって決定される

効用の最大化問題を解く,ということである｡

そして,このような消費を求めた後,この消費

を実現するようなポートフォリオを求めるとい

う仕方をとるのである｡ これは最適消費と最適

ポー トフォリオを同時に求めねばならない動的

計画法に比べてはるかに容易である｡

当初,このマルチンゲール法を用いる最適化

問題は完備市場において研究が進められ,後に

非完備市場においても拡張された｡〔16〕は非常

に一般的な確率的環境,つまり資産価格がセミ

マルチンゲールであり,消費と最終富が狭義に

負であることを許容するような環境において最

適戦略が存在するような効用関数と価格システ

ムに関する条件を与えた｡しかし,こうした条

件は非常に制約の強いものであり,確認が難し

いものだった｡

〔2〕,〔3〕は資産価格が幾何ブラウン運動に

従 い,消 費 に非負制約 を与 えた条件 下で

HARA族効用関数に対 して最適消費,ポー ト

フォリオ戟略を閉じた形で求めた｡
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また,〔16〕や 〔2〕,〔3〕はポー トフォリオ選

択問題においてマルチンゲール法を用いたが,

〔1〕や〔9〕は証券の均衡価格を求める問題にお

いてマルチンゲール法を用いている｡

非完備市場におけるマルチンゲール法は〔15〕

によってその第一歩が踏み出された｡彼は非完

備市場で生 じる同値マルチンゲール測度のクラ

スを特徴付けた点で功績がある｡

非完備市場においてマルチンゲール法は基本

的に以下のように用いられる〔7〕,〔8〕｡まず,

非完備な市場をいったん完備になるように架空

の証券を導入することで任意の条件付請求権を

(架空の証券 も含 めた)既存の証券のポー ト

フォリオで生成可能にする｡ その上で,これら

の架空の証券には投資できないという制約を置

く｡そうすることによって完備市場における

ポー トフォリオ制約つき問題として非完備市場

における最適問題 を考える｡ さらに,双対問題

を考えることによってこれを制約なし問題に置

き換えあたかも完備市場におけるかのように最

適消費/ポー トフォリオ戦略を導出したのであ

る｡ さらに 〔8〕や〔11〕,〔17〕,〔5〕らは最適

消費/ポー トフォリオ戦略を有限期間で証券価

格が一般の伊藤過程に従う場合にマルチンゲー

ル法によって求めている｡ 特に〔5〕はより一般

的な場合で,つまりポー トフォリオの重みが閉

じた凸空間で値を持つような制約を受ける,と

いった条件下で考察 している｡〔4〕はさらにゆ

るい仮定のもとでこの問題を考察した｡すなわ

ち,有限期間モデルでポー トフォリオに凸制約

があり非取引対象の労働収入が確率的な場合に

この問題を研究 した｡ただし,この場合には双

対性を用いたとしても解の存在証明が困難であ

るために,制約条件つきの最適消費及びポー ト

フォリオ選択問題の主問題を直接に,つまり双

対性を用いずに解いた｡ただし,本稿では双対

性を用いて議論を簡潔に首尾一貫 したものとす

るため労働収入は確定的な場合に留めておく｡

本稿は以下のように構成されている｡

第 Ⅰ節ではモデルの仮定,および用語の定義

を与える｡
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第Ⅲ節では完備市場における最適ポー トフォ

リオの解を求める｡ 最初に効用関数に関する仮

定を与え,最適化問題の定式化を行う｡ 次にマ

ルチンゲール法による解法を与え,若干の例を

付与する｡

第Ⅲ節では非完備市場での解法を考える｡ 定

式化される問題は完備市場におけるそれと同様

の効用最大化問題であるが,非完備市場を考え

るので,この場合投資可能な証券は限定される｡

すなわち制約条件つき効用最大化問題を考える

必要がある｡解法の手続きは,まずこの制約条

件つきの最適化問題を制約なしの最適化問題へ

埋め込むことからはじめる｡ 次に,この問題を

制約なしの最適化問題へと埋め込んだ上で,最

適解の条件を考察する｡ 最後に例を用いて問題

を考察 し,稿を終える｡

Ⅰ モデルと予備的考察

Ⅰ.1 市場モデル

任意の取引は,現時点 Oから所与の将来時

点 T,T>0,までの任意の時点で t∈[0,T]

で連続的に可能とする｡n+1個の資産ないし

証券が連続的に取引される市場 m を考える｡

n+1個の資産のうち, 1つは債券あるいは銀

行預金であるとし,その時点 Jにおける価格

B(i)は,rを正定数として

B(0)-1;dB(t)-B(i)rdt, t≧0

(1.1)

で与えられるとする｡残 りの n個の資産は危

険証券であるとし,以降,特に断らない限 り株

式 と呼ぶ｡i,i-1,2,-,n,番 目の株式の時

点 tでの株価 P,(i)は,次式に従っていると

する｡

Pl(0)-Pl;

dP"i,-P"i,lbldtI,$16"･dWj(i,]I

t≧0,j-1,-,n (1.2)

ただし,ここで,U,圭(U,1,-,CT,d)は,d一次

元実定数ベ ク トル,blは正定数 とし, W会
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(W(i)-(wl(t),-,Wd(i))T;t∈[O,T])は独

立な標準ブラウン運動か ら成る所与の確率空間

(L2,乱 P)上で定義 された d一次元ブラウン運

動 とする1)｡

gt-CHW(S);0≦S<_i), t∈[0,T],

を Wか ら生成 される部分可算加法族 とし,

F全くgt;t∈[0,T])とする｡ 簡単化のため,

利子率 Y,平均収益率 tb-(bl,b2,-,bn)T),

(nxd)一行列値ボラティリティー 6-(0.,)は,

すべて定数とする2)｡

Ⅰ.2 ポー トフォリオと消費ルール

市場 m において各時点 t∈[O,T]で

1.各危険証券への投資額 7T,(i),i-1,-,

n,

2.その時点での消費額 C(i)

を決定する 1投資家 (smallinvestor)の問題

を考 える｡ ただ し,C(i)と IT(i)≡(7Tl(t),･･･,

7Tn(t))Tは 乱一可測な確率変数とする｡

時点 tでの投資家の富 を X(i)とし,X(t)

n
-∑7Tl(i)は債券に投資するものとする｡ この

i-1

とき富過程 (X(t);t∈[0,T])の変動は,

dX(i)

-,!l拙 )賃 欝 .(x (i)-l!l拙 ))

x# - C(t)dt

-,!1拙)[bldtI,!10りdW,(i)]+(x(t)
n-∑7T,(i)l-1

rdt- C(t)dt

-rx(i)dt+7TT(t)[(b-rln)dt

+UdW(i)]-C(i)dt,t∈[0,T]

(1.3)

で表 される｡ただ し,X (0)-3∈Rは初期資

本とし,1n…(1,-,1)T∈Rnとする｡(1.3)の

解は,

1) 以 卜,Tは転置を表す｡

2) 以 卜の議論は,係数を所定の条件を満たす確率過程に

一般化しても成､lI-.する(詳 しくは,〔12〕などを参照)0

γ(i)X(t)=x-I.tT(i)C(i)dt

3

･/.tT(i)W'(i)[(b-γ1n)ds

+cTdW(S)]. (1.4)

ただし,

γ(i)会誌 γ-exp(-/.trds)-e-rt(1･5)

とし,これを時点 Jでの割引係数 と呼ぶ｡

定義 Ⅰ.1

･1非負かつ C(0)-0,/.Tc(t)dt<- となる

ト 適合過程 C-(C(i),o∈[O,T])を消

費過程 と呼ぶ｡

2.

E[/.TlJwT(t)o ll2dt

･/ .TIwT(i)(blln)Idt]<…

となる ト適 合的過程 7E-((7Tl(t),-,

7En(t))T;o∈[O,T])をポー トフォ リオ

と呼ぶ3)｡

3.所与の x∈Rと (7T,C)に対 して,(1.3)

の過程 tX(t)≡XI･方･C(i),0∈[0,T])を

初期資本 .r,ポー トフォリオ 7T,消費過

程 C に対する富過程 と呼ぶ｡

定義 Ⅰ.2

わーγ1"-αβ (1.6)

となる 0∈Rd をリスクの市場価格 (相対 リス

ク)と呼ぶ｡

以下では,簡単化のため, n -dとし,cTは

正則であるとする｡ このとき,(1.6)は,

0- 0-1[b-rln] (1.7)

と書 き換えられ,

zo(i)iexpt-/.toTdW (S)一言/.tllaII2ds)

3) 以 卜,上目はユークT)ッド･ノルムを表す｡
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-exp t10Tw (i) -illo Fl2t), oEl0,T ]

(1. 8 )

はマルチンゲール,かつ,

PO(A)-E[Z.(T)1iAI], A∈誇(T)

(1.9)

は,Pと同値な確率測度 となる｡この POが リ

スク中立同値マルチンゲール測度である｡ギル

サノフの定理より,確率測度 POの下で

W(0)(i)圭W(i)+

tEl0,T]

Ods-W(i)+Ot,

(1.10)

は標準ブラウン運動 となる｡ (1.10)より(1.2)

は,

dPl(i)-P,(i)[rdt+U,dW(0)(i)], (1.ll)

となり,伊藤の公式より,

d(γ(i)P,(i))-T(i)Pl(t)0,dW(0'(i)

(1.12)

とな る｡ したがって,POの下 で割 引株 価

T(i)P,(t)は,マルチンゲールとなる｡また,

(1.4)は,

γ(t)X x･7T･C(i)+

M7r(i)皇/.I
tE l0,T]

/:r(S)C(S)ds-I+M方(i),

r(S)TrT(S)odW(0)(S),

(1.13)

で書き換えられ,M汀-(M汀(i);t∈[0,T])は,

確率測度 POの下でマルチンゲールとなる｡ し

たがって,EOを確率測度 POの下での期待値 と

すると,予算制約式 ;

EO[γ(T)Xx･W･C(T)･/.Tγ(S)C(t)dt]
-I+EO[M方(T)]-3 (1.14)

が成立する｡

Ho(i)圭γ(i)Zo(i) (1.15)
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を状態価格密度過程 と呼ぶ｡(1.13)と(1.15)と

伊藤の公式により,

Ho(t)X(i)+/.iHo(S)C(S)ds
-3･/otHo(S)lo'W(S)-X (S)0]T

xdW(S), tE l0,T] (1.16)

となる｡ また,ベイズ則 (付録参照)により,

(1.14)の予算制約式は,

ElHo(T)X(T)･/oTHo(i)C(t)dt]-I

(1.17)

と同値となる｡

Ⅰ.3 完 備 性

標準市場モデル 邪 を考える｡

u.圭EO[γ(T)Y]-E[r(T)Z.(T)Y]<∞

(1.18)

となる 諸T一可測な確率変数 Y:L2-[0,∞]を

条件付請求権 と呼ぶ｡

定義 Ⅰ.3

Xuo･汀･0(T)- Y (1.19)

かつ M7Tが PO-マルチ ンゲールとなるポー ト

フォリオ 7Tが存在するとき,条件付請求権 Y

は達成可能であるという｡すべての条件付請求

権が達成可能であるとき,標準市場モデル 邪

は,完備であるといい,完備でない場合,非完

備であるという｡

定理 I.1 標準市場モデル 邪 が完備であるた

めの必要十分条件は

1.n-dかつ

2.αが正則である｡

証明 必要性の証明は煩雑なので省略 し4),

ここは,十分性のみ証明する｡ 任意の条件付

請 求 権 に対 して, A(i)圭EO[γ(T)YF鋸 ,

4) 証明は例えば〔12〕を参照のこと.
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t∈[O,T]とすると,Mは PO-マルチンゲール｡

したがって,マ ルチ ンゲール表現定理 よ り

El/.T"QM FI2dt]<- か-

h(i)-uo･/.t6T(S)dW (0,(S), tE l0,T]

(1.20)

となる ¢:[0,T]×L2- Rnが存在する｡そこ

で,方T(i)…B(t)QT(t)0-1 によって過程 *:

[O,T]×52- Rnを定義すると定義 Ⅰ.1の(2)

を満たし,かつ

M(i)-uo+/.iγ(S)方T(S)qdW(0)(S)

-u.+M*(i)-T(i)Xuo･*･0(i),

tE l0,T] (1.21)

明らかに,M方は PO-マルチンゲールかつ

M(T)=T(T)Y-r(T)Xuo･*･0(T)

となるから yは達成可能 となる｡以上より,

邪 は完備である｡ 口

走理 Ⅰ.1の条件の下で,(1.7)を満たす唯一

の βが存在する｡

ⅠⅠ マルチンゲール法による

最適化問題の解法

ⅠⅠ.1 問題の定式化

定義 II.1 関数 U:(0,…)-Rが連続,狭義

増加,狭義凹,連続微分可能,かつ

U'(∞)圭limU′(I)-0,tr-LL+∞

U'(0+)圭limU′(I)-…∬→0

となるとき,関数 Uを効用関数 と呼ぶ｡

I(･)を限界効用 U'(･)の逆関数とすると,

関数 Iと U'は,(0,-)-(0,-)の連続,狭

義減少関数で

I(0+)-U'(0+)-∞,I(∞)-U'(∞)-0.

効用関数 U(･)に対 して,

5

U(y)皇xT(9,慧)[U(I)-try]･ y∈(0,∞)

を U(･)の凸双対関数と呼ぶ｡0(･)は,凸か

つ減少関数で,(0,…)上で連続微分可能であ

り,次の性質をもつ ｡

U(y)-U(I(y))-yI(y), (2.1)

U'(y)--/(y), yE (0,cx'), (2.2)

U(I)- minlU(y)+xy]
〝∈(0,∞)

-U(U′(I))+xU'(tr), x∈(0,∞),

(2.3)

U(…)-U(0+), U(0+)-U(∞).

(2.4)

定義 II.2 関数 U:[0,T]×(0,-)- Rが,

U∈ Co･1,かつすべての t∈[0,T]に対 して

U(i,･)が効用関数となるとき,関数 Uを時間

依存効用関数 と呼ぶ｡すべての t∈[0,T]に

対 して I(t,･)を U′(i,･)の逆関数,0(t,･)を

U(t,･)の凸双対関数とする｡

定義 ⅠⅠ.3

X即,C(t)≧0, t∈[0,T], (2.5)

となるとき,ポー トフォリオ/消費過程 (7T,C)

は,所与の初期資本 .r≧Oに対 して許容可能

であるという｡ 許容可能な (7T,C)のクラスを

910(I)と表す｡

問題 II.1 時間依存効用関数 Ul(･,･)と効用

関数 U2(･)を所与として,

maxEl/.TUl(i,C(i))dt･ U2(X-,C(T))]

S.to (7T,C)∈91｡(I). (2.6)

以下では,問題 ⅠⅠ.1に対する値関数 ;

Vo(I)呈 supE
(A-,C)∈曾【o(.I) lIoTUl(i,C(t))dt+

U2(Xr･方･C(T))] (2･7)

と最適な (方りĈl)∈ 91｡(x)を求める｡
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ⅠⅠ.2 マルチンゲール法

補題 II.1 条件付請求権 Eと消費過程 Cが予

算制約式 ;

ElHo(T)汁 J.THo(i)C(i)dt]-I,0
(2.8)

を満 たす とす る｡ この とき (7T,C)∈9t(I),

X抑･C(T)-Eとなるポー トフォリオ過程 TCが

存在 し,

x - ･C(i)-& E[Ho(T)E

･ITH.(S)C(S)dslgt],tE l0,T]･

(2.9)

となる｡

証明

M(i)全ElHo(T)汁 /.THo(S)C(S)dslgt],

tEl0,T]. (2.10)

とお くと M-fM (i)･,t∈[0,T])はマルチン

ゲール｡よってマルチンゲール表現定理より

El/.TII¢(S州 2ds<∞]-1,

M (i)-x･/.tQT(S)dW(S), tEl0,T]

(2.ll)

となる 4･:[0,T]×L2- Rd が存在する｡ した

がって,

x(i)g孟 子lM(i)-/.tHo(S)C (S)ds],

(2.12)

W(i)圭(0-1)Tlx(i)o･豪 打 Ht)],

tE l0,T] (2.13)

とお くと, (1.16)より,すべての t∈[0,T]

に対 して X(i)…Xx,冗,C(i),X(i)≧0となるか

ら (7T,C)∈ 91(I)かつ X(T)-E. □

定理 ⅠⅠ.1

王｡(y)会EHo(T)I2(yHo(T))

･/.THo(i)Il(i,yHo(i))dt],

y∈(0,∞) (2.14)

として,90(.I)を王｡(y)-xを満たす yとする｡

このとき

Eo圭I2(90(I)H.(T)),

co(i)圭Il(i,90(I)Ho(t)), t∈[0,T]

(2.15)

とおくと,

vo(I)-El/.TUl(i,Co(i))dt･U2(∈0)]･

(2.16)

さらに,(7To,Co)∈91｡(I)となるポー トフォリ

オ過程 7T｡が存在 し,

Xo(i)≡X抑 0,Co(i)

志 ElHo(T)Eo･

J:H.(S)co(S)d s lgE] (2.17)

となる｡

証明 (∈｡,C｡)は,その定義より,

El/.THo(S)co(S)ds･Ho(T)Eo]-I

(2.18)

を満たす｡よって,補題 II.1より,(TE.,C｡)∈

gL｡(I)となるポー トフォリオ 7T｡が存在 し,

(2.17)が成立する｡

任意の tr>0,(TE,C)∈91｡(I),y>0に対 し

て,(1.17),(2.1)より,

El/.TUl(i,C(i))dt･U2(X-･C(T))]

-E[/.TUl(i,C(t))dt･U2(XI･W･C(T))]

･ytx-E[/.THo(S)C(S)ds

+Ho(T)XrP ,C(T)

･E[/.Tol(i,yHo(i))dt･02(yHo(T))]



マルチンゲール法による最適消費/ポートフォリオ選択問題の解法

+xy

-El/.TUl(t,yH.(i))dt･U2(yH.(T))]

･ytx-El/.THo(S)Il(S,yHo(suds

･H.(T)I2(yH.(T))]) (2･19)

一方,y-90(.r),(7T,C)-(7T.,C｡)の とき,

そのときに限 り,(2.19)が等式で成立するので,

(2.16)を得る｡ □

例 ⅠⅠ.1(対数効用関数)

Ul(i,I)-U2(.r)-log.r,

(i,I)∈[0,T]×(0,∞)

とする｡このとき,

･l(t･y)-I2(y)-吉,xo(y)-旦 ty'

y∈(0,∞),

9.(.r)-ヱ±4 3∈(0,-).∬ '

(2.15)より,最適最終富 き｡と最適消費過程 C｡

は,各々

eo- Lr 1 ,., Lr 1
享年丁高 て百 ･co(i)=亨千手高て打,

tEl0,T].

で与えられ,対応する最適富過程は,(2.17)より,

xo(i)-完 了課 , tE l0,T]･

また, (2.10)のマルチ ンゲール M が M (t)

=x,t∈[0,T],とな り, (2.ll)にお い て

¢(i)=0,t∈[0,T],となるから, (2.13)より,

最適ポー トフォリオ過程は

7T.(i)-(cT~1)Toxo(i)

-(CTOT)-1[b-yld]X.(i),

tE l0,T]

となる｡ さらに,(2.7)の値関数は

vo(∫)-(T･1)log(読 )･/.Tp(i)dt
+p(T)

となる｡ ただし,

p(t)圭(什吉日o"2)i, tE [0,T]･

例 ⅠⅠ.2(べき効用関数)

Ul(i,I)-U2(I)-慧

(i,I)∈[0,T]×(0,∞),

α∈(-∞,1)＼(0)

とする｡ この場合,

Il(i,y)-I2(y)-y-了霊

となり,

-(i)皇exp(蓋 γt･
α

2(1-α)2叫

7

N(t)J.tm(S)dsh (i), tE [0,T]

として

Eo(y)-yliEN(T),9.(I)-( 響 )1~α

よって,

E0 - 読 (Ho(T))~宣

co(i) - 読 (Ho(i))七 , tE [0,T]･

また,

A(i)=exp 臥 .oTw (i)-
α2

1~αvrr＼り 2(1-α)2

とするとA は,マルチンゲールとなる｡ この

ことに注意すると(2.17)の最適富過程は,

xo(i)- & # (-(T)･J: m(S)ds)

となる｡また消費過程は,

co(i)-
m(i)X.(i)

m(T)+∫ m(S)ds

と書 き換 えられる｡ 一方,(2.10)のマルチ ン

ゲ-ル 〟 は,

M (i)-& lA(i)(m(T)･/Tm(S)ds)
･/:m(S)A(S)ds]
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となり,

dM(t)-Ho(i)Xo(i)了竺青銅 W(i),

〟 (0)-∫.

したがって,(2.ll)と(2.13)より,最適ポー

トフオリオは

W.(t)-空 崇[b-rld]X.(i),

tE l0,T].

さらに,関数 V.は,

V.(I)-i (N (T))i-α

となる｡

ⅠⅠⅠ非完備市場での最適化

ⅠH.1問題の設定

本節 では,m-1,-,n-1としてポー ト

フォリオ過程 7Tの とり得 る値は,7T(i)∈K圭

(7T∈Rn;ITm.1- ･･･-1Tn-0),t∈[0,T],であ

るという制約の下での最適消費/ポー トフォリ

オ選択問題について考える｡前節の仮定を満た

す市場 m に,Kで表されるポー トフォリオに

対する制約の付いた市場 を 邪(K)で表す｡制

約 K は,m+1番 目から n番 目までの株式に

は投資で きない とい う制約 を表 してお り,

m(K)は非完備市場 となる｡

定義 H.1の 91(.I)に対応 して,所与の初期

資本.r≧Oに対 して

91*(I;K)全く(7T,C)∈91.(I);Tr(i)∈K,

tEl0,T]) (3.1)

を ∬一許容可能なポー トフォリオ/消費戦略の

クラスと呼ぶ｡

本節では,Lr∈(0,-)を所与 として次の間

題について考える｡

問題 ⅠH.1(ポートフォリオ制約条件付き効用最大

化間題)

-axEl/.TUl(i,C(i))dt･U2(Xr･W･C(T))]

S.to (7T,C)∈91*(tr:K).

第27号 (2003.10)

問題 ⅠⅠⅠ.1に対する値関数を

V(I)圭 sup E
(冗,C)∈A.(.rK)

[/.T
Ul(i,C(i))dt

･U2(X X･W･C(T))], x∈(0,∞)

(3.2)

と表す｡明らかに(2.7)のポー トフォリオに対

する制約なしの場合の値関数 Vo(I)と比較 して

V(I)≦Vo(I), tr∈(0,∞) (3.3)

となる｡

ⅠⅠⅠ.2 非制約問題への埋め込み

以下の要領で,制約条件付 き市場モデル

m (K)を,制約条件 の無 い市場モデルの族

(mレ;レ∈旬)-埋め込む｡

F-適合的過程 レ:[0,T]×32- Rn;

El/.TlluHIl2dt]<-

からなる空間 .βを考え,

(3.4)

K豊(x∈Rn;7TTx≧0, 7T∈K)

…(tr-(x1,-,Xn)∈Rn;x1---Xm-0)

(3.5)

として,

9圭G,∈t針 L,(i)∈K,t∈[O,T]).(3.6)

とする｡所与の L'∈9 に対 して,

B(0)-1,dB(t)-B(i)rdt, (3.7)

dP,(レ'(i)-PL加(i)(bl+ i),(i))dt

〟+∑oりdW,(i)ノ-1
Pl'レ'(0)-Pl∈(0,∞), i-1,2,･･･,n

(3.8)

で記述される架空の市場モデルを 邪 レとする｡

m での 0,Z.,W(0',Ho(cf.(1.7), (1.8),

(1.10),(1.15))に対応 して,
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0 (ン)圭ql1[b+L'(i)-r12]- 0+cT-1i'(i),

(3.9)

W(ン)(i)圭W (t)+I:

- 〟(o)(∫)+

0(レ)(S)ds

I.icTJlレ(S)ds,(3.10)

釧 )会exp[-I:a(リ,(S)TdW(S)

一書/otllo,レ)(S)II2ds], (3･11)
Hu(i)圭T(i)Zu(t), t∈[0,T] (3.12)

とする｡

(1.13)と(1.16)と同様 にして,恥 における

制約の無いポー トフォリオ/消費過程 (7T,C)に

対応する富過程 X(レ)≡XuJ･汀･C は,

γ(t)X(レ)(i)+/.I

- I+MJT(i),

-∫+
/.i

T(S)C(S)ds

γ(S)7TT(S)odW'0)(u)

I/.tr(S)wT(S)U(S)ds, tE [0,T],

(3.13)

昭 (i)圭/.iγ(S)7TT(S)UdW レ̀'(u),

t∈[0,T]

もしくは,

Hu(t)X'U'(i)+

こ.㍗
･/.t

/.iHv(S)C(S)ds

｣軌(S)(OT7T(S)-X(U'(S)0̀レ'(S))T

xdW(u), tEl0,T] (3.14)

で定義される｡

注 III.1 7T(t,a)∈Kであるならば, (3.13),

(1.13),(3.5),(3.6)よ り

Xux一方,C(i)≧Xx･W･C(i), t∈[0,T], レ∈①

(3.15)

であり,等式が成立するのは,

TET(i,W)i,(i,a)-0, (i,W)∈[0,T]×L2

9

のとき,かつそのときに限る｡ 架空市場 別 レを

考える所以はここにある｡

定義 III.1 所与の初期資本 .rに対 して

91レ(I)全く(TT,C);X(ソ)(i)≡Xux･汀･C(i)≧0,

t∈[0,T]), i,∈ 旬 (3.16)

とする｡

注 ⅠⅠⅠ.2 (3.1),(3.15)と(3.16)から

91*(I;K)⊆ 91レ(I), レ∈9. (3.17)

また,(3.13)と(3.14)から

ElHu(T)X ux･汀･C(T)･/.THu(S)C(S)ds]-I,

(7T,C)∈ 乳 (I),レ∈旬. (3.18)

L,∈旬 に対 して,

Vv(I)圭 sup E
(7T.C)∈AL(I)[/.TUl(i,C(t))dt+

U2(XuI･打,C(T))], x∈(0,-)

(3.19)

で定義される値関数に対応するポー トフォリオ

に対する制約条件無 しの最適化問題を考える｡

この間題 に対する解は,問題 H.1の解であ

る定理 ⅠⅠ.1とまった く同様 にして以下のとお

り与えられる｡

£レ(y)圭ElI.THv(t)Il(t,yHu(i))dt

+H"(T)I2(yHv(T))

y∈(0,∞)

(3.20)

とする｡軌 (I)を x-礼(y)を満たす yとし

て

Eレ圭I2(臥 (I)H u(T)), (3.21)

Cレ(i)圭 Il(t,臥 (I)Hv(t)), t∈[0,T],

(3.22)

とすると,

Vu(I)- E Ul(i,Il( i, 臥 (I)Hu(i)))dt
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+U2(I2(臥(.r)Hu(T)))

調査と研究

.(3.23)

また,

xu(i)会誌 El/THu(S)Cレ(S)ds･

Hv(T)摘 t], (3･24)

Mu(i)圭Hu(i)Xu(i)+/.tHu(S)Cレ(S)ds

-E[I.THu(S)cu(S)ds･Hu(T)摘 t],

tEl0,T] (3.25)

とすると,

Mu(0)-E[Mu(T)]-礼(臥(I))-I

かつ,マルチンゲール表現定理から

/oTlJQu(S)FI2ds<-,

Mu(i)-x･/:れT(S)dW(S)I tE [0,T],

(3.26)

となる れ :[0,T]×L2- Rnが存在 し,補題

ⅠⅠ.1と走理 ⅠⅠ.1から

nv(i)- (i)Tlxu(i)o (リ,(∫)+# ]･

tEl0,T] (3.27)

とするとポー トフォリオ/消費過程 (7Tレ,Cレ)は,

(3.23)を達成 し,XrPレ,Cレ(i)-Xu(i),t∈[0,T]

となる｡

注 ⅠⅠⅠ.3 注 ⅠⅠⅠ.1と注 HⅠ.2より

91.(I;K)⊆乳 (I), LJ∈9,

V(I)≦Vu(.I), L,∈9. (3.28)

制約条件付 き最適化問題,問題 ⅠⅠⅠ.1に対す

る解法は次のように行う｡(3.6)のクラス 旬 に

属する過程 〃で, (3.22)と(3.27)で定義 され

る最適ポー トフォリオ/消費過程 (TELL,C〟)が問

題 ⅠⅠⅠ.1の最適解にもなっているものを見出す｡

すなわち,

V(I)-E[/.TUl(i,C〃(t))dt･U2(Ep)]

第27号 (2003.10)

-Vp(.I)≦Vv(I),レ∈旬,(3.29)

7T〝(i,W)∈K,(i,a)∈[0,T]×L2(3.30)

p(t,W)T7E〃(t,W)-0,(i,W)∈[0,T]×L2.

(3.31)

となる〃∈β を見出す｡

注 III.4 あるFL∈9 に対 して(3.30)と(3.31)

が成立 しているとする｡ このとき (7rLL,Cp) は,

問題 ⅠⅠⅠ.1の解 となっていて(3.29)を満たす｡

ⅠⅠⅠ.3 最適性条件

(方,C7∈ 91*(I;K)が制約条件付問題 III.1の

最適値 となるための条件;

条件 ⅠⅠⅠ.1 (尤,～)の最適性

El/.TUl(i,C(i))dt･U2(i(T))]

-,E[/.TUl(i,C(i))dt･U2(X- C(T))],

(7T,C)∈乳 (I;K) (3.32)

を考える｡

最適性条件 ⅠⅠⅠ.1を,所与の p∈9 に関する

次の条件 Ⅰ廿2-条件 ⅠⅠⅠ.4で特徴付ける｡

条件 III.2 (CEL,e〟)の資金調達可能性

∃7T〟;(7T〟,C〟)∈別*(I,K),FLT(i)7Tp(i)-0,

X抑 〟･C〃(t)≡範 (i) ∀t∈[0,T]

(3.33)

条件 ⅠⅠⅠ.3 fJの最小性

Vp(I)≦Vu(I)-E[/.TUl(i,Cレ(i))dt+

U2(Ev)], ∀レ∈D･

(3.34)

条件 ⅠⅠⅠ.4 fJの双対最適性

t7U(y)圭sup[Vu(I)-xy], y∈(0,∞),
∬>0

レ∈旬,

かつ y全乳 (I)として

(3.35)

VP(y)≦Vv(y), ∀L,∈旬. (3.36)
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定理 ⅠⅠⅠ.1 条件 ⅠH.2-条件 ⅠH.4は同値であ り,

これらが成立するとき (方,C')-(7T〟,Cp)として

条件 ⅠⅠⅠ.1が成立する｡

補題 III.1 (3.35)の 坑 について

Vu(y)-Vu(礼(y))-y乱(a)

-El/oTol(i,yHu(i))dt･

0 2(yHu(T))]･ (3･37)

が成立する｡

証明 任意の x>0,(TC,C)∈ 乳 (I),y>0に

対 して,(3.18), (2.1)と 0,,i-1,2の定義

より,

El/oTUl(t,C(i))dt+U2(Xx･W･C(T))]

･ E[/.TUl(i,C(i))dt･U2(X-･C(T))]

･y(IIEl/.'Hu(S)C(S)ds

+Hu(T)Xr･7T･C(T)

･ElJoTul(i,yHm )dt･02(yHu(T))]

+xy.

(3.38)より

Vu(I)≦ElIo

T_Ul(i,yHu(i))dt

+U2(y｣軌(T))+Xy, X>0

(3.38)

となるから

vu(I)-xy≦sup[vD(I)-Xy]≡t7y(y)
r>0

･El/oTOl(i,y即 ))dt

･02(yHv(T))], y,0･

(3.39)

一方,y-臥(3),(7T,C)-(礼,Cレ)の とき,

そのときに限 り,(3.38)が等式で成立するので,

Vu(tr)-E

T～

U l(i, 軌ノ(3)H y(i))d t

+U2(軌′(I)｣軌 (T))+増 レ(3).

ill

ここで,.r-私(y)とすると,

ElJ.Tul(i,捌 ))dt･02(yHu(T))]

-Vu(礼(y))-軋(y)y

≦sup[vu(I)-xy]≡t7U(y). (3.40)
x>0

(3.39)と(3.40)より

Vu(y)-E[/o
T～
Ul(i,yHu(i))dt

+U2(yHu(T))-Vu(礼(y))-y乱(y).

[コ

定理 ⅠⅠⅠ.1の証明

(3.33)⇒ (3.32)の証明 注 ⅠH.4の結果か ら成

立 ｡

(3.33)⇒ (3.34)の証明 注 ⅠⅠⅠ.4の結果か ら成

立 ｡

(3.34)⇒ (3.36)の 証 明 y- 臥 (3) と し て

(3.37)より,

Vp(y)-Vu(範 (y))-y王〃(y)-Vp(I)-xy

≦vu(Lr)-.ry≦sup[Vu(E)-Ey]≡Vu(y).
∈>0

(3.36)⇒ (3.33)の証明 ポー トフォリオ過程

7T〃が (3.30)と(3.31)を満たすことを示せば良

い｡適当な L'∈旬 と適当な停止時の列 (Tn;Tn

†Ta.S.)に対 して

p*(i)≡ FL(レ)E,n(i)

(1-E)p(i)+EL,(i)･,0≦t≦Tn
FL(i)･, Tn<t≦T

-p(i)+E(i)(i)ll(i))1tt≦Tn),

tE l0,T],nE N,EE (0,1) (3.41)

で定義される FL∈旬 の微小確率摂動を考える｡

明らかに,FL*∈旬 であるから,

o≦吉[V"･(y)一転(y)]-E[YnE]･(3･42)

ただし,
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Ey･YnEJ .T[ol(i,yHp.(i))

101(i,yHu(i))]dt

+[02(yH p.(T))

102(yHp(T))].

ステ ップ 1.

調査と研究

(3.43)

RE(i)主著 欝 -exp[-EN(t<Tn)

-i(N)(t̂ Tn)], tE l0,T],

(3.44)

とおく｡ただし,ここで

N(t)圭
/.i(o~1(レ(S)-FL(S)))TdW〃̀)(S),

(N)(i)J .tiloll(レ(S)-P(S))lF2ds･(3･45)

また(3.41)の停止時を

･n圭inf(tE[0,T]:IN(i)F･(N)(t)

･/.tllop(S)ll2ds･/.tT2(S)lxp2(S)
×Ho-1(LJ(S)-FL(S))Fl2

･N2(S)llwT(S)gII2]ds≧nl<T,

nEN (3.46)

で定義する｡ このとき,RE(･)≧e-2Enとなり,

さらに

YnE≦Yn豊KnlJ.THp(t)Il(t,ye-ZnHp(t))dt

+H"(T)I2(ye-2nHp(T))

ynE≦OneJ .THu(i)

×Il(i,ye-2EnHp(t))dt+Hp(T)

i-RE(T)
I2(yeー ZfnHp(T)

(3.48)

となる｡ただし,ここで Kn主sup(1-eJ2En)/E
∈∈(0,1)

とし, (3.43)と平均値の定理及び,∫(･)-

第27号 (2003.10)

一打(･)が減少関数であることを用いた｡

ステップ 2. Fatouの補題 と(3.48)と(3.42)

より,C〃(i)-Il(i,yHp(i)),E〃-I2(yHp(T))と

して,

0≦limE[YnE]≦E[1imYnE]≦El1imQnE]∈io (10 (10

-El/oTHP(i)N(t<Tn)C〟(t))dt

･Hp(T)N(Tn)Ep]･ (3･49)

また,Girsonovの定理 と Novikovの定理

(付録参照) より,(W〟̀)(t< Tn);t∈[0,T])

は,確率測度

P～n(A)圭E[ZH(Tn)･1A], A∈諸(T),
VnEN. (3.50)

の下でブラウン運動となる｡

ステ ップ 3. (3.49)の不等式は,

E[/.TnHu(i)wT(i)佃 )-p(i))dt]≧0,

nEN. (3.51)

と書き換えられる｡ 実際,(3.45)と(3.13)より

dN(t)-(cT~1(レ(t)-FL(t)))TdW(〟)(i),

d(γ(i)X(〟)(t))--γ(i)C〟(i)dt

+γ(i)7TJ(t)odW'〃)(t),

となるから,

γ(Tn)XW(Tn)N(Tn)+

/O
TI!

/.
T乃
T(i)cp(i)N(i)dt

γ(i)(i,(t)-FL(i))T7Tp(i)dt

･/.Tn,(i)lN(i)wT〃(i)o
+x(〟)(i)(0.~1(U(i)｢L(t)))T]dW'〟)(i).

(3.52)

確率測度 戸"の下で上式の期待値をとると,

(3.46)の停止時 Tnの作 り方から,(3.52)の確

率積分の期待値はゼロとなるので,

El/.TnHp(i)wI(i)(刷 W Hdt]
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I-H:Hp(Tn)X(〟)(Tn)N (Tn)

辛/.TnHp(i)C〟(i)N(i)dt]

-ElETn[Hp(T)X(〟,(T)

I/TnTHp(i)cp(t)dtIgTn]N(Tn)

･/.TnHp(i)cp(i)N(t)dt]

-E[(Hp(T)X(〃V )I/TnTHp(t)cp(i)dt)

･N(Tn)+/.TnHp(t)cu(i)N(i)dt]

-El/.THp(i)N(t<Tn)C〟(t))dt+

Hp(T)N(Tn)X(〟)(T)

上式最右辺は,(3.49)の最左辺に等 しい｡し

たがって,(3.52)を得る｡

ステップ 4. 任意の 77∈9 に対 して,(3.41)

において LJ…FL+りとお くと,(3.52)より,

E[/.TH p(i)n t)wp(i)dt],0 ∀咋 9･

(3.53)

(3.53)より,

77T(t)7Tp(i)≧0, t∈[0,T]; ∀77∈ ℡

(3.54)

となる｡ 実際, あ る 77∈旬に対 して,A-

((i,W)∈[O,T]×32;77T(i)7Tp(i)<0)が正の確

率 を もつ とす る と, p圭 771AC+如1Aと して

k∈Nを十分 に大 きな値 とすると,この p∈

- こ対 して,E[/.TH p(i)pT(i)wp(i)dt]<0と

な り, (3.53)に矛盾 して しまうか らである｡

(3.54)において任意の p～∈Kに対 して 77…p～

とお くと,77T(i)7Tp(i)≧0であるから,付録の

定理 A.1より,(3.30)を得る｡

一方, (3.41)にお い て レ…0 とお くと,

(3.52)より,

El/oTHu(i)pT(i)wp-]≦o･ (3･55,
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(3.54)において り…p とお くと, (3.55)と

合わせて(3.31)を得る｡ ロ

例 III.1 例 n-2,m-1とす る｡ また β1,

β2∈Rを定数として,

Ul(i,I)-e~Bltlogx,U2(I)-e~β2Tlogx,

(t,I)∈[0,T]×(0,…)

とする｡

k(t)圭ITe-Bludu+e-82T,

k主k(0),

とすると(3.20)-(3.27)より,

乱(y)-普,

xe-β2T
Eレ- 南 画 甜 )-叢 話 ,

肌(･)-I,軒 )-0,Xu(i)-諾 鼓 ･

7Tレ(i)-(all)Tòレ)(i)Xu(t)

-(OUT)-1[b+i)(t)-r12]XD(i),

(3.56)

vu(I)-klog(言)-e+I(レ),

t7U(y)--klogy-(k+ e)+I(レ).(3.57)

ただし,ここで,

p圭β1J:ue-β1udu+82Te-β2T,

f(鵜 E[/.Te-β1f(lot(r･此 禦 )du)

･dt･e-β2T/.Tfr･止誓 雌 )du],
レ∈旬 (3.58)

とした｡ (3.57)と(3.58)より(3.34)もしくは

(3.36)を満たす FL∈旬 を求めるには,K上で

凸関数 Z∈K-llo+0-1zHを最小化すればよ

い｡すなわち,

p(i,a)-argmipIFo-1[b+I-r12]ll.
ZEN

(3.59)
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(1.7)と(3.9)よ り, (3.59)で定 義 され た

p:[O,T]×L2-飢 ま,ある実数 C>0に対 し

て,

El/.Tlfp(i)Il2d t] ≦C･El/.T(lla(p,(i)II2

･lloII2)dt]≦2C･El/.TFlo ll2dt]<-

となる｡ したがって,FLは(3.6)のクラス 旬 に

属 し,かつ /(〟)<- となる｡ 定理 ⅠⅠⅠ.1より,

最適な富過程,消費過程,ポー トフォリオ過程

及び問題 III.1の値関数は,各々次式で与えら

れる｡

x(i)-xp(i)-豊 品 , t∈[o･T]･

(3.60)

C-(i)- C〟(i)-表芸x(i)I tE l0,T]
(3.61)

*(i)≡ 7Tp(i)-(OC'T)-Ilb+p-r12]k(i),

tE l0,T], (3.62)

V(I)-klog号)

∬∈[O,∞].

-2+f(Fl),

(3.63)

ただし,ここで 恒 ま(3.59)の過程である｡

いまの場合,A-(.r∈R2;31-0)であるか

ら,(3.59)と(3.62)は,各々

p(i)-argz∈nlzT=｡"o~1(i)(b(i)+I-

r(t)1 d)II

(,_b2. 0 261,(UOIU1,,ll(bl_,,

柵 -((ol61T'1.1'b1-r')

となる｡ただし,ここで,

61-(cTll,CT12),02-(cT21,022)

とした｡

#27% (2003.10)

A 付 録

定義 A.1 Cを Rnの部分集合とし,野合(r∈

Rn;FxI≦1)とする｡ このとき,

nE,0(C+ EQ封

を Cの閉包と呼び,以下,cICで表す｡

定理 A.I C⊂Rnを凸集合とする｡ このとき,

次が成立する｡

x∈cIC≠ =⇒xTy≦ sup(xTy;x∈ C),

VyERn.

定理 A.2(Fatouの補題) hを可積分な確率変

数として,h≦fn,n-1,2,-,であれば

E[Qfn]≦!垂ELfn].
nーCO n→00

hを可積分な確率変数 として,h≧fn,n-1,

2,-,であれば

E[fkfn]≧limELfn].nー〔X) n-→00

確率過程 もしくは過程 とは,標本空間と呼ば

れる可測空間 (52,音)上に定義 され,状態空間

と呼ばれる可測空間 (Rn,怨(Rn)),nは自然数,

上の値 をとる確率変数 Xt…Xt(W),(i,a)∈

[O,∞]×L2の集 まりX-(Xt;t∈[0,-])の

ことである｡ 標本点 W∈L2を所与 としたとき,

関数 t-Xt(a);t≧0を W に関する過程 Xの

サンプル ･パスとい う｡ 以下,確率空間 (〟,

辞,P)を所与 とし,特に断らない限 り,すべて

の確率過程はこの確率空間上で定義されている

とする

定義 A.2 確率過程 Xが

((t,W)∈[0,-)×52;X,(W)∈A)

∈野([0,co))㊥&,∀A∈S(Rn)

をみたすとき,Xは可測であるという｡

gs⊂辞t⊂乱 0≦ S≦t<∞

となる 辞の部分可算加法族の族 F全く軌;≧0)
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をフィル トレーションという｡詩∞-6(Ut,.臥)

とする｡

定義 A.3 フィル トレーション諒が右連続,

すなわち 諒,- nE,Oat.E,t∈[0,∞)かつ (A ∈

諒;P(A)-0)⊂辞Oを満たす とき,通常の条件

(usualcondition)を満たすという｡

所与の過程 Xに対して,すべての S∈[0,t],

t≧Oに対 して,X(S)が可測 となる最小の可

算加法族

諸子圭cT(Xs;S∈[0,t])

を過程 Xから生成される可算加法族 という｡

以下,特に断らない限 り,通常の条件を満た

す フィル トレーション F主(乱 ⊆音;t≧0)付

き確率空間 (L2,乱 P,F)を所与とする｡

定義 A.4 各t≧Oに対 して,Xtが あー可測確

率変数であるとき,過程 Xは Fに対 して適合

的であるといい,フィル トレーション Fが自

明であるときは,単に適合的という｡

定義 A.5 (多を 許の部分可算加法族 とし,X

を可積分な確率変数 とする｡ すべての A∈Qi

に対 して,

ElXliA)]-ElYIIAI]

を満たす Qiに関して可測かつ可積分な確率変

数 Yを,樹が与えられたときの Xの条件付き

期待値と呼び,E[XlQi]と表記するo

条件付き期待値は次の(aト (d)の性質を満たす｡

(a) xが Qiに関 して可測な確率変数である

ならば,

ElXl@]-x,

(b) 夢が 樹⊆㊨⊆音 を満たす部分可算加法

族であるならば,

E[E[Xlb]lQi]-E[XlQi],

(C) Yが Qiに関 して可測な確率変数である

ならば,

ElXYI@]-YElXlei],
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(d) 凸関数/:R- Rに対 して,

f(E[Xl@])≦E[f(X)極].

[0,-上値 音一可測確率変数 Tをランダム ･

タイムという｡

定義 A.6 確率過程 Xとランダム ･タイム Tを

所与とする｡ 関数 XT:(W∈L2;T(W)<∞)l-

R〟を

XT(a)圭XT(a)(W)

で定義する｡R (W)がすべての W∈L2で定義

できるならば,

XT(W)g=
XT(W)(W);W∈(W∈12;T(W)<∞)

先 (a);W∈(W∈32･,T(W)-∞)

とする｡

定義 A.7 ランダム ･タイム Tが,

(W∈ L2;T(a)≦t)∈ 乱, t≧0

となるとき,Tは,Fの停止時であるという｡

Tを,Fの停止時とするとき,

誇T全くA∈音;An(T宝t)∈5,,t≧0).

定義 A.8 F一適合的確率過程 Xが

Es[Xt]圭E[XtIgs]≧xs,E[lx,I]<-,

0≦S≦t<∞

となるとき,X を劣マルチンゲール といい,

-Xが劣マルチンゲールとなるとき,X を優

マルチンゲールという｡ 劣かつ優マルチンゲー

ルであるとき,X をマルチンゲ-ルという｡

定理 A.3(劣マルチンゲール収束定理) (X,;t∈

[0,T])を supt≧｡E[Xt']<∞ となる劣マルチ

ンゲールとする｡このとき殆どいたるところの

uJ∈ 52に対 して,Xw-limXt が 存 在 し,
∫-oo

E[Ix ∞l]<-.

定理 A.4(任意抽出定理) (Xf;t∈[0,T])を

Xwが存在する右連続な劣マルチンゲールとし,

S≦Tとなる Sと Tを停止時とする｡ このとき
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Es[XT]会 E[X摘S]≧xs, E[XT]≧X.

となる｡

定義 A.9 (サ ンプルパスが)連続な適合的過

程 Ⅳ が,次 の 1と 2の性質 を満たす とき,

(1次元)標準ブラウン運動 という｡

1.Ⅵ㌔-Oa.S.

2.0≦S<t<∞ において Wt-Wsは,簿S

か ら独立,かつ平均 O,分散 t-Sの正規

分布に従 う｡

標準ブラウン運動 肝 は,定義 より明 らかに,

2乗可積分なマルチンゲールで E[W(i)2]-t,

J≧0となる｡

定義 A.10 狭義増加実数列 ttn;t｡ -0,1imtn-nー∞

∞)nw=｡と確率変数列 (En;supn≧｡IEn(a)l<∞,W

∈32,Enは あn可測 )==Oによって,過程 Xが

〔)0
Xt(W)-i.(W)11｡)(i)+∑E,(W)1(,,,tL.1](i),

∫-0

t≧0,W ∈ 12

と表せるとき,X を単純過程 とい う｡単純過

程のクラスを 史｡と表す｡

X∈eoの標準ブラウン運動 Wによる確率積

分を

〟-1
It(X)圭∑El(wt..1-Wit)+En(W,-Wtn)

Z-0
＼>二I

-∑Ez(Wt" ,.i-Wt八才.), t∈[0,-)1-0
で定義する｡

53*を

(El/.Txf2dt])1/2<-, TE[0,-]

を満たす適合的 RCLL過程 Xの クラス とす

る5)｡

定義 A.ll X∈史書とする｡ このとき,

5) 過程 Xのサンプルパスが右連続で左極限をもつとき,

XをRCLL(RlghtContinuxusLeftLimit)過程という′)

第27号 (2003.10)

ti_-W(E[/.T(xE(n)-Xt)2dt])1'2-0,
T∈[0,-]

となるすべての (X(n))nn=1∈望｡に対 して,

真空(E[(IT(X(n,)-IT(X))2])1/2-0,

T∈[0,∞]

となる唯一の 2乗可積分マルチンゲール I(X)

-(It(X),t∈[0,-))をXの標準ブラウン運

動 Ⅳ による確率積分とし,

･t(x)-/.txsdW(S), tE [0,∞)

と表す｡

命題 A.1 X∈i!*の標準ブラウン運動 Wによ

る確率積分 I(X)-(I,(X),t∈[0,…))は,以

下の等式を満たす｡

Io(X)-0,

EslI,(X)]-Is(X),

El(It(X))2]-El/.txu2du],

Esl(It(X)-Is(X))2]-Esl/stxu2du],
0≦∫≦J<∞,

I(αX+βY)-αI(X)+BI(Y),α,β∈R.

命題 A.2 Sと Tを S≦Tとなる任意の停止

時 とする｡任意の X,Y∈53*に対 して,確率

積分 I(X),I(Y)は,以下の等式を満たす.

Es[I,∧T(X)]-ItlS(X),

Esl(I,"(X)-It̂S(X))(I,̂T(Y)

-It,S'Y｡]～-Eslt 'sTxuyudu],
It,T(X)-It(X);Xt(a)圭X,(a)1ft≦T(W)),

f∈[0,-].

定義 A.12 53を適合的確率過程から成る集合と

し,91g(o∈£:/.TJo(i )ldt<司 とする｡

また,fFl(t):t∈乞)∈Ll,(o(i):t∈富)∈

53*とする｡このとき,
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S(i)-S (o)･I.tp(S)ds･/.tq(S)dW (S)I

t∈S:. (A.1)

で定義される確率過程 (S(i):t∈S:)を伊藤過

程と呼ぶ｡

(A.1)は,形式的に

dS(i)-p(i)dt十g(i)dW (i), t∈S:

と表記される｡

(0(i)FJ(i):t∈笠)∈21,(o(i)q(i):t∈S:)∈

i!*を満たす適合的な確率過程 (0(i):t∈富)

か ら成る集合 を 望[S] と書 くことにす る｡

(0(i):t∈2月 ∈53[S]の伊藤過程 (S(i):t∈

鋸 による確率積分 /:0(S)dS(S)ItE富･を

/:o(S)dS(S)J .fo( S)p(S)ds

･/.i0(S)o(S)dW(S),t∈q:

で定義する｡ 定義から (I.to(S)dS(S):t∈可
も伊藤過程となる｡

定理 A.5(伊藤の公式) (X,(i):t∈S:),i-1,

2,を

dXi(i)-FL,(i)dt+qi(i)dW (i), t∈芝

という伊藤過程とする｡関数/(∫,∫),/:[0,∞)

×R-R,が tに関 して連続微分可能,xに関

して 2階連続微分可能 ならば, Y.(i)全f(i,

Xz(i))と置くと,

dY.(t)-(g(i,XJt))+窓(t,xJt))put)

弓 豊 (- (i))o"i)2)dt･窓 (i,

X,(i))cTl(i)dW (i)

となり,(Y,(i):t∈3月 も伊藤過程 となる｡ま

た,関数f(i,a),I:[0,-)×R2-R,が tに関

して連続微分可能,∬に関して2階連続微分可

能ならば,Y(i)全f(i,X(t)),X(i)圭(Xl(i),

x 2(i))と置 くと,

dY(i)-9f(i,X(i))dt
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･貴君 (t･x(i))棉 )dW (i)･

9f(i,X(i))豊富 (t,x(i))

･lil豊 (t･x(i))pi(i)

･ii!1,!l蓋 (t･x(i,,棉 )棉 )

となり,(Y(i)･.t∈ T)も伊藤過程となる｡

定理 A.6(マルチンゲール表現定理) 肝 を (〟,

乱 P)上の標準ブラウン運動 とし,Fg=(gt;i

≧o)を 肝 によって生成 されるフィル トレー

ションとする｡ このとき,M-(Mt･,M.-0)

をRCLLマルチンゲールとすると,

El/.T(yt)2dt]<-, TE[0,…),

Mt-/:YsdWs(,,;tEl0,∞)

となる適合的 RCLL過程 (Yt;t∈[0,-))が

存在する｡

定理 A.7(ベイズ則) T∈[0,∞)とp-マルチ

ンゲール Z-(ZfJ ∈[0,-))を所与とする｡

ある確率測度 Pに対 して ZT諸 となるなら

ば,t∈[O,T]として p-可積分な 乱一可測確率

変数 yに村して

E戸[YIgs]-去EP[yz欄 ]

a.S.PandP, sE l0,t].

ただし,EP,EP は各々確率測度 戸,pの下で

の期待値を表す｡

定理 A.8(Girsanovの定理) 肝 を標準ブラウ

ン運動とし,X-(Xt.,i∈[0,…))を

/.T(xt)2dt<∞,TE[0,∞)

となる適合的過程として

Z,会expl/.txsdWs一言/:xs2ds]
とする｡このとき,Z-(Zt;t≧0)がマルチン

ゲ-ルであるならば,

wt- i-/.txsds, tE[0,-)
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で定義される過程 W-(W,;t∈[O,T]),T∈

[O,∞)は,確率測度 を

p～T(A)全E[1AZT], A∈g T

とする確率空間 (32,g T,FiT)上の標準 ブラウン

運動 となる｡

定理 A.9(Novikovの定理) 上 の Girsanovの

走理と同じ記号において,

Elexpt喜/.txs2ds)]<∞, tE l0,∞]

ならば ElZt]-1,t∈[0,-).す なわち,Z-

tZf;J≧0)は,マルチ ンゲール となる｡
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