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非完備市場 におけるマルチ ンゲール測度(2)
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IV分 散 最適 マル チ ン ゲ ール 測 度

定 義4.1(符 号 付 θ一)マ ル チ ンゲ ー ル測 度Pが

叫 器 トv・ ・[盤」

≡E[(盤)21-1∀Q∈ 臥(θ)

一 一4P

と な る と き,分 散 最 適 で あ る と い う。Pが 分 散 最 適 で あ る と き,.Ol・=一 一 と4P

す る.

分 散 最 適(符 号 付 θ一)マ ル チ ン ゲ ー ル 測 度v-MMは,以 下 で 述 べ る よ う

に 平 均 ・分 散 ヘ ッ ジ で 特 徴 付 け ら れ る(Schwelz(}r[1995b],Delbaenand

Schachermayer[1996],Schweizer「1996],Rhei【11anderandSchweizer[1997],

(30urierollx,1、aurentandPham[1998],Pham,RheinlanderandSchweizer

[1998]),,平 均 ・分 散 ヘ ッ ジ とは,期 待 値 に お い て 条 件 付 請 求 権 に 一 致 し,か

つ 分 散 を 乖 離 幅 の 尺 度 と した 場 合 に 条 件 付 請 求 権 と の 差 が 最 小 と な る よ う な リ

ス ク ・ヘ ッ ジ の こ とで あ る.

所 与 の 条 件 付 請 求 権 の 割 引 価 値H∈82(P)に 対 し て,最 小 化 問 題 二

minE[(H一`一G7(θ))21(4,1〉
(`,θ)∈R民 θ

の解 とな る初 期 コ ス ト`の 取 引 戦 略 θを 求 め る こ とを 考 え る。(4.1)の 最 小 化
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間題 を定義 で き る よ う に,OT(θ)⊂ £2(P)を 仮定 す る。0,(θ)⊂ £2(P)と す る

と,(4。1)に つ い て は,そ の 最小 化 の た め の1階 の条 件 か ら容 易 に 確 か め られ

る よ うに,

El召]ニ6十E[6T(θ)]

が 成 立 す る。 した が って,(4.1)の 最 小 化 問 題 は,初 期 コ ス ト`の 自 己 充足 的

な 平均 ・分 散 ヘ ッジ ・ポ ー トフ ォ リオ θを求 め る問 題 で あ る。

定 義4。2(%,ξ)∈R× θ が(4.11)の 解 を与 え る と き,%を π の θ一近 似 価 格

と呼 び,こ れ を σθ(助 で 表 わ す 。

市 場 が 完 備 で あ れ ば,∬ の 価 格 は%と な る。 し た が っ て .一 般 に,g、

(功 をHの θ一近似 価 格 と呼 んで い る。

以 下 で は,仮 定

(STA)lPε(θ)≠ の(4,2)

を お く。 これ は,砺(θ)が1を 含 ん で い な い とい う こ と と同値 で
,無 裁 定 を

意 味 す る(Schweizer[1996]p.210)。

π を π:82(P)→OT(θ)■ とい う汎 関 数 とす る、,

補 題4.1(S畑eizer[1996]Lemma1)(ω ♪∈P、(θ)が 分 散 最 適 で あ る の

～4P
は,D:ニ ー と した と き,4P

E肛)P]=E[Z)2]∀P∈ ⑲(4 .3)

と な る と きで あ り,ま た ,そ の と きに 限 る。

(b)Pは 、 κ をOT(θ)に 属 す るあ る値 と して,次 式 で 与 え られ る。

か=一 器 一E護 詮
)]・一E[か2]+κ(4.4)

@P∈P、(θ)が 分 散 最 適 で あ るの は,

Z)∈[1,∞)十(∋(θ)

と な る と きで あ り,ま た,そ の と きに限 る。
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証 明(a)ヱ ≠0と な る 全 て の ∬∈Rに 対 し て

P一→1)忽:=濫P十(1-Jr)Z)ニ ∫(D-P)十P

で 定 義 さ れ る 恥 ＼の}か ら 働＼{動 へ の 写 像 は 全 単 写 と な る 。 し た が っ て,

Eし(P必)2]一E[021=∬ZE[(D-P)2]+2∬E[P(P-0)]

よ り題 意 を 得 る 、、

(b)1一 π(1)∈OT(θ)よ り,Elπ(1)(1一 π(1))]=0。 か つ 仮 定(STA)よ

り,π(1)≠0で な け れ ば な ら な い か ら,

E[π(1)】=Elπ(1)21>0,(4.5)

した が っ て,万1=π(1)が 定 義 で き て,万 ∈ ④.あ る κ ・∈0,(θ)にE[
π(1)1 _KO

よ っ て ・ π(1)一 ・一 κoで あ る か ら ・K二=一E[π(、)]と お く と ・Pニ 「

1十 κ ニE[1〉21十1ζ
、 こ こで,E[Z)万]=E[万2]∀P∈ 望)と な る こ と に

E[π(1)1

注 意 す る と 補 題4.1(a)よ り,P=P。

(c)(a),(b)よ り明 ら か,,□

命 題4.1(Schweizer[1996]Propostion2,RheinlanαerSchweizer[1997]

Theorem6)

L産 をv-MM♪ の 下 で の 期 待 値 演 算 子 と す る 。H∈22(P)に 対 し て,

9θ(E)=Vる=E[胡

が 成 立 す る 。

2。Z〃 を ♪ の 下 でXと 直 交 し,Z8=0と な るP一 マ ル チ ン ゲ ー ル と し,LH

と ξ∬∈ θ は,

H一 輌+五 丁甑+翻(4・6)

を 満 た す もの とす る,、この と き,(4.1〉 の 解 を もた らす 最 適取 引 戦 略 θ=

θHは

θダー薦(E[暗1+∫'舞14z㌘)
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一∂ダー2(卯 一∫拗 悉)

で 与 え られ る 。 た だ し,

卯:一 蜘+∫'ξ 繊+却,

卵1=4〈 巴x〉'4〈X〉
,

で あ る。

証 明

1。RXGT(θ)が 線 形 空 間 で あ る こ とに 注 意 す る と,最 適 化 の 一一階 の条 件

か ら,

E[1¥¥一%� 黶Z7(ξ)]=0

,E「(�闊 黹�5-G7(ξ))OT(θ)]・=0� ﾍ�ﾆ�ｸθ

,�ｱ�黷 謔閨

B4Q4

Pπ1� ��+� N�齬 ｮ一GT(ξ

)�ﾅ�闍 `�ｳ�黷餡はP,(θ)� ﾉ�ｮ�ｷ�驕 B�ｵ�ｽ�ｪ�ﾁ�ﾄ,� 竭�4.1� 謔�

,・一E[募(器 一器)1-E[霊(H一%一 ・・(。〉1一直[脳

とな り題 意 を得 る。

2。 は じめ に 國 田 ・渡 辺 分 解 よ り,(4.6)と な る 創 とZκ が 存 在す る こ とに

注 意す る.

(a)H=1の 場 合 。

補 題4.1(b)よ り,あ る ξ∈ θ に よ っ て

器 一E[器1+五7"眼

とな る の で,
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島一Ell劣同+π 馬4凡・

よ っ て,∫fニ1の 場 合 に は,

(4.7)

H-1一 庸127一 五7庸 皇"4革

よ り,

θH=一2ず1ξ(4.8)

と な る 。

(b)H一 五丁ξ瓢 の脇

この場 合,明 らか に

θ処 創(4・9)

とな る。

(c)H=L昇 の場 合 、

㌃ 一嶋∬加 必

とお くと。(4.7)と 伊 藤 の積 公 式 よ り,

翻 一∫丁瓦級 一2丁五丁缶14惣

したがって

E[(H一 ・T(万))GT(θ)]一El2TG7(θ)倉14Z誓]

一E[・・(θ)倉 ・4撫1 ∀θ∈θ

こ こ で,[聖,Xq=0,ぎ=1,...,4に 注 意 す る と 伊 藤 の 積 公 式 よ り,

G(θ)∫2-14Z∬ は ♪一マ ル チ ン ゲ ー ル と な る こ とが わ か る 。 した が っ て,

E[(H-GT(θ)〉07(θ 〉]ニ0∀ θ∈ θ

とな,るので謝 一㌃ 一繍 舞1轟 以上よ り・一般の場合には・

研 →θHの 線 形 性 よ り,
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θμ一ξ君一る(産[暗1+∫'舞14z望)・

こ こで,(4.7)に 注 意 す る と,伊 藤 の積 公 式 よ り,

ゑ(輌 舞1+∫毎 凋=輌+五'(印 滴1+∫ 毎4醸 鳳+毎

=玩κ一∫z礎眠 ・

以 上 よ り,題 意 を得 る。 □

命題4・1よ り、v-MMは,61一 近似価格に対応する価格体系であると解釈で

きる,,

v-MMは,一 般には符号付測度であって,測 度になるとは限らない し,測

度であってもPと 同値な確率測度になるとは,限 らない(後 述の例5 .1参

照〉。証明は省略するが.v-MM♪ が測度になるための十分条件およびPがP

と同値な確率測度 となるための必要十分条件は,各 々次の2つ の定理で与えら

れる。

定 理4.1(Schweizer[1996]Theorem13)仮 定(STA)が 満 た さ れ て い る と

す る。Xが 構 造 条 件(SC)を 満 た す連 続 な適 合過 程 な らば,Pは 測度 とな る。

定 理4.2(Schweizer[1996]Corollary11)Xは 連 続 で あ る と し ,仮 定

(STA)が 満 た さ れ て い る と す る 。07(θ)が82(P)上 の 閉 集 合 で あ れ ば
,次

が 成 立 す る 。

π(1)>OOP～P。

一 般 に は κ は 確 定 的 で な い が(S
chweizer「1995al,Schweizer[1996] ,

Pham,Rheil11翻nderalldSchweizer[1998] ,1、aurentandPham[1999]),も し

確 定 的 で あ れ ば,次 の 定 理 に あ る よ う に,v-MMはMMMと 一 致 す る 。

定 理4.3(Schweizer[1995]Theorem8)Rが 確 定 的 で あ る とす る。 この と

き,MMM測 度Pは,次 の 最 小化 問題 の解 とな る。
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m血{Var[鋼1霊 ∈£・(P)}・

証 明 週 ∈92(P)と な るQに 対 す る マ ル チ ンゲ ー ル密 度 過 程 をZと す る4P

と,Z∈ 皿2(P)で あ り,(3。7)と(3.10)よ り,あ るR∈ 駅 ぎ,1、、,(P)に よ って

く粉'一 五'癩&+〈R〉f

とな る。Z2一 〈Z〉 はマ ルチ ンケ ー ルか つZ。=1で あ る こ とに 注 意 す る と,

E[Z2]一 ・一E[の'1一 五3眼214&+El〈R〉'】 ・

こ こで 最 右 辺 は,Fubiniの 定 理 とKが 確 定 的 で あ る こ と を 用 い た 。 さ ら に,

こ こで

h(オ)二=E[Z～2],

g(`):=1十E[〈1～>,】,∫ ∈10,T1

と お く と,

励 一9(渉)+か(s)颪

一繭'+膿i碧149(s)・

κ とgは,増 加 か つ 非負 で あ るか ら.

E[(劉 徹1)21-EIZ'・1一 ・≧晒 一・一E[(劉 瓢 ・)21

最 右 辺 は,8≡1,す なわ ち,R≡0の と きで あ る。以 上 よ り,題 意 を得 る 。

□

例4.1(Pham,RheinlanderandSchweizer【19981)例3,1に お い て,π=1

とす るが,2η:ニ わ一■ と"はWか ら独 立 とす る。 この場 合,相 対 リ ス ク過 程

遡Lが 有 界 で あ っ て もMVT過 程 盆 が 確 定 的 で な け れ ば,定 理3.2の 仮 定
Pび
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(SA)は 満 た さ れ な い 。

い ま の 場 合,

2・一◎(一∫誓4咳 一exp(一藷4夙 一去R・),

R・一∫;写43

とな る。 こ こで,

8一πT-z
,==一z,

E[6一κT]

とす る と,E[島]=1,'∈[0,71か つZPは 狭義 に正 のP一 マ ル チ ンゲ ー ル とな る
。

PはXに 対 す る マ ル チ ンゲー ル 測 度 で あ るか ら,Xに 対 す る 同値 マ ル チ ン ゲー

ル測脚 を 盤 一ZTで 定義できる・吻 とび柳 から独立であることから,

E[ZT2]ニE[¢ κT],

一 方
,

1E[Z
721={

E[8一 κT]町

し た が っ て,Jensenの 不 等 式 か ら,Kが 確 定 的 で な い な ら

ll器"撃、の<Ill多"鮮、劫・

す な わ ち,Pは 分 散 最 適 と な ら な い。 こ の 場 合 』 補 題4 .1(c)よ り,仮 定

(SA)は 満 た さ れ な い.

{列4・2(DelbaenandSchαchermayer[1996])曜=1彫;置 ∈ 「0,2]}を フ ィ

ル ト レ ー シ ョ ン付 き確 率 空 間(9 ,魯,描 、;'∈[0,2]},P)上 の 標 準 ブ ラ ウ ン運

動 とす る 。 θを

一{1諜



24(342)第174巻 第5・6号

とな る(Ω,9,P)上 の 確 と独 立 な確 率 変 数 とす る。

貌一畿 臥U σ(レ))醐

と し.

Xf=レ(卜1)十 レV2

とす る 、、い ま の 場 合,

zρ・一{1
×1_1:隅

お よび,

zρ一/
×扇 　 ← 、略一隅)一・着1)翻

が マ ル チ ンゲ ー ル 密 度 過 程 と な り,一 般 に,Xの 符 号 付 マ ル チ ン ゲー ル密 度

過 程Zは,

Z=λZ(1)十(1一 λ)Z〔2,λ ∈R(4.10〉

で 与 え られ る。 特 に,λ=⊥ とす る と,MMMの 密 度 過 程 と な る 、 一 方,2

"Z碁1》II轟・(p)ニ2,"Zず2〕II遙、(p〉=2θ か ら,

1賜D+(1一 λ)Zぎ211隆・(P)ニ2λ2+2ε(1一 λ)2
ル ゼ

とな る 。 これ よ り,v-MMの 密 度過 程Zは,(4.10)に お い て λ=と し1十召

た もの とな る。 す なわ ち,

2一{暑恥
+、栖 呼(")・ 看1)1:器

と な る.,□
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V最 小 エ ン トロ ピ ー ・マ ル チ ン ゲ ール 測 度

MMMとv-MMは,一 般 に は符 号 付 測 度 とな るた め,測 度 と な る マ ル チ ン

ゲ ー ル測 度 を特 定 す るた め に は,不 十 分 と考 え られ る こ とが あ る。 そ こで ,別

の特 定 化 法 に基 づ くマ ルチ ンゲ ー ル測 度 と して,相 対 エ ン トロ ピー を最 小 化 す

る測 度 が考 え られ て い る 、,これ が いわ ゆ るMEMMで あ る,,

定 義5.1Qを(.9,号)上 の 確 率 測 度 とす る、,QのPに 関 す る相 対 エ ン トロ

ピ ー1(Q,P)を 次 式 で 定 義 す る。

㎎P)・一{鍔)4哩 篇
場合

記 号 を

£し二二{Q《P;E9[ん1=・0,∀ κ∈0(θ 〉},

蟻 二={Q∈o;Q～P},

戴o=ニ{Q∈Ol1(Q.」P)<。 。}

と す る 。

定 義5.2次 式 を 満 た す 確 率 測 度Q。 ∈Oを 最 小 エ ン トロ ビ ー マ ル チ ン ゲ ー ル

測 度(MEMM)と 呼 ぶ 。

1(Qo,P)ニmi111(Q,P).
Q(…o

相 対 エ ン トロ ピ ー は,一 一・種 の 距 離 の 概 念 を 与 え て い る1}。 そ の 意 味 でMEMM

1)た だ し,距 離の定義

1.1(Q,P)≧0;1(Q少 」P)=0仁 ⇒Q=P.

2.1(Q,P)=1(P,Q).

3.1(Q,P)+(P,R)≧1(Q,R).

はそのまま満たされるわけではない。定義の1と3は 自明だが2は 必ず しもい えない。相対エ ン

トロピーに距離の概 念を持 たせるには4(Q,P)=1(Q,P)+1(P,Q)と なる4(Q,P)を 定義 し,

この4(Q,P)を 通 して距離 の概 念を 与え るものとみ なす。、実際 この4(Q ,P)の もとでは距

離の定義の1-3は 満たされる,,
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は元 の 測 度Pと"も っ と も近 い"と 言 わ れ る、,この"近 ざ'故 にMEMMは

測度 と して よい とされ る(lhara[1993])、,

£==∩Q∈o,91(Q)と して,翻=ニG(θ)∩8と す る。MEMMは,次 の定 理

で示 さ れ る よ うに ∫∈綻 によ って表 現 で き る。

定 理5.1(Frittelli[2000]Theorem2.5)1(Ω ¢,P)<。 。 と す る 。Q・ ∈ Ω が

MEMMと な る の は,ご を 正 定 数 と して,

4Q・
一`exp(一 あ),あ 訳,Eq齢]一 〇(5.ユ)4P

を満 た す と きで あ り,ま た,そ の と きに 限 る 。

証 明 十 分 性 の み 証 明 す る2!,(5.1)が 成 立 し て い る と す る 。 こ の と き.

Q。～P,1(Q。,P)<。 。 と な る こ と は 容 易 に 確 認 で き る 。 任 意 のQ1∈ooに

対 し て,

1(Q1,P)≧:1(Ql,P)一1(Q1,Qo)

一Eα[ln(夢)]

一・(Qの+E[(釜 一夢)1・(夢 〉]

ニ1(Q。 ,P).(5.2)

最 後 の 等 式 の 導 出 に は,EQu[剤=EQ犠]ニ0を 川 い た 、、 ロ

次 に,MEMMの 経 済 学 的 意 味 につ い て考 察 す る。v-MM,MMMに つ い

て は,ヘ ッジ とい う観 点 か ら.そ の経 済 学 的意 味 に つ い て 議 論 した 。MEMM

は,指 数 ヘ ッジ と整 合 的 で あ る とさ れ るが,指 数 ヘ ッジ は,ヘ ッジ対 象 資 産 と

ヘ ッジポ ー トフ ォ リオ の価 値 の乖 離 幅 を何 らか の基 準 に よ って 最小 化 す るの で

は な い の で3》,実 務 的 に は,ヘ ッ ジの 一 概 念 と して扱 うの は,難 が あ る よ う

2)必 要性については.Fritteni[20001のTheorem2.5を 参照。

3)Delb&enetal.[2002]参 照。,
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に思 わ れ る。 そ こで,こ こで は,効 用 最 大 化 の観 点 か ら,MEMMの 経 済 学 的

意 味 につ い て論 じ る。

あ る投 資 家 の 初 期 賦 存 量 を ぼ∈R,自 己 充足 取 引戦 略 を θとす る,,当 該 投 資

家 に は時 間[0,刀 で は,収 入 が な く,か つ,時 問 【0,7)で 消 費 を行 わ な い

とす る。 この場 合 の 当該 投 資 家 の時 点 丁に お げ る富 は,

懇(躍,θ)一 認+五 丁鰯

とな る 。 い ま,投 資 家 の 鵬(謬,θ)に 対 す る 効 用 が,指 数 型 効 用 関 数

1
霧(認)=一 一8一 σヱ,α>0(5 。3)

α

に よ って 与 え られ る と し、 期 待 効 用E[%(賜(諾,θ))]を 最 大化 す るよ うに 取 引

戦 略 θを 決 定 して い る とす る。 こ の と き,MEMMQ。 は,次 の定 理 に よ って

特 徴 付 け られ る 。

定 理5.2争 を有 界 な 可予 測過 程 の 空 間 と し,

θ*二=argsupE[%(賜(」r,の)]
o∈夢

と す る 。 こ の と き,

4Q。 _噴 懸(謬,θ*))

4PE[π'(駆(∬ ,θ*))ゴ
(5.4)

証 明 定 理5.1よ り,

4Q。

4P=`exp(一 乃)・

ゐ一デ 繊 ∈騨

で あ るか ら,

E『 鰯exp(一 ∫丁鉱)卜 ・・

一 方
,期 待 効 用 最 大 化 のF.0.C.よ り,
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E[五 丁θ漁'(懸(∬,θ ・)]一E[五丁θ誠exp(一 五丁胤)】

で あ るか ら,定 理5.1よ り(5.4)を 得 る、,□

最 後 に,MMMとMEMMが 一 致 す る場 合 につ い て言 及す る。

定 理5.3(Schweizer【1995al皿1eorem5)マ ルチ ンゲ ー ル密 度 過 程Zが 狭 義

に止 で,E「ZT]=1と す る。 こ の と き,MMMPは 次 の 最 小 化 問題 の 解 とな る。

min{・(Q,P)一 音E町 盆丁];Q∈ 搬h,EQ[盆 丁]<・ ・1・

証明

21一 器 一⑤(一∫凋

とす る,、

・(Q・P)一Eβ[釜釜1・(盤 釜)]

一E[夢(h1(豊)一ln刎

=1(Q,P)一E9[h121。

一 方
,

In2一 一∫7禰 一去&一 一∫丁鳥4凡+去 盆丁

で あ るか ら,

1^^1(Q
,P)一 一EQ[κT]=1(Q.P)≧0.2

こ こで,等 号 が 成 立 す るの は,9=Pの と き,ま た そ の と きに限 る。 □

定理5.3は,MMMの 最 小 性 の も う一・つ の意 味 付 け を与 え る と共 にKTが 確

定 的 で あ れ ば,MMMとMEMMが 一 致 す る こ とを示 して い る。 さ らに,定

理4.3よ り,1く7が 確 定 的 で あ れば.MEMMは,v-MMと も一 致 す る◎
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例5.1(Frittelh[2000])'=o,1で の み 取 引 の 行 わ れ る1期 間 モ デ ル を 考 え

る 。

准1・礁 器

Σ 嵩 ρ'=1,あ>0,∫ ニ1,,,.,η とす る 。 い ま の 場 合,MEMMQ・ ニg;=(g・1,

,,90雑)Tは,

9∈鵯 ≧、,葱9・ln(舞)

s.t。gTl=1,

σTα=1,

α:=(α1,。.,,砺)T,

1:=(1,..,,1)T

で 与 え ら れ る σ す な わ ち,4∈Rを

だ

Σ ρゴ(αr1)'σ ・ニ0
'霊1

を 満 た す値 と して

ρ〆 仏9
0,=El

θ殉

とな る 。

こ こで,X1の 平 均 と分 散 を各 々1+μ と σ2と す る と,MMMPとv-MMP

は,と もに一 致 し,

募 一霊 一1+拳((1+μ)・ 一α)

と な る 。

さ ら に,駕 二3,σ1=1+灘+ん,`z2=1+灘,α3=1+ヱ ー1b,r,κ ∈R,κ>0,躍=

4ρ、ρ3と す る 。 こ の と き,無 裁 定 を 仮 定 す る と,囮<κ で あ り,MEMMは,
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と な る、,一 方,v-MMは,

第174巻 第5・6号

(ん一¢)2ん2{2(κ+必)2
402=一,σ03=4κ24北2 (5.5)

～9

2
～η》=Q

3
～9

1一 砺(痴 一の

ん

1一 ごr〃3

砺((1 一砺)ん+の
ん

(5.6)

とな る、,

(5.5),(5。6)よ り,常 にMEMMは,.Pと 同 値 で あ る の に 対 し て,》 π ≦

必 ≦栃 一1と す る とv-MM
,MMMは,.Pと は,同 値 にな らな い。 また,κ

σ。1≧〃、,σ。2≦〃1,9。3≧σ3

で あ り,等 号 が成 立 す るの は,工=2砺 一1の ときで あ る。 □κ

実 際 にMEMMを 求 め る こ とは 困難 な場 合 が 多 い 。 ま た,MEMMは 一般

的 に 存 在 す る こ とが 示 され て い るわ けで は な い 。 ど の よ う な モ デ ル に お い て

MEMMが 存 在 す るか,そ して存 在 す る と して も具 体 的 に ど の よ う に導 出 さ れ

るか 。 これ らの 問題 に対 す る十 分 な 解 答 は ま だ 得 られ て お らず,様 々な議 論 が

な され て い るの が現 状 で あ る(Miyahara[1996],「1999a1,[1999b],[2000])。
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