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――最近の議論を中心に――
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1.序

「無限小」―すなわちいかなる有限量よりも小さいが 0とは異なる量―をめぐる問題は、

歴史研究に限らず、現代の数学や哲学において今なお活発な議論の対象である。無限小を

用いるニュートン、ライプニッツ流の微積分の基礎に見出された深刻な脆弱性は、19世

紀後半から 20世紀初頭における解析の基礎づけの展開により、ワイエルシュトラス流の

極限概念を基礎に据え無限小を追放するという形で一旦は解決された。しかし、1960年

代に A. ロビンソンが超準解析 (NSA: Non-Standard Analysis)によって実無限小を整合的

な数学的概念として含む体系を構成する。以降も、J. L.ベルの「滑らかな」無限小解析

(SIA: Smooth Infinitesimal Analysis)など、無限小に関する議論は現在でも進展中である。

そうした議論の起源である微積分を発見した一人であるライプニッツは、無限小をどの

ように捉えたのであろうか。彼の無限小概念は、しばしばあいまいであると批判されてき

た。彼の無限小概念を捉えるのを困難にしている原因は何であろうか。まず、考えられる

第一の原因は、ライプニッツが微積分学に関して複数のアプローチを取っていることであ

る（第 2節）。第二の原因として、彼の哲学において無限小を位置づけることの複雑さが

ある（第 3節）。このことから、無限小をめぐる数学と哲学の関係をどのように理解すれ

ばよいのかという問題が生じる（第 4節）。加えて、ライプニッツの無限小概念との関連

が指摘される現代の数学理論が複数ある (第 5節)。本稿では、最近の議論を中心に、ライ

プニッツの無限小概念がその体系内で整合的に理解可能かどうかについて検討する。

2.問題その一：数学的困難―ライプニッツの微積分における無限小の使用

ライプニッツの無限小概念を理解するのを難しくしている第一の要因として、彼が微積

分においていくつかの方法を使い分けていることがある。まず、(1)実際に無限小を用い

て直接的に証明する方法がある。ベルヌーイ兄弟やド・ロピタルらを介しライプニッツ流

の微積分として一般に理解されたのは、この系譜である。しかしそこに、0ではないが指

定可能ないかなる正の実数よりも小さい新しい種類の数として、無限小という神秘が入り

込む。そうした無限小概念に対する批判を意識してか、ライプニッツは (2)無限小概念そ

のものに直接訴えないで微分算を実行する方法を公表している。他方で、彼は無限小の方

法を正当化するため、(3)有限的かつ厳密な仕方で間接的に証明する方法および (4)連続
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律に基づき無限小を用いる方法を提示した (Bos, 1974)。(3)は、アルキメデスの取り尽し

法(1)をより一般化したもので、無限小を用いない。(4)の連続律は (1)でなされる極限移

行を保証するための原理であり、その証明は Bos (1974,§4.4)で再構成されている。

上で見た諸方法の関係を理解するため、以下では、(1)の無限小を用いる方法と (2)の無

限小を用いない微分算を再構成してみたい(2)。（(1)と (3)の関係は第 4節で扱う）。

簡単のため放物線 y = x2 で考える。まず、この曲線上の適当な点 P(x,y) をとる。点

Pから任意の長さの線分だけ離れた曲線上の点 Q(x+ dx,y+ dy) を考える。PQを通る

直線の傾きは、dxを限りなく 0 に近づければ、求める点 P での接線の傾き mP に近

づく。しかし、PQの傾きは ((y+ dy)− y)/((x+ dx)− x) = dy/dxなので、単純に dx = 0

とするわけにはいかない。そこで次のようなステップを踏む。Qは放物線上の点より、

y+ dy= (x+ dx)2 = x2 + 2xdx+ (dx)2 が成り立つ。条件より y = x2 なので、先の式を整理

すると、dy= 2xdx+ (dx)2となる。dxを 0と異なる任意の有限差分としてとるならば、割

り算を実行してよい。したがって、両辺を dxで割って、 dy
dx = 2x+dxが得られる。

他方で、dxとして無限小をとる場合、それは「いかなる有限の量よりも小さいが 0とは

異なる量」であるから、dx, 0である。したがって同様の操作が可能で同じ結果を得る。

問題は、最後の式で右辺に残った dxをどのように処理するかである。dxを無限小と

すれば、それは 0ではないが 0に限りなく近い量であるから、2x+ dxは 2xに近似する。

したがって、2x+ dx≈ 2x。（ここで、dxを限りなく 0に近づける、という極限移行が前

提されていよう）。それに対し方法 (2)では、以下に見るように dxが 0を含意しうるも

のと考える。Leibniz(1684)では微分化の規則を証明なしに与えており、微分の定義は無

限小に触れないものであった。その意図は、無限小に関する論争を避けることにあろう

(Bos, 1974,§4.9)。彼は後のテクストでも無限小の代わりに、「比較不可能なほど小さい」

(incomparablement petit)という用語を頻繁に用いる。dxは、ライプニッツの言葉によれ

ば、他の量と比較して無限に小さい、あるいは比較不可能なほど小さい。ライプニッツ

は、任意の微分に対し、それより高階の微分は「比較不可能なほど小である」とする。例

えば、dxは xに対して比較不可能なほど小さいし、ddxは dxに対して比較不可能なほ

ど小さい。したがってこの場合 dxは無視できる量であり、dx= 0としてもよいとライプ

ニッツは考えた。こうして、1695年のニーウェンテイト宛の手紙で述べられているよう

に、「その差が完全に 0であるだけでなく、ある比較不可能なほど小さいときも、それら

の項は等しい」、としてライプニッツは「＝」の概念を比較不可能な量を含むものにまで

拡大する (GM V, 322)。すなわち、2x+dx= 2x。よって、求める傾きは 2xとなる。

以上見たように、ライプニッツの無限小概念の理解を困難にしている原因の一つに、ラ
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イプニッツの無限小の使用に関する不徹底な態度がある。とりわけ、無限小量を 0でない

（dx, 0として dxで割っている）としつつ、実質的に 0である（dx= 0として無視できる

量としている）ともしていることに批判の原因があろう。ライプニッツの微積分には極限

概念の萌芽が見られることがしばしば指摘されるが、彼はそれを微積分の基礎として徹底

しなかった。たとえばクーラントらは、その時代の哲学的態度や人間本性、知的伝統が、ラ

イプニッツに極限を基礎とすることを許容しなかったとする (Courant & Robbins(1996))。

しかし、あいまいな無限小量の概念をなぜ放棄しなかったのかに関する、ライプニッツ固

有の理由が存在する。第 4節の議論を先取りすると、ライプニッツはこれらの方法が互い

に置換可能であり表現において異なるにすぎないと考える。しかし、そのことは必ずしも

明晰な仕方で提示されなかったため、第 3節で見るような解釈上の対立を引き起こした。

3.問題その二：哲学的困難―無限小をめぐる諸解釈とその争点

ライプニッツの無限小をめぐる第二の困難は、哲学における無限小の位置づけである。

まず、ライプニッツの無限小に関するロビンソンの実無限小解釈 (Robinson, 1996)と石黒

の有限主義的解釈 (石黒, 2003)を対比する。次に、最近の議論としてアーサーの解釈を紹

介し、ライプニッツの哲学における無限小の存在身分について検討する。

3.1.ロビンソンの実無限小解釈と石黒の有限主義的解釈

A.ロビンソンは 1960年代に、その超準解析によって実無限小を数学的に厳密な概念と

して復興した (Robinson, 1996)。通常の実数体 R はアルキメデス性を充たす、あるいは

「アルキメデスの公理」とコーシーの収束条件を前提して構成される。アルキメデスの公

理とは、「任意の正の実数 a,bに対して、n ·a> bを満たすある自然数 nが存在する」とい

う公理である。実数順序体が「アルキメデス的」とは、任意の正実数 a,b ∈ Rに対し、あ
る自然数 n ∈ Nが存在して、a+ a+ · · ·+ a(n個) > bとなることである（nが対象言語では

なくメタのレベルでの自然数を意味することに注意）。「非アルキメデス的」とは、アルキ

メデス的でないことである。彼は現代論理学の形式的道具立てに基づき、非アルキメデス

的順序体である、実数の超準モデル R∗ を構成した(3)。すなわち R∗ では、非アルキメデ

ス的な対象であり、「いかなる正の実数よりも小さい数」としての無限小(4)の存在に関す

る言明が成立する。ロビンソンは、この体系により、無限小を用いるライプニッツ流の微

積分が完全に正当化されたと考えた (Robinson, 1996, ch.I)。それは極限の観点からではな

く、無限小の観点から解析の根本的概念を定義することを可能にするものであった。

しかし、石黒はロビンソンを次のように批判する。「［ロビンソンが］ライプニッツに

とって無限小とは、それを指示しないですむことができる観念的な虚構と看做したからに
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せよ、それを非アルキメデス的大きさを持つ定数で、その導入によって証明が簡潔にされ

るものであった、と信じているのは妥当ではない」(石黒, 2003, 97頁)。（ここで「証明」

という言葉が用いられているが、より厳密には「発見法」と言うべきであろう(5)）。

石黒解釈によれば、無限小は虚構でしかなく、「無限大とか無限小は、いくらでも大き

くあるいは小さくすることのできるような大きさのことしか意味しない」(GP VI, 90)と

いう『弁神論』での表明からも明らかなように、ライプニッツはロビンソンの先駆者とい

うよりもコーシーあるいはヒルベルト流の有限的定義の先駆者である。

このように、石黒はライプニッツの無限小概念を有限主義的に捉え、コーシーの無限小

の定義との類似性を指摘する。それによれば、コーシーの定義は確かに極限をより明確に

定式化したが、ライプニッツの定義との間に根本的な相違はない。たとえばコーシーは

『微分積分学要論』で無限小を次のように定義する。「一つの変数の絶対値が、限りなく減

少し、どのような値を与えても、それよりも小さくなる、というときには、この変数は「無

限小」であるとか、限りなく小さい量であるとか名づけられているものになる。この種の

変数はゼロを極限値としている」。この定義によれば、無限小は「極限としてゼロを取る

変量」である。すなわち、コーシーは極限として再定義することで無限小を受容した。

石黒解釈で注目すべきもう一点は、無限小は（収束という）規則（を指示するの）で

あって、何か特別な大きさを指示するのではないとしていることである。またそれは何か

独自な存在を指示する言葉ではなく、共義的 (syncategorematic)な概念であって、その言

葉が使われる命題の中で定義されるものだ。したがってライプニッツにおいて、無限小は

（フレーゲの意味で）文脈的に定義されるのであり、指示対象が特定されずに導入されて

いるという批判 (Kitcher, 1981)は該当しない。石黒によれば、ライプニッツの虚構として

の無限小の共義的解釈は、有限主義的な整合的理論であるとともに彼の哲学においてよく

動機づけられており、基礎に対する批判から彼の微積分を救うものである。

だが、ライプニッツが非アルキメデス的量として無限小を指示している箇所が実際に

ある。たとえば、ライプニッツは 1695年のニーウェンテイト宛の手紙で、比較不可能な

差分をアルキメデスの公理を満たさない量と考えた (GM V, 322)。ここで「比較不可能」

(incomparable)とは次のことを指す。「［…］その差が比較不可能である量は等しいと私は

考えます。私が比較不可能な大きさとして呼んでいるのは、その一方がいかなる有限数に

よって乗じられても、他方を越えることがない大きさのことです」(ド・ロピタル宛書簡,

1695.6.14-24, GM I, 288)。少なくともこの箇所では、比較不可能な量＝非アルキメデス的

量＝無限小量である。（ロビンソンもこの箇所を引用している (Robinson, 1996, ch.XII)）。

しかし、有限主義的解釈がそのことから直ちに拒否されるわけではない。ロビンソンも
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理解していたように、ライプニッツは一方で実無限小を発見のための有用な虚構として用

いながら、他方で無限小の有限主義的解釈もとる。このことは果たして整合的に理解され

うるのだろうか。

3.2.アーサーの解釈および無限小の存在身分について

歴史的な観点から見れば、ライプニッツは非アルキメデス性を認める実無限小から有限

主義的解釈へ向かった。たとえばアーサーは、初期ライプニッツにおける無限小の解釈を

次のように整理する。「(1) (1669年)連続体は指定不可能なギャップによって分離された、

指定可能な点から構成される。(2) (1670-1年)連続体は無限数の不可分な点から、あるい

はいかなる指定可能なものよりも小さな部分から、それらの間にいかなるギャップもなし

に構成される。(3) (1672-75年)ある連続的な線は、点からではなく無限に多くの無限小

の線から構成される。その各々は分割可能であり、かつある瞬間において生成している運

動（コナートゥス）に対して比例的である。(4) (1676年-)無限小は虚構的対象であり、数

学的推論を縮約するいわば「縮約語法」(compendia loquendi)として用いられる。それら

は、結果の誤差が任意の前もって指定された誤差よりも小さいという仕方で、任意の小さ

さとしてとられた有限量の観点から正当化できる」(Arthur, forthcoming)。

このように、ライプニッツは、当初こそ無限小の存在を連続体のうちに現実的に存在す

る非アルキメデス的な対象とみなしていたが、少なくとも 1676年までに、虚構としての

無限小、および無限小の有限主義的解釈を展開した。たとえば、『無限数について』(1676)

では、無限小は虚構とされ、連続体においては全体が部分に先立つことが主張される (LC,

88, 96)。これらの主張は、後期の現実的なものと観念的なものという存在身分の区別へと

つながる。またライプニッツは無限小だけでなく想像力が関わる点で連続体や点・角度も

同様に虚構であるとするが、それでも幾何学は真なる実在を確立すると考える。「たとえ

こうした対象が虚構的であっても幾何学は真なる実在を確立する、それはそれらなしに他

の仕方でも表現されうる。しかし、こうした虚構的対象は、表現にとって非常に優れた縮

約であり、この理由によって極めて有用である」(LC, 89-91)。われわれの精神はその角の

個数がある法則にしたがって増加するような正多角形から究極的な多角形すなわち完全な

円を想像しうる (A VI-3, 498 = LC, 89)。そして、完全な円も虚構的対象 (Ens fictitium)で

ありその像は虚偽であるが、それでもそのうちに含まれる対象は真であり、精神のうちに

は完全な円が存在する、あるいはむしろ実在的な像 (imago realis)があるとまで言われる。

ここで、ライプニッツにおいて真理と実在がしばしば混同されていることを注意してお

く。それは、ライプニッツが用いる実在性概念が、現実に存在するものの領域に限定され

ず、論理的に可能な概念をも範疇に含む、より広範な概念であることに関わる。「［テオ
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フィル：］観念はまた、現実存在するものがそれに全く対応していなくても、可能であれ

ば実在的でしょう」(GP V, 245= NE II, ch.30,§1)。実在的観念に対比される不可能な観

念、つまり矛盾を含む観念は、空想的観念と呼ばれる。ライプニッツにおける実在的概念

とは、当の概念がアポステリオリに検証されるものか、その可能性の証明がアプリオリ

に為されるものであるか、あるいはそれらの混合によってなるものであるかの場合を言

う(6)。なお、ここでの「証明」とは、原初的概念あるいは自同命題への還元を意味する。

このように、ライプニッツの無限小概念を理解するには、彼の認識論や形而上学、とり

わけ数学的抽象概念の構成における精神や想像力のはたらきに関する見解を分析する必要

があろう。彼が無限小を虚構とみなした第一の理由は、それが指定不可能、つまり直接的

かつ有限的に指示が与えられえないものだからである。無限小のような極めて微小な間隔

が、実際に構成されるわけではなく、また知覚されるわけでもない。そのような対象は、

想像力を介して、われわれの精神の内にのみ表れる。ライプニッツは、『無限数について』

において、感覚される像は不規則であるが、われわれは精神によって、それらに一様性や

規則性をあてはめ、そのようにして完全な円という実在的な像を得ると述べている。こう

した規則の実在性は、究極的には神の精神に基礎を持つ (GP V, 246= NE II, ch.30,§4)。

注目したいのは、無限小が虚構的だが実在的でもあるのは、それらが想像される際、精神

に基づけられた法則ないし規則にしたがっていることによるという彼の洞察である。

4.問題その三：数学と哲学のあいだ―無限小の本性の問題

ライプニッツは少なくとも 1676年までに虚構としての無限小という解釈を提示した。

この無限小に関する存在論的主張は、無限小概念に基づく微積分の基礎に直接影響しな

い。しかし、これらの主張のあいだには当然関係があろう。そこで以下では、1676年に

書かれた『円・楕円および双曲線の算術的求積』(以下『算術的求積』と呼ぶ)をもとに、

数学的結果とその哲学的主張とのあいだの関係を分析してみたい。

第 3節で見たように、ライプニッツは有限主義的な解釈と実無限小解釈という相対立

する解釈を自身の無限小に許容していた。しかし、そのことはいかにして可能なのであろ

うか。それは、ライプニッツが無限小の方法と有限的な方法の同値を主張していることか

ら整合的に理解できる。パルマンティエによれば、ライプニッツは『算術的求積』におい

て、「不可分者の方法(7)」をより厳密な論証へと改訂し、背理法に基づく求積の間接的方

法と無限小を用いる直接的方法とが互いに同値になることを示した (Parmentier, 2001)。

ライプニッツが『算術的求積』で不可分者の方法として用いたのは、「何らかの与えられ

た差よりも差が小となるようにとる」という有限な手続きに他ならず、最終的には帰謬法
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で帰結を正当化する手続きで、アルキメデスの取り尽し法をより一般化したものである。

ライプニッツが優れているのは、カヴァリエリやウォリスらよりも一層の厳密化・一般

化をしたことにある (cf. 林, 2003,§2.1.3)。ライプニッツはそれまでになされてきた直観

的証明に代わり、記号法を重視する観点から証明の厳密性を追究した。また彼はデカルト

が築いた代数幾何学の手法の限界をいち早く見極め、「通常の量にも、超越量にも適用さ

れるはるかに普遍的な技巧を考案した」(Leibniz, 1714-)。『算術的求積』では、楕円や双曲

線に加え、対数曲線や指数曲線に対する求積の方法も与えられている。ライプニッツはこ

の方法と相似関係を利用することで変換定理（＝無限小三角形の和の計算を無限小長方形

の和の計算に変換する式）をホイヘンス宛の書簡 (1674.10)で示している（変換定理につ

いては佐々木 (2005)が明快）。対して無限小の方法では、帰謬法のステップを省き、無限

小を用いることで求める極限への直接的な移行を認める。しかしそのようなステップは、

いつでも間接的な論証へと変換できる。このようなライプニッツの方法が、―もちろん現

代の極限概念に見られる形式論理学的定義に至ったわけではないが―現代的な極限の方法

を予期させると言われるのも、微積分の計算を有限の手続きと捉えているからである。

こうしてライプニッツは、有限量しか認めないギリシャ以来の伝統的な言語と無限小を

用いた言語とが、結果の正確性と厳密性に関して、方法論的に同値である、すなわち一方

の方法で得られた結果をいつでも他方の方法で再構成できる、とする。数学的に正当化さ

れていない無限小概念も、この同値の観点から彼はその使用を次のように正当化する。

「無限や無限に小さい量が自然的な量であるかないかは問題ではない。そうした量

が定式化や思考において、また論証におけるのと同様発見においてある利便性を

与えるならば、ある虚構を通じてそれらが導入されるというだけで十分だからで

ある。それは、内接図形や外接図形の使用、および帰謬法による推論とある誤差

はあらゆる指定可能な誤差よりも小さいという論証を不要にする」(Leibniz, 2004,

prop.XXIII, scolie, pp.182-185)。

すなわち、無限小の方法は思考や論証にとって便利であり、それと置換可能なアルキメ

デスの方法に取って代わるものだと主張される。その主張は後期においても維持される。

「無限あるいは無限小の代わりに、誤差が与えられた誤差よりも小さくなるように、量を

必要なだけ大きくあるいは小さくとることができます。したがってそれ［無限や無限小］

は、アルキメデスのスタイルと表現においてしか異ならず、われわれの方法においてより

直接的であり、発見の術 (l’art d’inventer)により適合しているのです (1701, GM V, 350)」。

この引用から明らかなように、ライプニッツは無限小を発見にとって便利な概念と捉えて
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いる。ライプニッツは無限小の方法の発見法 (ars inveniendi) としての側面を最も重視し

たのである。H.シナサーによれば、ロビンソンもまた、ライプニッツの ars inveniendiの

観念を引き合いに出して、自らの超準解析が発見法として古典的な解析よりもすぐれた側

面を持つことを強調している (Sinaceur, 1999, pp.380-382)。ライプニッツはすでに前期の

段階で基礎づけの問題を考えていたが、実践的な無限小の方法を先に公表し基礎づけに関

する主張を控えたのも、この発見法重視の観点から理解されよう。

ところでライプニッツは、無限や無限小を「虚構的量」として言及していた。しかしパ

ルマンティエによれば、「それらが虚構にしか過ぎないということを肯定することが問題

なのではなく、たとえそれらが虚構にしか過ぎないとしても、そのことはそれらの使用を

何ら変えないということを言っているのである」(Parmentier, 2001, p. 285)。つまり、無

限小はその存在論的問題とは無関係に数学内部で整合的に使用されうる。

しかし、そうだとしても、ライプニッツの体系における無限小の認識論的・形而上学

的な位置づけの問題は依然として残る。たとえば G. M.ロスは、「ライプニッツの形而

上学において実無限小は存在するか」、という問いに対し、否定的な回答を与える (Ross,

1990)。たしかに、モナドを微積分における実無限小として解釈したい誘惑がある。しか

し、ライプニッツは無限小の実在を明確に拒否する。実際、ライプニッツは実無限小の論

理的整合性を主張することはできず、記号操作のレベルにおいて有用であるが、虚構的な

概念とみなす。ライプニッツにおいて、少なくとも論理的に可能であることを示せなけれ

ば、その概念の実在性を主張できない。決定的なのは、彼が数学や自然学の諸概念が属す

現象界と、モナドが属す叡智界とのあいだの存在論的次元の区別を後期形而上学の基礎に

据えていることである (GP II, 379)。したがって、ロスが分析するように、数学的概念で

ある無限小をモナドとみなすことは、カテゴリーミステイクとなり不可能である。

ではライプニッツの無限小解析の哲学的基礎をどのように考えたらよいのか。パルマン

ティエは、そのテーゼがライプニッツの数学的な結果に基づいているだけでなく、認識論

的および哲学的な条件も含んでいることを示唆する。それは級数の法則の判読可能性につ

いて述べた次の箇所に読み取れよう。「ある級数の本性は、それが無限級数であろうと、

見抜くことはできる。［…］一度それを見抜いてしまえば、級数を続けるのは無用であり、

そのたびことに知的な解明を与えることが問題なのであって、機械的な操作を完了するこ

とが問題なのではない」(Leibniz, 2004, prop.XXXI, scolie, p. 218f.)。同様の指摘は、同時

期の『無限数について』(1676)にも見られる。「ある無限級数が総和を持つと言うとき、

そこで言われているのは、同じ規則を持つ任意の有限級数がある総和を持つということで

ある、そして数列が増加するにつれて、誤差は常になくなるのであり、したがって誤差は
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われわれが望むだけ小さくなる」(A VI-3, 503 = LC, 99)。

アーサーも指摘するように、この箇所は現代の収束無限級数の定義を予期させるもの

だ。そうした無限級数の具体例として、ライプニッツの公式 ( π4 = 1− 1
3 + 1

5 − 1
7 + · · · )があ

げられよう。重要なのは、前段落の引用で、たとえその無限級数が完了されえなくても、

その級数の本性すなわちその級数を支配している規則を見抜けば、その等しさが厳密であ

ることを主張できる、としていることである。この見解は、石黒解釈においてすでに指摘

されていたように、ライプニッツに規則として無限小を再定義することを許すであろう。

パルマンティエは、微分計算において欠けている成果は dxという新しい記法だけであり、

この論稿で展開された微分計算は、19世紀に展開された解析の可能な正当化の一つを予

期させるものであると考えている。しかし、周知のように、微積分の基礎に関するライプ

ニッツの考察が解析の歴史において注意を払われることはなかった。

5.問題その四：現代数学との関連

ライプニッツの無限小概念は現代数学との関連においても解釈が分かれる。ライプニッ

ツの無限小を数学的に整合的な概念として現代に復興した体系として、ロビンソンの超

準解析 (NSA)がよく挙げられるが、最近では他の候補も考えられている。例えばアー

サーは、ベルの「滑らかな無限小解析」(SIA)がよりライプニッツの考えに即すと考える

(Arthur, forthcoming)。またラヴァインは、ライプニッツの無限小を無際限小量として解

釈することから、ミチェルスキーの「実無限なき解析」の体系を候補に挙げる (Lavine,

1994; Mycielski, 1981)。それらの数学的内容を踏まえた上での検討は別稿を期し、本節で

はベルの SIAがどの点でライプニッツの考えに近いとされるのかを確認する。

ロビンソンの NSAでは実数体の超準モデルを考えることによって数学的対象としての

無限小を保証したが、ベルの SIAではカテゴリー論を基礎として無限小（すなわち 2乗

すると 0になるが 0であることを必ずしも含意しない微小な量）に関する厳密な公理的理

論が展開される。そこでは、極限概念によらずに、無限小の伝統的な概念によって微積分

学ならびに微分幾何を完全に厳密な仕方で展開できる。（なおベルによれば、SIAにはア

ルキメデス性を充たすモデルもあれば、非アルキメデス性を充たすモデルもある）。

SIAのモデルでは、「滑らかな(8)」世界 Sという、実直線や連続曲線、ユークリッド空

間など通常の幾何学的対象を含む世界を考える。ポイントは、Sに属す幾何学的対象の間

のあらゆる写像 (map)が連続であるということだ。「SIAではあらゆる函数は連続なので、

それは「自然は飛躍せず」(Natura non facit saltus)というライプニッツの連続律を直接的

な仕方で具現している」(Bell, 2005)。つまり S では無限小はあくまで微小な線分であっ
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て点ではない。このことは、ライプニッツの連続律と無限小概念を的確に反映しているも

のとみなせよう (cf. Bell, 1998, p. 9)。

しかしながら、その滑らかな世界 Sにおいては排中律が一般的に成り立たないことが知

られている (Bell, 1998, p. 5)。インフォーマルには、排中律の普遍的な認容が非連続函数

の構成を許容することから理解できよう。たとえば、任意の x ∈ Rについて

f (x) =


1　 (x = 0のとき)

0　 (x, 0のとき)

とすると、 f (x) は R から {1,0} への非連続函数である。この函数は任意の実数 xに対し

て x = 0∨ x, 0という排中律を前提することにより構成されている。しかし、Sはそもそ

も連続函数しか含まいので、排中律を一般的に認めることはできないはずである (ibid.)。

（ブラウワーの）直観主義数学においても連続函数しか存在しないのと、同様の理由で

ある。「簡潔に言えば、普遍的な連続性は排中律が成り立たないことを含意する」(Bell,

2005)。厳密には、ベルの SIAの体系の中では、無限小が 0であるか 0でないかのいずれ

かだということが言えないという形で、排中律の無限小への適用が成り立たない (ibid.)。

他方で、排中律はライプニッツの論理数学思想において基礎的な位置を占めるため、こ

れを除外することはできそうもない。そこでは排中律は、命題の真偽の決定可能性にとど

まらず、すべての命題は自同命題か矛盾命題に還元されるという証明論的な決定可能性を

も含む形で想定されている。よって、SIAが文字通りライプニッツの思想を反映している

とはみなせない。むしろ、普遍的な連続性の仮定は排中律と論理的に矛盾するというベル

の指摘が正しいとするならば、ライプニッツに体系的な不整合があることになる。

ライプニッツの数理哲学における核心的な主張として、(a)点は連続体の部分ではない、

(b)点の合成によって連続体を構成しえない、(c)連続体はいかなる間隙も含まない、(d)

連続体は無際限に分割可能である、などが挙げられる。無論、候補となりうる主張は他に

も多数ある。たとえばブレガーであれば、ライプニッツの数理思想には連続函数しか存在

しないことを付加するだろう (Breger, 1992)。これらの基本的主張が、ライプニッツの無

限小概念の諸解釈と整合的になりうるかについては、まだまだ検討の余地がある。

6.結び

ライプニッツは無限小を非アルキメデス的な量として定義し実際にそれを微積分で用い

る一方で、アルキメデスあるいはコーシー流の有限的な方法をその正当化として考えてい

た。このために、ライプニッツは無限小に関してあいまいであると批判され、また相対立

する解釈を引き起こした。しかしそうした方法論的多元性は、発見法を重視する観点、お
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よび、有限主義的な方法と無限小の方法が互いに同値であるとするライプニッツの立場か

ら整合的に理解されうる。ライプニッツの無限小概念は、現代の数学において今なお影響

力を持っている。300年以上も前のライプニッツの微積分学への興味が現代でも失われな

いのは、それがはらむ数学上および哲学上の諸問題の豊かさに存するのであり、そうした

多産性をこそわれわれは評価すべきなのであろう。

註

(1)「取り尽し法」(method of exhaustion)とは、エウドクソスに由来しアルキメデスが頻繁に用い
た古代ギリシャにおける面積計算の手法である。図形の面積を、内接する多角形によって「取り尽
す」ことによって求めることに由来する。たとえば、円の求積は内接する正多角形の角を増加し、
それらの面積の級数を考え、近似的に計算される。しかし、無限を排するギリシャの数学では極限
は取れないため、内接する多角形と外接する多角形を考え（二重）帰謬法で示した (Baron, 1969, pp.
34-46および Edwards, 1979, pp. 16-19参照)。

(2) Hahn(1998)、林 (2003)、Katz(1998)を参考に筆者が再構成を試みたものであり、ライプニッツ
が本論の通りに議論しているわけではない。この再構成はすべて筆者の責任である。

(3)アルキメデスの公理が、「任意の正の実数 a,bに対し、ある n∈Nが存在し、R∗ |= a+a+ ...+a︸         ︷︷         ︸
n

> b」

…(＊)のように解釈されるならば、その公理は R∗ では満たされない。なぜなら、nは通常の自然数
で有限のため、a,bの取り方によっては (＊)の主張を満たす n ∈ Nが存在するとは限らないからで
ある。たとえば、R∗ では aの解釈として 1、bの解釈として無限大自然数 Nがとれる。あるいは、
aの解釈として無限小 1/N、bの解釈として 1がとれる。このとき、ある正実数 a,b ∈ |R∗|が存在し
て、任意の自然数 n ∈ Nにたいし a+ · · ·+a (n個) ≤ bが成り立つ。したがって、R∗ は非アルキメデ
ス的である (Robinson(1965, 1996)および田中 (2002)参照)。

(4) a ∈ |R∗|が「無限小」なのは、すべての m∈ |R+|に対して |a| < mが成り立つときである。定義
より 0も無限小。

(5)この指摘をしていただいた林晋教授にこの場を借りて感謝申し上げる。
(6)ライプニッツにおける観念や認識の分類に関しては、『認識・真理および観念についての省察』

(1684)(G IV, 422-426)、『形而上学叙説』(1686),§24および『実在的現象を想像的現象から区別する
仕方について』(1690?)(GP VII, 319-322)を参照。

(7)「不可分者の方法」は、ガリレオの弟子カヴァリエリに由来する。彼は『ある新しい方法で
推進された、連続体の不可分者による幾何学』(1635)で、線の究極的部分、すなわち不可分者は
点であり、同様に面の不可分者は線である、また逆に、点の全体は線、線の全体は面をつくる、と
考えた。しかし歴史的に不可分者の方法として流通したのは、カヴァリエリのオリジナルの方法で
はなく、トリチェリやウォリス、ロベルヴァル、そしてパスカルらによって改訂された「無限小の
方法」である。それは、古代の取り尽し法と、古代では認められなかった無限小の概念が融合した
ものである。ライプニッツが不可分者の方法を取り尽し法と混同したという批判（Hofmann, 1974,
p.7）もこの路線で理解する必要がある。なぜなら、ライプニッツは「不可分者の方法が古代の取り
尽し法と語り方においてしか異ならない」というパスカルの主張をそのまま借用しているからであ
る (Andersen(1985)および高橋 (2005)参照）。

(8)各々微分構造を有する 2つの数学的対象の間の写像が「滑らか」(smooth)なのは、その写像が
無限回微分可能であるときである。
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