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1 初めに
本稿では, 非線型の多次元自励系常微分方程式が

平衡点を持ち, その近傍で漸近安定性 (Asymptotical
Stability)を持つかどうかを高速かつ高精度に調べる
方法について議論する。
細胞内及び細胞間における包括的な蛋白質と

$\mathrm{m}\mathrm{R}\mathrm{N}\mathrm{A}$(messangerそ仏) との促進抑制関係を記述
した Segment Polarity Network(SPN) モデル [4] や,
簡易化・仮想化したモデル [7] は, 多次元常微分方
程式系として表現されるもので,. 一定時間 $(t_{c})$ 経過後には定常状態になる. 一定数以下の細胞が死滅しても再生し, 再度こ

の定常状態に戻る

ことも期待される。所謂 “Robust”な常微分方程式と
は, これらの性質を満足するようにパラメータを選
んで構築されたものである。従って, 通常は Robust
な系になるよう, 常微分方程式を数値計算し, パラ
メータを風潰しに調べる必要がある。
しかし, 常微分方程式の数値計算を行ったところ

で, それが漸近安定な平衡点を持つかどうかの確証
を得ることはできない。近似的な数値計算を積み重
ねることで, 平衡点の存在とその近傍における漸近
安定性を示すことが出来れば, 数学的にはあやふや
な Robust という概念を用いずに済むことになる。そ
こでは, 打切り誤差と丸め誤差を任意に設定できる
ようなアルゴリズムとソフトウェアが求められる。
我々は, 仮想化モデル [7] に対して, 平衡点の導
出とその近傍における漸近安定性を示し得ることを
既に述べた [5] が. 同時に膨大な時間が必要である
こともそこでは判明している。本稿ではその原因と,

$\mathrm{P}\mathrm{C}$ cluster を用いた高速化について述べる。

2. 常微分方程式の漸近安定性解析
対象となる $N$ 次元自励系常微分方程式の初期値
問題を

$\{$

$\frac{d\mathrm{Y}}{dt}$ $=$ $\mathrm{F}(\mathrm{Y})$

$\mathrm{Y}(t_{0})$ $=$ $\mathrm{Y}_{0}$

(1)

とする。 ここで Yo, $\mathrm{F}(\mathrm{Y})\in \mathrm{R}^{N}$ である。 また, $\mathrm{F}(\mathrm{Y})$

は非線型関数である。この常微分方程式の平衡点 $\mathrm{Y}^{\cdot}$

は, 非線型方程式

$\mathrm{F}(\mathrm{Y})=0$ (2)

の解である。 この平衡点の近傍で (1) が漸近安定で
あるとは, $\mathrm{Y}^{5}$ における関数 $\mathrm{F}$ の Jacobi行列

$\frac{\partial \mathrm{F}}{\partial \mathrm{Y}}(\mathrm{Y}’)=\lfloor\mu_{\gamma_{1}}^{\partial F}(\mathrm{Y}^{*})\frac{\delta}{\delta}F\lrcorner Y_{\mathrm{I}}(\mathrm{Y}^{*})$

...
$\partial F\frac{\partial F}{\theta \mathrm{Y}_{N}}(\mathrm{Y}^{\cdot})\overline{\delta}Y_{N}A(\mathrm{Y})]$

の全ての固有値の実部が負になること, 即ち

$\mathrm{R}(\lambda_{i}(\frac{\partial \mathrm{F}}{\partial \mathrm{Y}}(\mathrm{Y}^{\cdot})))<0(i=1,2, \ldots,N)$ (3)

を満足することをいう [2]。
(1) の漸近安定性のみを確認したい場合は, 適切
な範囲に初期値 Yo が存在していれば, (1) の解 $\mathrm{Y}(t)$

について

$\lim_{tarrow\infty}\mathrm{Y}(t)=\mathrm{Y}^{\cdot}$

が期待される。即ち, 非線型方程式 (2) を直接解い
て得た数値解と, 常微分方程式 (1) の数値解との比
較を行\iota \searrow 両者が極めて近くなっていることを確認
して $\mathrm{Y}^{*}$ の存在を数値的に推定できることになる。
よって, 漸近安定性を数値計算によって確認 (or

推定) するためには次のステップを踏むことになる。

(a) 適当な時間の閾値 $t_{c}$ を決め, (1) の数値解 $\mathrm{Y}(t_{c})$

を求める。

(b) 非線型方程式 (2) を解き, 数値解 $\mathrm{Y}^{*}$ を求める。

(C) $||\mathrm{Y}^{\cdot}-\mathrm{Y}(t_{c})||<\epsilon||\mathrm{Y}^{\cdot}||$であることを確認する。

(d) 器 (Y) の全ての固有値の実部が負であること
を確認する。 まず Gerschgorin の定理に基づく
チェックを行い, それで分からなければ固有値
を計算する。

これで分かるのは, 1つの平衡点 $\mathrm{Y}^{*}$ が存在して,
これは漸近安定点である, ということだけである。
平衡点が興味のある範囲内で本当に唯–力\searrow 他に平
衡点がないのかどうかは分からない。よって, せめ
て計算結果に対しては, 経験的な誤差推定法 [11] に
基づいて, 打切り誤差と丸め誤差を推定できるよう
にする必要がある。具体的には, 打切り誤差につい
ては補外法を用いて, 丸め誤差については多倍長浮
動小数点数 [13,14,12] を用いて, 任意精度計算で
実現できる。
しかし, 次元数 $N$が増えると計算時間が膨大なも

のになるので, $(\mathrm{a})\sim(\mathrm{d})$ のうち特に計算量の多い所
を並列化して計算時間を短縮しなければならない。
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3. 数値計算の並列化について
漸近安定性解析のための数値計算 $(\mathrm{a})-(\mathrm{d})$ のうち,

並列化によって計算時間の短縮を図ることが出来る
と期待される部分は (a), (b), (d) である。但し, 今回
は (d) において固有値そのものの数値計算は不要な
仮想化モデルについてのみ計算を行ったため, (a),
(b) 及び (d) の Jacobi 行列計算の並列化についての
み考えることにする。ベンチマークに使用した環境
は次の通りである。

使用ハードウエア

cs-pccluster2 Pentium IV 2. $8\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}$ , Vine Linux
2.6, 11 nodes

VTPCC Dual Xeon 3. $0\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}$ , Redhat 8.0, 8
nodes $( \max 16\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{s})$

使用ソフトウェア. GMP 4.1.4, MPFR 2.1.1, $\mathrm{B}\mathrm{N}\mathrm{C}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{k}[12]$. MPICH2 1.0.1(cs-pccluster2), MPICH
1.2.5(VTPCC). gcc-3.4.3(cs-pcc1uster2), gcc-3.2(VTPCC)

31 常微分方程式の数値計算
今回対象とする常微分方程式 (1) は漸近安定性が
期待されるが故に解析を行うものである。従って,
ある時刻 $t_{c}\in \mathrm{R}$を超えた $t>t_{c}$ においては, 解 $\mathrm{Y}(t)$

の挙動は至極おとなしいものとなる。 このような安
定した問題に対しては, ステップ幅制御を用いた陽
的解法を, IEEE754倍精度で計算すれば十分な精度
を得ることが出来る。今回は打切り誤差を任意に設
定できるよう, 補外法に基づいた GBS アルゴリズ
ム [1] を使用する。
大次元になった場合はベクトル単位で各 $\mathrm{P}\mathrm{E}$ に分割
して並列化することも可能であるが, 今回対象とす
る非線型問題では 1 ステップ進むごとに, Allgather
を行って $\mathrm{Y}$ を全ての $\mathrm{P}\mathrm{E}$ において集結させ, 関数

$\mathrm{F}(\mathrm{Y})$ を呼び出す必要があり, ネットワークの遅い
分散メモリ環境では並列化の効果はあまり期待でき
ず, 比較的小さい次元数では並列計算の効果はなく,
むしろ計算時間は増大する $[5, 8]$。逆に多倍長計算
では低い次元数でもそれなりに効果があるが, 前述
したようにこれ程の精度は必要ない。 また, ステッ
プ幅制御機構のあるソルバを使用したにもかかわら
ず, 0.1程度の初期ステップ幅を与えておけば, 殆
どの部分でこのステップ幅での計算が実行されるこ
とも判明している。
よって, この部分 (a) においては (b) 以降の計算

を実施する前に, あらかじめ並列化せずに IEEE754
倍精度で計算しておく方が効率的である。但し, よ
り大次元の場合にも対応でき, 後述する Jacobi行列

の並列計算にも利用できるように, 並列化した関数
$\mathrm{F}(\mathrm{Y})$ は用意し, 少なくとも (b) 以降の計算で使用さ
れる Jacobi 行列が常微分方程式の $\mathrm{F}(\mathrm{Y})$ と同じもの
を用いて計算されたものである, という証明を行え
るようにすると共に, より高速な Jacobi行列の評価
が可能なようにしておく。

3.2 Jacobi行列の数値計算
Jacobi行列の計算は最も精度が要求される部分で
あるため, 精度を任意に設定できる計算法が必要で
ある。従って, ここでも各要素の偏微分 $\text{�}F_{i}/\text{�}Y_{j}$ の

計算には中点公式 (3点公式) を初期系列とする補外
法 $[9, 10]$ を使用し, 全て多倍長計算で行うことに
する。
初期系列の計算は, まず $\mathrm{Y}_{c}=[Y_{1}^{(c)}\cdots \mathrm{Y}_{N}^{(c)}]^{T}$ の第

$i$ 成分を基準に適切な $\delta_{i}$ を Romberg数列に乗じて

$\mathrm{Y}_{c}^{t\pm}=[\cdots \mathrm{Y}_{i-1}^{\{c\rangle}\mathrm{Y}_{i}^{\langle c)}\pm 2^{-p}\delta_{i}\mathrm{Y}_{l+1}^{(c)}\cdots]^{T}$

とし, 中心差分を用いた近似式

$\mathrm{J}_{i}^{p,1}=(2^{p}\delta_{i})^{-1}(2^{-1}\mathrm{F}(\mathrm{Y}_{c}^{\mathrm{i}+})-2^{-1}\mathrm{F}\alpha_{c}^{i-}))$

で計算する。今回は任意のに対して $\delta_{i}=1$ と設定
した。
補外計算では以下の表の初期系列より右の下三角

成分を求める。

ここで各段の計算は,

$\mathrm{J}_{i}^{p.q}:=\mathrm{J}_{i}^{p.q-1}+(4^{\rho-1}-1)^{-1}(\mathrm{J}_{i}^{p,q-1}-\mathrm{J}_{j}^{p-1,q-1})$

として行う。
この際, 行列の列ごとに補外計算を行うため, 明

束判定については $\mathrm{J}_{i}^{p,q}=[\cdots f_{ij}^{q}’\cdots]$の各要素 $J_{ij}^{p,q}$ ご
$\text{と}\}_{-}^{-}‘ \text{行}\mathcal{D}’’ A^{\backslash }\backslash \text{要}h^{\backslash ^{\backslash }\text{ある}}$

。
$\mathrm{c}_{-}\mathit{0}\supset \text{収束}*1\mathrm{J}\text{定}\mathrm{F}_{\mathrm{t}}^{-}-l\mathrm{h},\mathrm{a}\overline{\mathrm{e}}\text{井}$ ・永

坂が提案した丸め誤差限界の評価値 $\epsilon_{FN,j}$
’ と, あら

かじめユーザから与えられた相対許容度 $\epsilon_{R}$ と絶対
許容度 $\epsilon_{A}$ を用いて行う。
福井永坂 [9] は, 補外計算を用いた数値微分に
おける初期系列の丸め誤差限界評価値を, 関数の評
価回数, 関数評価点, 数値微分公式の係数, 浮動小
数点数の基数と計算桁数のみで設定した。福井 [10]
は補外計算によっても丸め誤差の増大率は 2倍以内
に収まることを証明している。 よって我々は補外計
算における丸め誤差限界評価値 $\epsilon_{FN,j}$ を

$\epsilon_{FN,j}=\frac{\max(|F_{j}(\mathrm{Y}_{c}^{i\neq})|,|F_{j}(\mathrm{Y}_{c}^{i-})|)\epsilon_{M}}{2^{p}\delta_{i}}$
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とした。 ここで $\epsilon_{M}$ はマシンイプシロンである。
これらの $\epsilon_{FN,j},$ $\epsilon_{R},$ $\epsilon_{\mathrm{A}}$ を用いて,

$|J_{ij}^{p,q}-J_{ij}^{p,q-1}| \leq\max(\epsilon_{FN,j},\epsilon_{R}|J_{jj}^{p,q-1}|+\epsilon_{A})$

を満足していれば, その k番目の成分は収束したと
判断する。もしこの基準を満足したときには, その
$j$番目の成分の計算を飛ばして列単位の補外計算を
続ける。従って, 補外計算が停止するのは全ての列
成分が収束した時となる。
この収束判定により, あくまで列単位の計算を行

いつつ, 成分ごとのきめ細やかな収束判定を行うこ
とができるため, 最大m段までの補外を実施したと
しても, 全ての要素を計算するためには最大 2mN
回の関数 $\mathrm{F}(\mathrm{Y})$ 呼び出しで済む。 もしこれを成分単
位で行おうとすると, 関数評価回数は 2mN2に激増
する。 これによって, 全体の計算時間の大幅な縮減
が期待できる。実際, VTPCC と cs-pccluster2にお
いて, $1\mathrm{P}\mathrm{E}$ のみを用いて仮想化モデル $(N=200)$ の

Jacobi行列を 10進 50桁で計算したところ, 表 1の
ように, 約 100倍の効果があることが判明している。

さらに今回は, 並列分散化した $\mathrm{F}(\mathrm{Y})$ を用い, 図
l のように Jacobi行列の計算を行単位に分割し, 各
PE で並列計算させることで, より大次元の問題に
適用できるようにした。

図 1: Jacobi行列計算の並列化

但し, 実際の並列計算では関数呼び出しの際には
必ず集団通信が必要となるため, 比較的小さい次元
数や桁数の計算では計算時間のボトルネックが生じ
やすい。 これについては後述する。

33 非線型方程式の数値計算
非線型方程式 (2)の解 $\mathrm{Y}^{\cdot}$ を求める計算は, Newton

法及びその変種の反復アルゴリズムを用いることで

実現できる。平衡点のみを高速に計算するのであ
れば. 反復法の初期値に $\mathrm{Y}(t_{c})$ を採用する. なるべ $\langle$ Jacobi行列を用いずに済む変種法 (準

Newton 法や Regula-Falsi 法) を使用する. 反復計算の中に現れる連立–次方程式を Krylov
部分解法のように, 並列化が容易なアルゴリズ
ムで計算する [31

という高速化手法を取るべきである。 しかし,「平衡
点探索ツール」 として本計算を考えると, これとは
逆に. 反復法の初期値に, (1) の初期値 Yo を採用し,

$\mathrm{Y}(t_{c})$ とはかけ離れた平衡点に収束しないこと
を確認する. あえて馬鹿正直に Jacobi行列を用いた Newton
法を用い, $\mathrm{Y}(t_{c})$ に近い平衡点に収束すること
をもって, Jacobi行列の正しさを確認する

というやり方もある。今回はこの後者の考え方を用
い, 高速化は並列化した Klylov部分解法 (GPBiCG
法 [6] を採用) のみで行うことにした。従って, (2)
を解くための反復計算回数そのものは少なくなって
いるものの, Jacobi行列の評価回数は増えているた
め, 全体の計算時間はかなり増大している。

4. 仮想化した細胞間再生モデル
今回は, 仮想化した細胞間再生モデル [7] につい
てのみ, 安定性解析を行った。 ここではこのモデル
の考え方を数値例も含めて説明する。
円環状に連なった $n$ 個の細胞にそれぞれにおい

て蛋白質グループ $\mathrm{x}_{i}(t),$ $\mathrm{y}_{i}(t)$ が存在しているものと
する。 これらの蛋白質グループの各要素は, 他の要
素によって生成を促進されたり抑制されたりする。
もしある蛋白質 $z(t)$ が, 別の複数の蛋白質の働きに
よって生成が促進される場合, これらを線型結合し
た $u(t)$ によって

$\frac{d}{dt}z(t)=\frac{(u(t))^{q}}{b_{u}+(u(t))^{q}}-a_{z}z(t)$ (4)

と表現される。逆に, 生成が抑制される場合は, 抑
制効果のある要素の線型結合僚) を用いて

$\frac{d}{dt}z(t)=\frac{1}{b_{v}+(v(t))^{p}}-a_{x}z(t)$ (5)

と表現される。 ここで, $a_{z}z$ は自壊する量, 各パラ
メータ $a_{z},b_{u},$ $b_{v}\in \mathbb{R},$ $p,q\in \mathrm{N}$ は正定数である。
このような促進抑制効果をまとめて記述すると

(6)式のようになる。(1) の次元数でいえば, $N=\mathit{2}n^{2}$

となる。
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$\frac{d}{dt}$

$\lfloor \mathrm{y}_{i}:::(t)\mathrm{x}_{i}(t)\rfloor=$

(正定数 : $a_{X},$ $a_{y},$
$b_{X},$ $b_{v}.’ c_{f},c_{g}.c_{h}\in \mathrm{R},$ $p_{x},p_{v}.’ p_{f},p_{\mathit{9}},p_{h}\in \mathrm{N}$)

$\text{結_{}\mathrm{D}}‘<\text{で}\backslash \text{表現される}\ovalbox{\tt\small REJECT}.\text{数で^{}\backslash }\text{ある}\mathrm{A}_{\mathrm{Q}}\vee\vee-(-\text{て},f_{j}^{\langle\iota)}(t),g^{(\iota)}(t),h_{j}^{(i)}(t)\text{は_{}\nabla\fbox{}l\mathrm{h}\text{図}2(n=5\text{の}各蛋白質成}k^{\backslash }\text{の線_{}\Rightarrow}^{n/}$

場合) に示されるような促進抑制関係を使用する
ので, これらの関数は

$f_{j}^{\langle\iota)}(t)$ $=$ $x_{j-2}^{(i-1)}(t)+x_{j+2}^{(i-1)}(t)+x_{j-2}^{(i+1)}(t)+x_{j+2}^{(i+1)}(t)$

$g_{j}^{(\iota)}(t)$ $=$ $\sum_{k\overline{-}1,k\neq j}^{n}y_{k}^{(\iota)}(t)$

$h_{j}^{(i)}(t)$ $=$ $y_{j}^{(i-1)}(t)+y_{j}^{(i+1)}(t)$

となる。但し, 1番目と $n$ 番目の細胞が繋がって円
環状になっているため, この添字は

$i-1<1$ の時は $(i-1)+n$

$i+1>n$ の時は $(i+1)-n$

$j-2<1$ の時は $(i-2)+n$

$j+2>n$ の時は $\mathrm{C}+2$) $-n$

となる。
このモデルに必要とされる性質は次のようになる。

1. 十分時間が経過した時点 $(t>t_{c})$ において

$\frac{y_{i}^{(\iota)}(t)}{y_{j}^{(l)}(t)}\geq 10\zeta j\neq i)$

となる。

2. $t_{d}>t_{c}$ において, 一定数以下の細胞が死滅
$(\mathrm{x}_{i}(t_{d})=0, \mathrm{y}_{i}(t_{d})=0)$ しても再生する (上記
の条件を満足する)。

$arrow$ 侃進
– 抑鯛

図 2: $n=5$ の場合の促進抑制関係図

特に 2の性質は重要であり, これが「細胞間再生
モデル」 という名前の由来となっている。 -部の細
胞が死滅すると, その部分はどの細胞にもなりうる
オールマイティな幹細胞に入れ替わる。一定時間経
つとこの幹細胞が元の細胞の性質を持つようになる。
数学的には $i$ 番目の細胞ならば, 蛋白質 $y_{i}^{(\iota)}(t)$ がそ
の他の yi(りの成分に比べて 10倍以上優越するよう
になることを意味する。
今回もパラメータとしては大椙ら [7] が使用した

$b_{X}$ $=$ 1000, $a_{X}=10,p_{x}=3$

$b_{y}$ $=$ $10^{-9},a_{y}=10^{-1},p_{y}=1$

$c_{f}$
$=$ $10^{-1},p_{f}\cdot=3,c_{g}=1,p_{g}=3$

$c_{h}$ $=$ $10^{-9},p_{h}=2$

を用いる。安定化の後は, 細胞の死滅があっても再
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生してこの値に戻ることを考えると, これが平衡点
で, その周囲ではかなり強い漸近安定性を持つと考
えられる。

5. 仮想化した細胞間再生モデルを用いた数値実験
$N=50,200(n=5,10)$ 次元までの, 図 2のような
促進抑制関係を持つ仮想化モデルの漸近安定性は
既に確認済みである [5] が, 今回並列化を行うこと
によって, $N=800,1800(n=\mathit{2}0,30)$ 次元の漸近安
定性を確認することが出来た。なお, $(\mathrm{b})-(\mathrm{d})$ まで

の全ての計算は 10進 50桁相当 (2進 $167\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s}$) の多
倍長計算で行っている。

51 漸近安定性の確認
前述した仮想化モデルの促進抑制関係を用いた

場合は, 今回調査した 200, 800, 1800次元全てにお
いて, 平衡点における Jacobi行列は対角優位非対称
行列となり, 対角成分は $-10$ もしくは -0.0990のど
ちらである。例として $N=8(n=2)$ の時の Jacobi
行列と平衡点を図 3に示す。
図 3の平衡点は Newton法で 4回反復した後に得
られたものであるが, 他の次元数においては 6回の
反復で収束することが確認できた。また, これらの
平衡点のユークリッドノルム値 $||\mathrm{Y}^{*}||_{2}$ と, $t=1\mathrm{O}\mathrm{O}$ に

おける常微分方程式の数値解のノルム値 $||\mathrm{Y}(100)||_{2}$

はかなり近いものであることが確認できた (表 2)。

更に, 各対角成分ごとに Gerschgorin discの半径を
計算してみると, 最大でも 0.15もしくは 1.23 $\mathrm{x}10^{-5}$

\sim 129xl0 5であり, 固有値を計算するまでもなく,
その実数部は負になることが判明した。

52 並列化による計算時間の縮減効果
$1(\mathrm{b})-(\mathrm{d})$ の総計算時間は, 表 3のようになった。

$\cross$ 印は実行が不可能であったことを示す。
以下, 計算時間の内訳を, $N=800(n=20)$ の場

合に限って, 詳細に見ることにする。 まず, Jacobi
行列の並列化の効果を 4に示す。

表 3: $(\mathrm{b})-(\mathrm{d})$ 全体の最短計算時間 (単位:秒)

図 4: Jacobi 行列の並列化の効率

理想的には $\mathrm{P}\mathrm{E}$数に比例して性能向上があるとこ
ろが, 最も効率の良い VTPCC でも 4PE では 3倍程
度に留まっており, 最も性能向上が見られる 20PE
でも 4倍程度までしか上がらないことが実験から判
明している。これは各 $\mathrm{P}\mathrm{E}$ で分散して $\mathrm{F}(\mathrm{Y})$ の評価を
している所で必ず–度集団通信 Allgather を実行し
ていることが響いていると思われる。逆に言えば,
現状の実装ではこの集団通信の実行回数を減らす必
要があると言える。

6. 結論と今後の課題
漸近安定性解析を行うために必要な数値計算の主

要部分, 特に Jacobi行列の並列計算によって大幅な
計算時間の縮減を達成することが出来, 1800次元
の非線型常微分方程式の漸近安定性を確認すること
が可能となった。
しかし, 現時点の並列化はまだ改善の余地がある。

特に. Jacobi行列の sparsity を考慮していない. 並列化した Jacobi 行列計算の集団通信回数が
多い

という部分が残っており, ここを改善することで (b)
$-(\mathrm{d})$全体の計算時間を減らすことが可能となる。今
後の課題としては, さらに Jacobi行列の計算効率化
を図ることで, より大規模な常微分方程式の漸近安
定性を示すことが挙げられる。
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$\frac{\partial \mathrm{F}}{\partial \mathrm{Y}}(\mathrm{Y}^{*})=\{$

$-1.0\mathrm{e}+1$ $0$ $0$ $0$ $0$ $0$ $-4.1\mathrm{e}-47$ $0$

$0$ $-1.0\mathrm{e}+1$ $0$ $0$ $0$ $0$ $0$ 3. $\mathrm{O}\mathrm{e}-2$

$0$ $0$ $-1$ Oe–l 5. $\mathit{2}\mathrm{e}-38$ 1. $5\mathrm{e}-12$ $0$ $0$ $0$

$0$ $0$ $-6.4\mathrm{e}-39$ $-9.9\mathrm{e}-\mathit{2}$ $0$ $-2.9\mathrm{e}-49$ $0$ $-1.7\mathrm{e}-48$

$0$ $0$ 3 Oe-2 $0$ $-1.0\mathrm{e}+1$ $0$ $0$ $0$

$0$ $0$ $0$ $-4.1\mathrm{e}-47$ $0$ $-1.0\mathrm{e}+1$ $0$ $0$

$-2.9\mathrm{e}-49$ $0$ $-1.7e-48$ $0$ $0$ $0$ $-9.9\mathrm{c}-2$ $-6.4\mathrm{e}-39$

$0$ 1. $5\mathrm{e}-12$ $0$ $0$ $0$ $0$ 5.$2\mathrm{e}-38$ -l.Oe–l
$-4.85294803825705009448219411407783514907\mathrm{e}-48$

8. $8888888885927\mathit{2}57156551733859390\mathit{2}275969\mathrm{e}-2$

9.99999999900044929050272711437470141813
2. $11720493992969174634832967759936526331\mathrm{e}$ - 35

ここで $\mathrm{Y}^{*}=$

8. $8888888885927257156551733859390227S969\mathrm{e}-2$

$-4.85294803825705009448219411407783514907\mathrm{e}$ - 48
2. $11720493992969174634832967759936526331\mathrm{e}-35$

999999999900044929050272711437470141813

図 3: $N=8(n=\mathit{2})$ の Jacobi 行列と平衡点 $\mathrm{Y}^{\cdot}$
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