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Shelah-Spencer [7] は, $\alpha\in(0,1)$が無理数のときランダムグラフ $G(n, n^{-\alpha})$

において Zero-One Lawが成り立つことを証明した その後, Baldwin-Shelah
[1] はこの定理のモデル論的な別証明を与えた. ここでは, Baldwin-Shelah の
証明をより単純化しつつ, $\alpha$ が必ずしも無理数でない場合において Zero-One
Lawがどのように–般化されるかを述べる.

1 ランダムグラフ

ここで扱うグラフは, 対称的かつ非反射的な 2項関係 $R(*, *)$ をもつ構造と
する. 有限グラフ $A$に対して, その頂点の数と辺の数をそれぞれ $v(A),$ $e(A)$ で

表すことにする. また有限グラフ $A,$ $B$ に対して, $v(B/A)=v(B\cup A)-v(A)$ ,
$e(B/A)=e(B\cup A)-e(A)$ と書くことにする.
まず, 2つの頂点が辺で結ばれている確率を表す “ 辺確率 ” $p=p(n)$ が

与えられたとき, 辺確率 $p$ によって決まるグラフの確率および論理式の確率
を次のように定義する.

定義 $0<p=p(n)<1$ ($n$ は自然数) とする.
(i) $v(A)=n$である有限グラフ $A$ の確率を

$P^{p}(A)=p^{e(A)}(1-p)^{(\begin{array}{l}n2\end{array})-e(A)}$

と定義する.
(ii) $I=\{1,2, \ldots, n\}$ に固定したとき, $I$上のグラフ全体を根元事象としても
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つ有限確率空間 $G(n,p)$ を辺確率 p をもつ $I$ 上のランダムグラフという.
(iii) $I=\{1,2, \ldots, n\}$ 上のランダムグラフ $G(n,p)$ における 1階閉論理式 $\sigma$ の

確率を
$P_{n}^{p}( \sigma)=\sum\{P^{p}(A) : A=(I, R^{A})\models\sigma\}$

と定義する.

定義 ランダムグラフ $G(n,p)$ において Zer -One Lawが成り立つとは, 任意
の 1階閉論理式 $\sigma$ に対して

$\lim_{narrow\infty}P_{n}^{p}(\sigma)=0$ or 1

をみたすことである.

以下の事実は後で証明を与える.

事実 1(i) $P$ が定数のとき Zero-One Lawが成り立つ (Fagin [2])
(ii) $P=n^{-\alpha}$ かつ $\alpha\in(0,1)$ が無理数のとき Zero-One Law が成り立つ.
(Shelah-Spencer [7], Baldwin-Shelah [1])

注意 2 $p=n^{-\alpha}$ において $\alpha$ が有理数のときは Zero-One Law が成り立たな
いことが知られている : ランダムグラフ $G(n,p)$ において $\lim_{narrow}$

。
$P_{n}^{p}(\sigma)$ が

存在するとき, $G(n,p)$ は Convergence Law をみたすという. $\alpha=1$ のとき,
Zero-One Law は成り立たないが Convergence Law は成り立つことが知られ
ている (Lynch [6]). –方, $\alpha\in(0,1)$ が有理数のときは Convergence Law さ
えも成り立たない (Shelah-Spencer [7]).

2 Genericグラフ
定義 $\alpha\in[0,1)$ を実数 $A,$ $B$ を有限グラフとする. このとき

(i) $\delta_{\alpha}(A)$ $:=v(A)-\alpha e(A),$ $\delta(B/A):=\delta(B\cup A)-\delta(A)$ ;
(ii) $A$ が closed in $B$ (記号で $A\leq_{\alpha}B$ ) とは, 任意の $X\subset B-A$ に対して
$\delta_{\alpha}(X/A)\geq 0$であることと定義する. $M$ が無限グラフのとき, 任意の有限な
$X\subset M$ に対して $A\leq_{\alpha}AX$ ならば $A\leq_{\alpha}M$ と書く. なお, $\alpha$ があきらかな
場合は $\delta_{\alpha}(*),$ $*\leq_{\alpha^{*}}$ はそれぞれ $\delta(*),$ $*\leq*$ で略記する.
$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{v})\mathrm{K}_{\alpha}:=$ { $\mathrm{A}:\delta(\mathrm{B})\geq 0$ for any $\mathrm{B}\subset \mathrm{A}$ }.
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注意 3 $\alpha=0$のとき, $\mathrm{K}_{\alpha}$ は「すべての有限グラフのクラス」 となり, $*\leq_{\alpha^{*}}$

は包含関係 $*\subset*$ となる.

定義 $\mathrm{K}\subset \mathrm{K}_{\alpha}$ とする. このとき可算グラフ $\Lambda’I$ が K-generic グラフであると
は,
(1) $A\subset_{\omega}\Lambda’I$ ならば $A\in \mathrm{K}$ ;
(2) $A\leq B\in \mathrm{K},$ $\mathrm{A}\leq \mathrm{M}$ ならば $B’\leq M$ をみたす $A$ 上の $B$ のコピー $B’$ が存
在する.

定義 $\mathrm{K}\subset \mathrm{K}_{\alpha}$ とする. このとき
(i) $\mathrm{K}$ が融合性をもっとは, $A\leq B\in \mathrm{K},$ $\mathrm{A}\leq \mathrm{C}\in \mathrm{K}$ ならば, ある $D\in \mathrm{K}$ が
存在して $B’\leq D,$ $C’\leq D$ . ただし $B’\cong_{A}B,$ $C’\cong_{A}C$.
(ii) $\mathrm{K}$ が自由融合性をもっとは, $A\leq B\in \mathrm{K}$ , A $\leq \mathrm{C}\in \mathrm{K}$ ならば, ある
$B’\cong_{A}B$ と $C^{l}\cong_{A}C$が存在して $B’\oplus_{A}C’\in \mathrm{K}$ . (ここで $B’\oplus_{A}C’$ は, 頂点集
合が $B’\cup C’$ でありかつ $B’\cap C^{j}=A$ をみたし, 辺集合が $R^{B’\cup C’}=R^{B’}\cup R^{C’}$

であるグラフ.)

注意 4 $\mathrm{K}_{\alpha}$ は融合性をもち, 部分構造に関して閉じている.

補題 5 $\mathrm{K}\subset \mathrm{K}_{\alpha}$ を融合性をもち, 部分構造に関して閉じているクラスとす
る. このとき
(i) K-generic グラフは存在する.
(ii) $\alpha$ が有理数ならば $\mathrm{K}$-generic グラフは同型を除いてひとつ.

証明 (i) $A\leq B\in \mathrm{K}$ となるような対 $(A, B)$ 達を並べたものを $\{(A_{i}, B_{i})\}_{i<\omega}$

とする. 融合性より, 次のような有限グラフの列 { $D\text{画}<\mathrm{t}v$ が構成できる :(1)
$D_{0}\leq D_{1}\leq D_{2}\leq\cdots;(2)$ 各自然数 $j\leq i$ に対して, $A\leq D_{j}$ となる $A\cong D_{j}$

が存在するならば, $AB\cong A_{j}B_{j}$ となる $B\leq D_{i+1}$ が存在する. このとき
$M= \bigcup_{i<\omega}D_{i}$ が $\mathrm{K}$-generic になるのは作り方よりあきらか.
$(\mathrm{i}\mathrm{i})\alpha$ が有理数のとき, 任意の generic グラフ $M$ と有限な $A\subset M$ に対して
$A\subset B\leq M$ をみたす有限グラフ $B$が存在することがいえる. よって, Back-
and-FOrth を用いて 2つの generic グラフが同型になることが示せる.

3 Faginの結果
有限グラフ $A$ に対して, $X\cong A$ を表す論理式を $\psi_{A}(X)$ と書くことにする.
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約束 すべての有限グラフのクラスを $\mathrm{K}_{0}$ とし, $\mathrm{K}_{0}$-generic グラフ $\Lambda^{J}I$ の理論
を $\tau_{0}$ とする. $s_{0}=\{\forall X(\psi_{A}(X)arrow\exists y\psi_{Ab}(Xy)) : A\subset Ab\in \mathrm{K}_{0}\}$ とする. $\Lambda l$

は $s_{0}$ のモデルとなっているので $s_{0}$ は無矛盾であることに注意. 辺確率 p $=$

定数であるランダムグラフ $G(n,p)$ において, $T^{0}= \{\sigma : \lim_{narrow 0}P_{n}^{p}(\sigma)=1\}$

とする

補題 6 $S_{\mathit{0}}\vdash T_{0}$ .

証明 $M$ を $\mathrm{K}_{0}$-generic グラフ, $N$ を $s_{0}$ のモデルとする 可算な $N_{0}\prec N$ を

取ると, 補題 5より $N_{0}\cong M$ であるので $N\equiv M$. よって $S_{0}\vdash T_{0}$ .

補題 7 任意の $\phi\in S_{0}$ に対して, $\lim_{narrow}$
。

$P_{n}^{p}(\phi)=1$ .

証明 $\phi=\forall X(\psi_{A}(X)arrow\exists y\psi_{Ab}(Xy))$ とする. $v(A)=m,$ $e(b/A)=l$ とする.
このとき $P_{n}^{p}(\neg\phi)\leq(n)_{m}(1-p^{l}q^{m-l})^{n-m}arrow 0$ . よって limn\rightarrow \infty 。瑠 (\mbox{\boldmath $\phi$}) $=1$ .

定理 8 $T_{0}=T^{0}$ .

証明 定義より $T^{0}$ が無矛盾であることはあきらか. よって乃 $\subset T^{0}$ を示せば
よい. $\sigma\in T_{0}$ とする. 補題 6よりある $\phi_{1},$

$\ldots,$
$\phi_{n}\in S_{0}$ が存在して $\phi_{1}\wedge\ldots\wedge\phi_{n}\vdash$

$\sigma$ . よって $P(\sigma)\geq P(\phi_{1}\wedge\ldots\wedge\phi_{n})\geq P(\phi_{1})+\ldots+P(\phi_{n})-(n-1)arrow 1$ . 従っ
て $\sigma\in T^{0}$ .

系 9(Fagin [2]) 辺確率 $P$ が定数のとき Zero-One Lawが成り立つ.

4 $T_{\alpha}$ の公理化

約束 各実数 $\alpha\in(0,1)$ に対して, $\mathrm{K}_{\alpha}$-generic グラフの理論を $T_{\alpha}$ と書く. さ

らに, 次の閉論理式の集合を $S_{\alpha}$ と書 $\langle$ :(1) $\neg\exists X\psi_{A}(X)(A\not\in \mathrm{K}_{\alpha})$ ; (2)
$\forall X(\psi_{A}(X)arrow\exists \mathrm{Y}\psi_{AB}(XY))(A\leq B\in \mathrm{K}_{\alpha})$ . ここで, $\mathrm{K}_{\alpha}$-generic グラフ
は $S_{\alpha}$ のモデルになっているので $S_{\alpha}$ は無矛盾であることに注意する. 辺確率

$p=n^{\alpha}$ のランダムグラフ $G(n, n^{-\alpha})$ において, $T^{\alpha}= \{\sigma : \lim_{narrow 0}P_{n}^{p}(\sigma)=1\}$

とする.

定理 10 $(\mathrm{I}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{a}-\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{y}\mathrm{o}-\mathrm{T}\mathrm{s}.\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{i} [4])$ 各実数 $\alpha\in(0,1)$ に対して $S_{\alpha}\vdash T_{\alpha}$ .
よって $T_{\alpha}$ は \Pi 2-公理化可能.
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注意 11 Baldwin-Shelah は $\alpha\in(0,1)$ が無理数のときに几が \Pi 3-公理化可
能であることを示している [1]. さらに Laskowski は $\alpha\in(0,1)$ が無理数のと
きに $T_{\alpha}$ が $\overline{\mathrm{r}}1_{2}$-公理化可能であることを示している [5]. 上の定理はこれらの
結果の拡張になっている.

以下, この定理の証明を $\alpha$ が有理数の場合と無理数の場合に分けてみて
いく.

4.1 $\alpha$ が有理数のとき

定義 有限グラフ $A$ が極小であるとは, サイズが 2以上の任意の真部分集合
$X\subset A$ に対して $\delta(X)>\delta(A)$ となることである.

補題 12 $\alpha\in(0,1)$ を有理数とする. このとき,
(i) $\delta(D)=1$ となる極小グラフ $D$ が存在する ;
(ii) $\alpha=u/t$ とするとき, $\delta(E)=1-1/t$ となる極小グラフ $E$が存在する. こ

こで $u,$ $t$ は互いに素な自然数.

証明 (i) 次の 2つの場合に分けて考える.
場合 1:1/2 $<\alpha<1$ のとき. 2つ忌頂点と 1つの辺からなるグラフ $A$ は

$\delta(A)=2-\alpha$ なる極小グラフ. ここで $0<\delta(A)-1<1/2$ に注意. $n= \inf\{k$ :
$k-k\alpha\geq 1\}$ とし, $A$ の $n$個のコピーを 1点を共有するように輪状に貼り合わ
せたグラフを $B$ とすると $B$ は $\delta(B)=n-n\alpha$ の極小グラフとなる. ここで,

$n-n\alpha=1$ のときは $B$ が $\delta(B)=1$ の極小グラフとなりおしまい. $n-n\alpha>1$

のときは $0<\delta(B)-1<1/2$ となるので, $B$ を部品として上と同様の操作を
行えば, $\alpha$ が有理数であることよりいつかは $\delta(D)=1$ の極小グラフ $D$ が得
られる.
場合 2: $0<\alpha\leq 1/2$ のとき. $n= \sup\{k : \delta(K_{k})\geq 1\}$ とする. $\delta(K_{n})=1$ で

あれば Kn が求める極小グラフ. そうでない場合, Kn から辺を–本ずつ取り
除いていくと, いっかは $0<\delta(A)-1<1/2$ をみたす極小グラフ $A$が存在す
る. この $A$ を部品として場合 1と同様の操作を行えば $\delta(D)=1$ なる極小グ
ラフ $D$ が得られる.
(ii) (i) の証明とほぼ同様に, $0<\alpha\leq(1-t)/2t$ の場合と $(1-t)/2t<\alpha<1$

の場合の 2つの場合に分けてかんがえればよい.

定義 有限グラフの対 $(B, A)$ が K\alpha -極小滴であるとは,

(i) $A\leq B\in \mathrm{K}_{\alpha}$ ;
(ii) $A\subset C\leq B$ ならば $C=A$ あるいは $C=B$.
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補題 13 $\alpha\in(0,1)$ が有理数のとき $\mathrm{K}_{\alpha}$ は次の性質をみたす :
$(^{*})$ 任意の K\alpha 極小対 $(B, A)$ と自然数 $n$ に対して $A\leq C,$ $\delta(C/A)=$

$0,$ $B\leq_{n}C$ をみたす $C\in \mathrm{K}_{\alpha}$ が存在.

証明 $\mathrm{K}_{\alpha}$-極小津 $(B, A)$ と自然数 $n$ を固定する. $\delta(B/A)=0$のときは $C=B$
とすればよいので $\delta(B/A)>0$ と仮定してよい. また $(B, A)$ は極小対なので

$\delta(B/A)\leq 1$ . よって $\alpha=u/t$ ($u,$ $t$ は互いに素な自然数) とすると, $\delta(B/A)=$

$k/t$ ( $k$ は $0<k\leq t$ なる自然数) となる. いま補題 12より $\delta(D)=1$ なる極
小グラフ $D$ と $\delta(E)=1-1/t$ なる極小グラフ $E$ が存在する. このとき

$C=B\oplus D_{1}\oplus\cdots\oplus D_{n}\oplus E_{1}\oplus\cdots\oplus E_{k}$

とする. ただしここで, $D_{i},$ $E_{j}$ はそれぞれ $D,$ $E$のコピー, そして $X\oplus \mathrm{Y}$ は 1点
のみを共有する自由融合, を意味する. まず初めに $\delta(C/A)=0$ を示す. (証明 :
$\delta(C/A)=\delta(B/A)+\delta(D_{1}\ldots D_{n}/B)+\delta(E_{1}\ldots E_{k}/D_{n})=k/2+0+(-k/2)=0.)$

次に $B\leq_{n}C$ を示す. (証明 : サイズが高々 $n$ の $X\subset C-B$ を取る. $B-C\not\subset X$

であるので, $D_{1},$
$\ldots,$

$D_{n},$ $E_{1},$
$\ldots,$

$E_{k}$ と $X$ との共通部分はどれかが欠けている.
よって $D,$ $E$ の極小性より $\delta(X/B)\geq 0.)$ 最後に $A\leq C\in \mathrm{K}_{\alpha}$ を示す. (証明 :

$\mathrm{K}_{\alpha}$ の融合性より $C\in \mathrm{K}_{\alpha}$ はあきらか. また $(B, A)$ が極小対であることより
$A\leq C$ も導かれる.)

補題 14 $\alpha\in(0,1)$ が有理数のとき $S_{\alpha}\vdash T_{\alpha}$ .

証明 $N$ を $\aleph_{0^{-}}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}\iota 1\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$ な $S_{\alpha}$ のモデルとする. 補題 5より $N$ が generic で
あることを示せば十分. $A\leq B\in \mathrm{K}_{\alpha},$ $\mathrm{A}\leq \mathrm{N}$ とする. $A=B_{0}\leq B_{1}\leq\ldots\leq$

$B_{k}=B$ を長さが極大の closed tower とする. 補題 13より, 任意の自然数 $n$

に対して $A\leq C,$ $\delta(C/A)=0,$ $B_{1}\leq_{n}C$ をみたす $C\in \mathrm{K}_{\alpha}$ が存在する. よって
$S_{\alpha}(1)$ より, $C$ は $A$上 $N$の中に埋め込めるが, $\delta(C/A)=0$であるので $C\leq N$

と思ってよい. さらに $B_{1}\leq_{n}C$ より $B_{1}\leq_{n}N$ も成り立っている. よって論理
式の集合 $\{X_{1}\leq_{n}N : X\cong_{A}B_{1}, n\in\omega\}$ は無矛盾であるので, $N$ の saturation
より $B_{1}’\leq N$ なる $B_{1}$ の $A$上のコピー $B_{1}’$ が存在する. この操作を $B_{2},$

$\ldots,$
$B_{k}$

まで続けていけば $B$ が $A$上 closed に埋め込むことができる.

4.2 $\alpha$が無理数のとき

補題 15 $\alpha\in(0,1)$ を無理数とする. $\epsilon$ を任意の正の実数とする. このとき
(i) $0<\delta(D)-1<\epsilon$ をみたす極小グラフ $D$ が存在する.
(ii) $-\epsilon<\delta(E)-1<0$ をみたす極小グラフ $E$ が存在する.
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証明 補題 12の証明とほぼ同様.

補題 16 $\alpha\in(0,1)$ が無理数のとき $\mathrm{K}_{\alpha}$ は次の性質をみたす :

$(^{**})$ 任意の $\mathrm{K}_{\alpha}$-極小対 $(B, A)$ と自然数 $n$ と正の実数 $\epsilon$ に対して
$A\leq C,$ $\delta(C/A)<\epsilon,$ $B\leq_{n}C$ をみたす $C\in \mathrm{K}_{\alpha}$ が存在.

証明 極小対 $(B, A)$ と自然数 $n$ と正の実数 $\epsilon$ を固定する. $(B, A)$ が極小対で
あることから $\mathit{5}(B/A)\leq 1$ である. $\epsilon_{1}=(1+\epsilon-\delta(B/A))/n$ とする. 補題 15
より, $0<\delta(D)-1<\epsilon_{1}$ をみたす極小グラフ $D$ が存在する. 正の実数 $\epsilon_{2}<\epsilon$

を選ぶ. 再び補題 15より $-\epsilon_{2}<\delta(E)-1<0$ をみたす極小グラフ $E$ が存在
する. このとき

$0<\delta(B/A)+n(\delta(D)-1)+k(\delta(E)-1)<\epsilon$

をみたす自然数 $k$ が存在する. いま

$C=B\oplus D_{1}\oplus\cdots\oplus D_{n}\oplus E_{1}\oplus\cdots\oplus E_{k}$

とする. ただしここで, $D_{i},$ $E_{j}$ はそれぞれ $D,$ $E$のコピーとする. まず $\delta(C/A)<$

$\epsilon$ を示す 実際 $\delta(C/A)=\delta(B/A)+\delta(D_{1}\ldots D_{n}/B)+\delta(E_{1}\ldots E_{k}/D_{n})=\delta(B/A)+$

$n(\delta(D)-1)+k(\delta(E)-1)<\epsilon$ . $B\leq_{n}C$ および $A\leq C\in \mathrm{K}_{\alpha}$ の証明は補題 13
とほぼ同様なので省略する. (ただし, $\delta(E_{1}\oplus\cdots\oplus E_{k})=1+k(\delta(E)-1)>$

$1-k\epsilon_{2}>0$ に注意.)

補題 17 $\alpha\in(0,1)$ が無理数のとき $S_{\alpha}\vdash T_{\alpha}$ .

証明 まず次の主張を示す.
主張: $N$ を $S_{\alpha}$ の $\aleph_{1^{-}}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$ モデルとするとき, $A\leq B\in\overline{\mathrm{K}}_{\alpha},$ $|A|=\aleph_{0},$ $|B-$

$A|<\aleph_{0},$ $A\leq N$ ならば $B’\leq N$ なる $B$ の $A$上のコピー $B’$ が存在する.
証明 : $B^{*}=B-A$ とする. $B$ を $A$ 上の closed tower $A=B_{0}\leq B_{1}\leq\cdots\leq$

$B_{m}=B$ に長さが極大になるように分解する. $B=B_{1}$ であると仮定すると,
$(B, A)$ は極小対と思ってよい. $A$ の有限部分集合の上昇列 $A_{n}$ を

(i) $A= \bigcup_{n<\omega}A$ ,
(ii) $\inf\{\delta(X/A_{n}) : X \mathrm{c}_{\omega}A\}\geq-1/n$ ,
をみたすように取る. 自然数 $n$ を固定する. さらに $\epsilon=\inf\{\delta(X/A_{n}B^{*}):|X|\leq$

$n,$ $A_{n}B^{*}\leq XA_{n}B^{*}\in \mathrm{K}_{\alpha}\}$ とする. 性質 $(^{**})$ より, $A_{n}\leq C,$ $\delta(C/A_{n})<$

$\epsilon-1/n,$ $A_{n}B^{*}\leq_{n}C$ をみたす $C\in \mathrm{K}_{\alpha}$ が存在する. $S_{\alpha}(2)$ より, $C$ は $A_{n}$
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上 $N$ の中に埋め込まれていると思ってよい. このとき $A_{n}B^{*}\leq_{n}N$ が成り
立っている. (証明 : $X\subset N-A_{n}B^{*}$ をサイズが高々 $n$ の部分集合とする.
$X_{C}=X\cap C,$ $X_{N}=X-C$ とする. このとき $\delta(X/A_{n}B^{*})=\delta(X_{C}/A_{n}B^{*})+$

$\delta(X_{N}/A_{n}B^{*}X_{C})\geq\delta(X_{C}/A_{n}B^{*})+\delta(X_{N}/C)\geq\epsilon-(\epsilon-1/n).)$ よって論理式
の集合 $\{A_{n}X\leq_{n}N:X\cong_{A_{n}}B, n\in\omega\}$ は無矛盾であるので, $N$ の saturation
より $B’\leq N$ なる $B$ の $A$上のコピー $B’$ が存在する. また $B_{1}\neq B$ のときも,

$B_{1},$ $B_{2},$
$\ldots$
をひとつずつ $N$ の中に折りたたんでいけば最終的に $B$ を closed に

埋め込むことができる.
$M,$ $N$ を $S_{\alpha}$ の $\aleph_{1}$-saturated なモデルとするとき, 上の主張より Back-and-

Forth を用いて $M_{1}\cong N_{1},$ $M_{1}\prec M,$ $N_{1}\prec N$ をみたす $M_{1},$ $N_{1}$ を作ることがで
きる. よって $M\equiv N$ となるので $S_{\alpha}\vdash T_{\alpha}$ .

5 Shelah-SPencerの結果の–般化

実数 $\alpha\in(0,1)$ を固定する. 辺確率が $p=n^{-\alpha}$ のとき, 確率 $P_{n}^{p}(*)$ を $P_{n}^{\alpha}(*)$

と略記する.

補題 18 任意の $\phi\in S_{\alpha}$ に対して次をみたす無理数 $\beta\in(0, \alpha]$ が存在する :
任意の無理数 $\beta’\in[\beta, \alpha]$ に対して $\lim_{narrow\infty}P_{n}^{\beta’}(\phi)=1$ .

証明 ふたつの場合に分けて考える.
場合 1: $\phi=\neg\exists X\psi_{A}(X)(A\not\in \mathrm{K}_{\alpha})$ のとき. $\delta(A)=k-l\alpha<0$ と仮定し
て構わない. このとき k–113 $<0$ をみたす無理数 $\beta\in(0, \alpha]$ が存在. 無理数
$\beta’\in[\beta, \alpha]$ を固定する. このとき

$P_{n}^{\beta’}(\neg\emptyset)\leq(n)_{k}p^{\iota_{q}(\begin{array}{l}k2\end{array})-l}\leq n^{k-l\beta’}arrow 0$ .

ゆえに $\lim_{narrow\infty}P_{n}^{\beta’}(\phi)=1$ .
場合 2: $\phi=\forall X(\psi_{A}(X)arrow\exists Y\psi_{AB}(XY))$ $(A\leq B\in \mathrm{K}_{\alpha})$ のとき. $v(A)=$

$m,$ $v(B/A)=k,$ $e(B/A)=l$ とする. 無理数\beta $\leq\beta’\leq\alpha$を固定する. $\delta(B/A)>$

$0$ より $k-l\beta’>0$ に注意. このとき

$P_{n}^{\beta’}(\neg\emptyset)\leq(n)_{m}(1-p^{l(\begin{array}{l}m+k2\end{array})-(_{2}^{m})-l(\begin{array}{l}n-mk\end{array})}q)=O(n^{m}e^{-n^{k-l\beta’}})=0(1)$ .

ゆえに $\lim_{narrow\infty}P_{n}^{\beta’}(\phi)=1$ .
定義 $T^{\leq\alpha}$ を次の条件をみたす 1階閉論理式 $\sigma$ の集合とする : ある無理数
$\beta\leq\alpha$ が存在して, 任意の無理数 $\beta’\in[\beta, \alpha]$ に対して $\lim_{narrow\infty}P_{n}^{\beta’}(\sigma)=1$ .
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定理 19([3]) (i) 任意の実数 $\alpha\in(0,1)$ に対して, $T_{\alpha}=T^{\leq\alpha}$ .
(ii) 任意の無理数 $\alpha\in(0,1)$ に対して, $T^{\alpha}=T^{\leq\alpha}$ .

証明 (i) 定義より $T^{\leq\alpha}$ が無矛盾であることはあきらか. よって恥が完全
であることより $T_{\alpha}\subset T^{\leq\alpha}$ を示せばよい. 任意の $\sigma\in T_{\alpha}$ を取る. 定理 10
より, $\phi_{1}\wedge\ldots\wedge\phi_{n}\vdash\sigma$ をみたす $\phi_{1},$

$\ldots,$
$\phi_{n}\in S_{\alpha}$ が存在する. 補題 18より,

各 $\phi_{i}$ に対してある無理数 A $\leq\alpha$ が存在して任意の $\beta’\in[\beta_{i}, \alpha]$ に対して
$\lim_{narrow\infty}P_{n}^{\beta’}(\phi)=1$ . $\beta=\max\{\beta_{1}, \ldots, \beta_{n}\}$ とする. 任意の無理数 $\beta^{j}\in[\beta, \alpha]$ を
取る. このとき

$P_{n}^{\beta’}(\sigma)\geq P_{n}^{\beta’}(\phi_{1}\wedge\ldots\wedge\phi_{n})\geq P_{n}^{\beta’}(\phi_{1})+\ldots+P_{n}^{\beta’}(\phi_{n})-(n-1)arrow=1$ .

ゆえに $\sigma\in T^{\leq\alpha}$ .
(ii) $\alpha$ を無理数とする. $T^{\alpha}\subset T^{\leq\alpha}$ を示せば十分. 任意に $\sigma\not\in T^{\leq\alpha}$ を取る.
(i) より $\neg\sigma\in T^{\leq\alpha}$ であるので, 定理 10より $\phi_{1}\wedge\ldots\wedge\phi_{n}\vdash\neg\sigma$ をみたす
$\phi_{1},$

$\ldots,$
$\phi_{n}\in S$ が存在する. このとき (i) と同様に

$P_{n}^{\alpha}(\neg\sigma)\geq\text{」}P_{n}^{\alpha}(\phi_{1}\wedge\ldots\wedge\phi_{n})arrow 1$ .

ゆえに $\sigma\not\in T^{\alpha}$ .

系 20 (Shelah-Spencer [7], Baldwin-Shelah [1]) 辺確率 p $=n^{-\alpha}$ にお

いて $\alpha\in(0,1)$ が無理数のとき Zero-One Lawが成り立つ.
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