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$\mathrm{f}^{\backslash }s0$ . I nt roduct $\mathrm{i}$ on.

The purpo se $\mathrm{o}\mathrm{f}$ th $\mathrm{i}\mathrm{s}$ not $\mathrm{e}$
$\mathrm{i}\mathrm{s}$ to clari fy the not ion $\mathrm{o}\mathrm{f}$

”
$\mathrm{i}$ nno $\mathrm{v}$ a $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11$

”

for a $\mathrm{s}$ tochas $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$ proces $\mathrm{s}$ X (t) , hav ing been sugges $\mathrm{t}e\mathrm{d}$ by P. L\’evy’ $\mathrm{s}$

idea of stochastic infinitesimal equation. Tllen, we proceed to the

cas $\mathrm{e}$
$\mathrm{o}\mathrm{f}$ a random $\mathrm{f}\mathrm{i}$ eld X (C) depend ing on a man $\mathrm{i}\mathrm{f}$ old $\mathrm{C}$ , $\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}$ re we also

$\mathrm{s}$ ee $\mathrm{t}$ he $\mathrm{r}o$ le $\mathrm{o}\mathrm{f}$ $\mathrm{t}$ he innovat $\mathrm{i}$ on $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ $\mathrm{t}$ he $\mathrm{s}\mathrm{t}$ udy $o\mathrm{f}$ X (C) $\mathrm{i}\mathrm{n}$ que $\mathrm{s}\mathrm{t}$ $\mathrm{i}$ on.

Let X (t), $\mathrm{t}$ $\in$ $\mathrm{R}$ , be a $\mathrm{s}$ tochas $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$ proce $\mathrm{s}\mathrm{s}$ . We are int $e\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}$ ed $\mathrm{i}\mathrm{n}$

$\mathrm{t}$ he case $\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}$ re the $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}$ at $\mathrm{i}$ on $6\mathrm{X}$ $(\mathrm{t} )$ $\mathrm{o}\mathrm{v}e\mathrm{r}$ an $\mathrm{i}$ nf $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}$ es imal int $\mathrm{e}$ rval

$|$

.
$\mathrm{t}$ , $\mathrm{t}+\mathrm{d}\mathrm{t}$ ) can be expre $\mathrm{s}\mathrm{s}$ ed $\mathrm{i}\mathrm{n}$ $\mathrm{t}$ he $\mathrm{f}\mathrm{o}$ rm

(1) $6\mathrm{X}(\mathrm{t})$ $=\Phi(\mathrm{X}(\mathrm{s}), \mathrm{s}\leq \mathrm{t} , \mathrm{Y}(\mathrm{t}) , \mathrm{t} , \mathrm{d}\mathrm{t})$ .
Th $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ the so-called L\’evy’ $\mathrm{s}$ $\mathrm{s}$ tochas $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$ $\inf \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}$ esimal $\mathrm{e}$ quat $\mathrm{i}$ on (see

[1] $)$ . I $\mathrm{n}$ the above expres $\mathrm{s}\mathrm{i}$ on $\Phi$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ a non-random funct $\mathrm{i}$ on and the $\mathrm{Y}(\mathrm{t})$

$\mathrm{i}\mathrm{s}$ { he $i$ nnova $t$ ion wh $\mathrm{i}$ ch $\mathrm{i}\mathrm{s}$ a random variabl $\mathrm{e}$ independent of the X (s) ,

$\mathrm{s}$ $\leq$ $\mathrm{t}$ , namely $\mathrm{Y}(\mathrm{t})$ $\mathrm{s}\mathrm{t}$ ands $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ $\mathrm{t}$ he new $\inf$ormat $\mathrm{i}$ on ga ined by X (t) $\mathrm{i}\mathrm{n}$

$\mathrm{t}$ he $\mathrm{t}$ ime int $\mathrm{e}$ rval $[\mathrm{t}.$ $\mathrm{t}+\mathrm{d}\mathrm{t})$ .
Alt hough the equat $\mathrm{i}$ on (1) ha $\mathrm{s}$ only $\mathrm{f}\mathrm{o}$ rmal $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}$ cance , $\mathrm{i}\mathrm{t}$ can

well de scr ibes $\mathrm{t}$ he probab $\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{s}\{\mathrm{i}_{\mathrm{C}}$ $\mathrm{s}\mathrm{t}$ ruc $\mathrm{t}$ ure $\mathrm{o}\mathrm{f}$ the proces $\mathrm{s}$ X (t). The

randomne $\mathrm{s}\mathrm{s}$
$\mathrm{t}$ hat $\mathrm{i}\mathrm{s}$ contained in the {X $(\mathrm{t})$ } $\mathrm{i}\mathrm{s}$ ent $\mathrm{i}$ rely involved $\mathrm{i}\mathrm{n}$ the

$\mathrm{s}.,\mathrm{v}\mathrm{s}\mathrm{t}$ em $\{\mathrm{Y}(\mathrm{t})\}$ , $\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}$ ch $\mathrm{i}\mathrm{s}$ a $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}$ em $\mathrm{o}\mathrm{f}$ elemen tary random var $\mathrm{i}$ able $\mathrm{s}$ .
Hav ing been mot ivat ed by $\mathrm{t}$ he idea $\mathrm{t}$ hat come $\mathrm{s}$

$\mathrm{f}$ rom equat $\mathrm{i}o11$ (1) above ,

we are nat urally led to a $\mathrm{s}$ tochast $\mathrm{i}\mathrm{c}$ analys $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ X( t) $\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}$ ed on the

innovat $\mathrm{i}$ on; in part $\mathrm{i}$ cular , we are led $\mathrm{t}\mathrm{o}$ wh $\mathrm{i}$ te no $\mathrm{i}$ se analys $\mathrm{i}\mathrm{s}$ , whe re

$\mathrm{t}$ he $\mathrm{Y}(\mathrm{t})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{t}$ aken $\mathrm{t}\mathrm{o}$ be whi te no $\mathrm{i}$ se $\dot{\mathrm{B}}(\mathrm{t})$ .
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Be fore we come to a se{ up of our analys $\mathrm{i}\mathrm{s}$ , we have $\mathrm{t}\mathrm{o}$ ment ion an

impo rtant remark. The innovat $\mathrm{i}$ on should not be unde $\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}_{0}\mathrm{o}\mathrm{d}$ as a $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}e\mathrm{m}$

of cont inuously many independent random vari ables , but the $\mathrm{Y}(\mathrm{t})$
’

$\mathrm{s}$ are

independent random variables , $\mathrm{e}$ ach $\mathrm{o}\mathrm{f}$ which $\mathrm{i}\mathrm{s}$ to be assoc iated to an

inf $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}$ es imal $\mathrm{t}$ ime int ervals $\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}$ length $dt$ . Thus , the $\mathrm{i}\mathrm{r}$ sum or the

int egral li ke $\int^{\mathrm{t}}\mathrm{Y}(\mathrm{s})\sqrt\overline{\mathrm{d}\mathrm{s}}$

$=$ $\mathrm{Z}(\mathrm{t})$ gives an $\mathrm{a}\mathrm{d}\dot{\mathrm{d}}\mathrm{i}\mathrm{t}$ ive proces $\mathrm{s}$ . The cho $\mathrm{i}$ ce

of $\tau/\overline{\mathrm{d}\mathrm{s}}$ in the integral is easily acceptable if one thinks of $\sqrt\overline{\mathrm{n}}$ -law

for $\mathrm{t}$ he sum $\mathrm{o}\mathrm{f}$ independent ident ically di $\mathrm{s}\mathrm{t}$ ribut ed random var iabl $e\mathrm{s}$ .
It is noted that the given $\mathrm{X}(\mathrm{t})$ and the $\mathrm{Z}(\mathrm{t})$ defined above have the

same $\mathrm{i}$ nnovat $\mathrm{i}$ on $\mathrm{Y}(\mathrm{t})$ at any inf ini $\mathrm{t}$ es imal $\mathrm{i}$ nt erval [ $\mathrm{t}.$ $\mathrm{t}+\mathrm{d}\mathrm{t}$ $)$ . The

$\mathrm{e}1$ ement ary random variable , whi ch $\mathrm{i}\mathrm{s}$ ideali $\mathrm{z}e\mathrm{d}$ , may be $\mathrm{e}\mathrm{i}$ ther $\mathrm{d}\mathrm{Z}(\{)$ $=$

$\mathrm{Y}(\mathrm{t})\sqrt\overline{\mathrm{d}\mathrm{t}}$ or $\dot{\mathrm{Z}}(\mathrm{t})$ $= \frac{\mathrm{d}\mathrm{Z}}{\mathrm{d}}(\underline{\mathrm{t}})\mathrm{t}-$

$= \frac{\mathrm{Y}}{f}\frac{(\underline{\mathrm{t}}}{\mathrm{d}\mathrm{t}}1$

Now $\mathrm{r}e$call $\mathrm{t}$ he $\mathrm{L}\overline{\mathrm{e}}$’vy-I $\mathrm{t}^{\wedge}\mathrm{o}$ decompos $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}$ on $\mathrm{o}\mathrm{f}$ an add $\mathrm{i}\mathrm{t}$ ive process , in

$\mathrm{f}$ act , $\mathrm{t}$ hat $\mathrm{o}\mathrm{f}$
$\mathrm{L}\overline{\dot{\mathrm{e}}}$ vy proc $e\mathrm{s}\mathrm{s}$ that sat $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{i}$ es $\mathrm{s}o\mathrm{m}\mathrm{e}$ add $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}$ onal as sumpt $\mathrm{i}$ ons

involv ing $\mathrm{s}\mathrm{t}$ at $\mathrm{i}$ onary increment $\mathrm{s}$ property. The decompos $\mathrm{i}\mathrm{t}$ ion theorem

says that $\mathrm{Z}(\mathrm{t})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ a sum of a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}_{0}\mathrm{m}$ term $J\#$ . $t$ and two independent

proces ses $\sigma \mathrm{B}(\mathrm{t})$ and $\mathrm{P}(\mathrm{t})$ :

(2) $\mathrm{Z}(\mathrm{t})$ $=\mathrm{m}\cdot \mathrm{t}$ $+\sigma\cdot \mathrm{B}(\mathrm{t})$ $+\mathrm{P}(\mathrm{t} )$ ,

$\mathrm{w}\mathrm{h}e$ re $\mathrm{B}(\mathrm{t})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ a Brownian mot ion and $\tau_{\dot{4}}\mathrm{h}e\mathrm{r}e$ $\mathrm{P}(\mathrm{t})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ a compound Po $\mathrm{i}\mathrm{s}$ son

proce $\mathrm{s}\mathrm{s}$ .
We a $\mathrm{r}e$ part $\mathrm{i}$ cularly $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ eres $\mathrm{t}$ ed in the Gaus $\mathrm{s}$ ian part , and bv

$\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}$ ng $\sigma$ $=$ 1 in (2) , we shall $\mathrm{f}\mathrm{o}$ rm a Gaus $\mathrm{s}\mathrm{i}$ an svyst $e\mathrm{m}o\mathrm{f}$ idea $L$ ized

$\mathrm{e}$ Lemen tary random va $r$ Lab les $\{\dot{\mathrm{B}} (\mathrm{t} )\}$ wi $\mathrm{t}\mathrm{h}\dot{\mathrm{B}}(\mathrm{t})$ $=- \frac{\mathrm{B}}{\mathrm{d}}\mathrm{d}(\underline{\mathrm{t}}\mathrm{t})-$ . Such a cho $\mathrm{i}$ ce

of the system makes a mil $\mathrm{e}$ st one of our stochast ic analys is. More

$\mathrm{p}\mathrm{r}e\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{S}e$ ly , we take $\mathrm{t}$ he $\dot{\mathrm{t}}\mathit{3}$

$=$ $\{\dot{\mathrm{B}}(\mathrm{t})\}$ $\mathrm{t}.0$ be a sys $\mathrm{t}$ em of vari ables of a

randoln funct ion $\varphi(\dot{\mathrm{B}})$ and we shall carry on $\mathrm{s}$ tochas $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}_{d}$ analys $\mathrm{i}\mathrm{s}$ ,
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name ly $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}e$ rent $\mathrm{i}\mathrm{a}]_{-}$ and int egral calculus in the $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}$ iabl es $\dot{\mathrm{B}}(\mathrm{t})$
’

$\mathrm{s}$ .
The calculus , called the $uh\tau’te$ no $i$ se $analys$ is , has $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}$ ens ively been

developed so far in thi $\mathrm{s}$ line.

We shall then propose a next step, namely white noise analysis

of random fields $\mathrm{X}(\mathrm{C})$ depending 011 a manifold $\mathrm{C}$ by introducing the

innovat $\mathrm{i}$ on. Fo $\mathrm{r}$ th $\mathrm{i}\mathrm{s}$ purpo $\mathrm{s}\mathrm{e}$ we gene ral $\mathrm{i}\mathrm{z}e$ the L\’evy ’
$\mathrm{s}$

$\mathrm{s}\mathrm{t}$ ochas $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$

inf ini $\mathrm{t}e\mathrm{s}$ imal equat $\mathrm{i}$ on (1). Name $1\mathrm{y}$ , we propo se an equat $\mathrm{i}$ on

(3) $6\mathrm{X}(\mathrm{C})$ $=\Phi$ ( $\mathrm{X}$ ( $\mathrm{C}$ ’) , $\mathrm{C}$ $’\subset \mathrm{C}$ , $\mathrm{Y}(\mathrm{s})$ , $\mathrm{s}\in$ $\mathrm{C}$ , $\mathrm{C}$ , 6 C) ,

which $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}11$ has only $\mathrm{f}\mathrm{o}$ rmal $\mathrm{s}$ igni $\mathrm{f}\mathrm{i}$ cance , but $\mathrm{i}\mathrm{t}$ does sugges $\mathrm{t}$ $0$ ur

approach. The equat $\mathrm{i}$ on (3) may be call $e\mathrm{d}$ a $\mathrm{s}toC$, has $tic$ $variat$ iona $l$

equa $t$ ion. The analys $\mathrm{i}\mathrm{s}$ that $\mathrm{w}\mathrm{i}11$ be developed can $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}11$ be $\mathrm{i}\mathrm{n}$ our

calculus by $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}$ ng the innovat $\mathrm{i}$ on to be $\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}$ no $\mathrm{i}$ se.

31?. $\underline{\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{c}}\underline{\mathrm{k}}\mathrm{g}\underline{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}}$and $\mathrm{r}\mathrm{e}_{\mathrm{P}_{--}^{\underline{\mathrm{r}}\mathrm{e}}\mathrm{s}}-\underline{\mathrm{s}}\underline{\mathrm{e}\mathrm{n}\{\mathrm{a}}\mathrm{t}_{-}-^{\mathrm{i}_{0}\mathrm{n}}\underline{\mathrm{O}\mathrm{f}}\underline{\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{S}}$ian $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{e}\underline{\mathrm{s}\mathrm{S}e\mathrm{S}}$ .
$\mathrm{S}$ ince we shall $\mathrm{d}\mathrm{i}$ scuss in 1 $\mathrm{i}\mathrm{n}e$ wi $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}e$ no $\mathrm{i}$ se analys $\mathrm{i}\mathrm{s}$ , ev $\mathrm{e}$ ry

random phenolnenon is as sumed to be $\mathrm{e}$ xpres sed as a generali zed whi te

no $\mathrm{i}$ se funct iona].

$\mathrm{S}\mathrm{t}$ art wi th a whi $\mathrm{t}e$ no $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}$

$(\mathrm{E}^{*} , /\mathrm{J})$ wi th $\mathrm{R}^{\mathrm{d}}$ -parame $\mathrm{t}$ er $(\mathrm{i}$ . $\mathrm{e}.$

$\mathrm{E}^{*}$

$\mathrm{i}\mathrm{s}$

an extens ion of $\mathrm{L}^{2}$ $(\mathrm{R}^{\mathrm{d}}\rangle )$ , and let $(\mathrm{S})^{*}$ be $\mathrm{t}$ he space $\mathrm{o}\mathrm{f}$ general $\mathrm{i}\mathrm{z}e\mathrm{d}$

$\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}e$ no $\mathrm{i}$ se funct $\mathrm{i}$ onals. The inf ini $\mathrm{t}e$ $\mathrm{d}$ imens $\mathrm{i}$ onal rotat $\mathrm{i}$ on group $\mathrm{O}_{\infty}^{*}$

$=$
$\mathrm{o}_{\Phi}^{*}(\mathrm{E}^{*})$ act $\mathrm{s}$ on $\mathrm{E}^{*}$ and keeps $\mathrm{t}$ he whi $\mathrm{t}e$ no $\mathrm{i}\mathrm{s}e$ mea sure $\mathrm{t}\lambda$

$\mathrm{i}$ nvar $\mathrm{i}$ ant.

One of the mot ivat $\mathrm{i}$ ons $\mathrm{o}\mathrm{f}$ our approach $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{t}$ he canon $\mathrm{i}$ cal repre-

sentat $\mathrm{i}$ on $\mathrm{t}\mathrm{h}e\mathrm{o}$ ry $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ Gaus $\mathrm{s}$ ian proces $\mathrm{s}$ edthat $\mathrm{i}\mathrm{s}$
$\mathrm{o}\mathrm{r}$ ig inated by P. L\’evy

(see $\mathrm{e}$ . $\mathrm{g}$ . [2 $\rfloor$ ). Given a Gaus $\mathrm{s}$ ian proce $\mathrm{s}\mathrm{s}$ X (t) wi th $\mathrm{E}(\mathrm{X}(\mathrm{t}))$ $=$ $0$ . I $\mathrm{f}$

X (t) $\mathrm{i}\mathrm{s}$
$\mathrm{e}$ xpres sed $\mathrm{i}\mathrm{n}$ the $\mathrm{f}$ orm

(4) X (t) $= \int^{\mathrm{t}}\mathrm{F}$ ( $\mathrm{t}$ , u) $\dot{\mathrm{B}}(\mathrm{u}\rangle$ du ,
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$\mathrm{t}$ hen it $\mathrm{i}\mathrm{s}$ called a representat ion of X(t) in $\mathrm{t}e$ rms of $\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}$ te $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{s}e$

$\dot{\mathrm{B}}(\mathrm{u})$ . Or we may $\mathrm{w}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}$ (4) in $\mathrm{t}$ he forln

$(4 ,$) X $(\mathrm{t} )$ $= \int^{\mathrm{t}}\mathrm{F}$ ( $\mathrm{t}$ , u) $\mathrm{x}(\mathrm{u})$ du ,

$\mathrm{w}\mathrm{h}e$ re $\mathrm{x}\in$
$\mathrm{E}^{*}$

$\mathrm{i}\mathrm{s}$ a sample funct $\mathrm{i}$ on of $\dot{\mathrm{B}}(\mathrm{u}\rangle$ and X (t) $\mathrm{i}\mathrm{t}$ self $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{o}\mathrm{f}$ ten

wri $\mathrm{t}\mathrm{t}$ en as X ( $\mathrm{t}$ , x). Not $\mathrm{e}$
$\mathrm{t}$ , hat $\mathrm{t}$ here $d$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ taken $\mathrm{t}\mathrm{o}$ be 1.

Among va $\mathrm{r}\mathrm{i}o\mathrm{u}\mathrm{s}$ represent at $\mathrm{i}$ ons $\mathrm{i}\mathrm{s}$ a canon $icaL$ $representat_{L}$’ on $\mathrm{t}$ hat

sat $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{f}$ ies the $\mathrm{r}e$ la $\mathrm{f}\mathrm{i}$ on : for any $\mathrm{t}$ and $\mathrm{s}$ wi th $\mathrm{t}$ $>$ $\mathrm{s}$ the equal $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$

$\mathrm{E}(\mathrm{X}(\mathrm{t}\rangle/\mathrm{B}_{\mathrm{s}}(\mathrm{X}))$
$= \int^{\mathrm{S}}\mathrm{F}$ ( $\mathrm{t}$ , u) $\dot{\mathrm{B}}(\mathrm{u})\mathrm{d}\mathrm{u}$ ,

holds , where $8_{\mathrm{s}}(\mathrm{X}\rangle$
$\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{t}$ he smalles $\mathrm{t}$ $\sigma-\mathrm{f}\mathrm{i}e$ ld generat $e\mathrm{d}$ by $\mathrm{t}$ he random

variabl es X (u), $\mathrm{u}\leq$ $\mathrm{s}$ .
For a canonical representation one can prove

(5) $\mathrm{B}_{\mathrm{t}}(\mathrm{X})$ $=\mathrm{B}_{\mathrm{t}}(\dot{\mathrm{B}})$ , for every $\mathrm{t},$ .
In addi $\mathrm{t}\mathrm{i}$ on, $\mathrm{t}$ he kernel $\mathrm{F}$ ( $\mathrm{t}$ , u) , being $\mathrm{v}\mathrm{i}$ ewed as an int $\mathrm{e}$ gral $\mathrm{o}\mathrm{p}e$ rator ,

$\mathrm{d}e\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}$ $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}e\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$
$\mathrm{F}(\mathrm{u}, \mathrm{t})^{-1}$ whi ch plays a rol $\mathrm{e}$

$\mathrm{o}\mathrm{f}$ the $wh\mathrm{i}$ ten $\dot{\tau}ng$ ,

$\mathrm{s}$ ince $\mathrm{F}(\mathrm{t}.\mathrm{u})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ surj $\mathrm{e}$ ct $\mathrm{i}\mathrm{v}e\mathrm{o}\mathrm{p}e$rator act ing on the space spanned by

the X (t) ’
$\mathrm{s}$ . Through sllch pro $\mathrm{p}\mathrm{e}$ rt $\mathrm{i}$ es we unders $\mathrm{t}$ and $\mathrm{t}$ he rol $\mathrm{e}$

$\mathrm{o}\mathrm{f}$ innova-

tion. Wi th $\mathrm{t}$ hi $\mathrm{s}$ spi ri $\mathrm{t}$ we can cons ider innovat ion fo $\mathrm{c}$ some $\mathrm{g}e$ neral

$\mathrm{s}\mathrm{t}$, ochas $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$ proces $\mathrm{s}$ es wi thout $\mathrm{t}$ he as sumpt ion $\mathrm{t}$ hat X (t) $\mathrm{i}\mathrm{s}$ Gaus $\mathrm{s}\mathrm{i}$ an.

We further expect such a relation between process and innovation

for $\mathrm{t}$ he case $\mathrm{o}\mathrm{f}$ random $\mathrm{f}\mathrm{i}$ elds. Thi $\mathrm{s}$
$\mathrm{w}\mathrm{i}11$ be $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}$ cus $\mathrm{s}e\mathrm{d}$ in the next,

sect $\mathrm{i}$ on.

\S 2. I $\mathrm{n}\mathrm{n}o$ vat ion for Gaus $\mathrm{s}\mathrm{i}$ an random $\mathrm{f}_{\perp}^{;}$ elds.

$\mathrm{L}$ et X (C) be a Gauss ian random $\mathrm{f}$ ield wh ich lives in $(\mathrm{S})^{*},$ and be

indexed by a cont.our $\mathrm{C}\mathrm{c}\mathrm{R}^{2}$ Now suppose it is expressed in the form
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(6) X (C) $= \int_{(\mathrm{C})}\mathrm{F}$
( $\mathrm{C}$ , u) $\mathrm{x}(\mathrm{u})$ du , $\mathrm{x}\in$

$\mathrm{E}^{*},$

(C) : $\mathrm{t}$ he domain enclosed by $\mathrm{C}$ ,

where $\backslash ’\epsilon$

$\mathrm{i}\mathrm{s}$ a sample funct ion of $\mathrm{R}^{2}$ -paramet er whi $\mathrm{t}\mathrm{e}$ no $\mathrm{i}$ se and $\mathrm{F}$ ( $\mathrm{C}$ , u)

is a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}_{0}\mathrm{m}$ kernel function.

Obv ious ly X (C) $\mathrm{i}\mathrm{s}$ a Gaus $\mathrm{s}\mathrm{i}$ an $1^{\backslash }$ andom var $\mathrm{i}$ able $\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{E}(\mathrm{X}(\mathrm{C}))$ $=$ $0$

and Var (X $(\mathrm{C})$ ) $= \int_{(\mathrm{C})}\mathrm{E}’$
( $\mathrm{C}$ , u) $2_{\mathrm{d}\mathrm{u}}$ . As sume $\mathrm{t}$ hat $\mathrm{C}$ runs $\mathrm{t}$ hrough a cert ain

clas $\mathrm{s}$
$o\mathrm{f}$ $\mathrm{c}o$ ntours , $\mathrm{s}$ ay $\mathrm{C}$ $\in$ $\mathrm{C}$ $=$ { $\mathrm{C}$ ; $\mathrm{C}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}$ eomorph $\mathrm{i}\mathrm{c}$

$\{.\mathrm{O} \mathrm{s}^{1}\}$ . Then

we are given a Gaussian random field indexed bv $\mathrm{C}$ and $\mathrm{X}(\mathrm{C})$ may be

viewed as a general $\mathrm{i}$ zat $\mathrm{i}$ on of a Gaus $\mathrm{s}$ ian proc $e\mathrm{s}\mathrm{s}$ wi th paramet er $\mathrm{t}$ $\in$ R.

Now we come $\mathrm{t}\mathrm{o}$ the $\mathrm{s}$ tochas $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$ var iat ional equat $\mathrm{i}$ on (3) $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ X (C)

and can $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}$ cus $\mathrm{s}$
$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s}$ innovat $\mathrm{i}$ on. The var iat $\mathrm{i}$ on $6\mathrm{X}(\mathrm{C})$ has already been

$\mathrm{d}\mathrm{i}$ scussed in [4] formula (4. 3). I $\mathrm{t}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ known $\mathrm{t}$ hat , by $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{k}$ ing $\mathrm{n}=$ 1 and

by $\mathrm{t}$ aking $\mathrm{C}+$ $6\mathrm{C}$ out $\mathrm{s}$ ide of $\mathrm{C}$ , 6 $\mathrm{C}$ be ing repr $\mathrm{e}$ sent ed by $6\mathrm{n}(\mathrm{s})$ , we have

$(-’)$ $6\mathrm{X}(\mathrm{C})$ $= \int\{\mathrm{c}^{\mathrm{F}(\mathrm{C},\mathrm{S})\mathrm{x}}-(_{\mathrm{S})} +\mathrm{J}_{(\mathrm{C})}^{\iota}6\mathrm{F}(\mathrm{C}, \mathrm{u})(\mathrm{s})\mathrm{X}(\mathrm{u})\mathrm{d}\mathrm{u}\}6\mathrm{n}(\mathrm{S})$
ds

and that the two terms of the righthand side can be discriminat ed.

Also $\mathrm{i}\mathrm{t}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ known $\mathrm{t}$ hat $\mathrm{x}(\mathrm{s})$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ obtained $\mathrm{f}$ rom $\mathrm{t}1$) $\mathrm{e}$
$\mathrm{f}\mathrm{i}$ rs $\mathrm{t}$ $\mathrm{t}e\mathrm{r}\mathrm{m}$ . I $:$) fact ,

$\mathrm{t}$ he proof need $\mathrm{s}$
$\mathrm{t}$ he help by $\mathrm{t}$ he rot at ion group $\mathrm{O}_{\infty}$ ; good $\mathrm{r}e\mathrm{f}e\mathrm{r}$ ence [6 $\rfloor$ .

What we cla im now $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ hi $\mathrm{s}$ no $\mathrm{t}\mathrm{e}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{t}1$) $\mathrm{a}\mathrm{t}$ $\{\mathrm{x}(\mathrm{s}) , \mathrm{s} \in \mathrm{C}\}$
$\mathrm{i}\mathrm{s}$ de $\mathrm{f}\mathrm{i}$ ned

$\mathrm{t}\mathrm{o}$ be the $\acute{\iota}$ nnova $t$ ion and we underst and $\mathrm{t}$ hat $\mathrm{i}\mathrm{t}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$ as soc $\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}e\mathrm{d}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}$ the

infinitesimal domain betueen $\mathrm{C}$ and $\mathrm{C}$ $+$ $\dot{\mathrm{o}}\mathrm{C}$ . If one is permitt ed to use

a $\mathrm{f}\mathrm{o}$ rmal expr $e\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}$ on, $\mathrm{t}$ hen the accumulat ed innovat $\mathrm{i}$ on $\mathrm{i}\mathrm{s}$

(8) $\mathrm{Z}(\mathrm{C})$
$= \int_{(\mathrm{C})}\mathrm{X}(\mathrm{S})0’ \mathrm{n}(\mathrm{s})\mathrm{d}\mathrm{S}$

,

and $\mathrm{i}\mathrm{t}$ has { he same innovat ion as X (C). $\{\mathrm{x}(\mathrm{s}) , \mathrm{s} \in \mathrm{C}\}$
$\mathrm{i}\mathrm{s}$ a sample of

$\mathrm{t}$ he element ary random var iables. Thus , a good int $\mathrm{e}$ rpre $\uparrow!$ at $\mathrm{i}$ on $\mathrm{i}\mathrm{s}$ $\mathrm{g}\mathrm{i}$ ven

$\mathrm{t}\mathrm{o}$ $\mathrm{t}$ he reason $\mathrm{w}\mathrm{h}_{\mathrm{t}}\mathrm{v}$ wh $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}$ no $\mathrm{i}$ se $\mathrm{i}\mathrm{s}$ useful for $\mathrm{c}\mathrm{a}\perp_{\mathrm{C}}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{S}$ $\mathrm{o}\mathrm{f}$ ralldom $\mathrm{f}\mathrm{i}$ elds.
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\S 3.

1 $\rangle$ Innovat $\mathrm{i}$ on for non Gauss ian random $\mathrm{f}\mathrm{i}$ elds.

We follow the results in [4] to discuss the case where $\mathrm{X}(\mathrm{C})$ is not a

Gauss ian variable but a generali $\mathrm{z}e\mathrm{d}$ whi $\mathrm{t}e$ no $\mathrm{i}$ se funct ional , and $\mathrm{i}\mathrm{t}$ $\mathrm{i}\mathrm{s}$

easy to come to the no $\mathrm{t}\mathrm{i}$ on of innovat $\mathrm{i}$ on to di $\mathrm{s}$ cus $\mathrm{s}$
$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s}$ roles.

2) The cas $\mathrm{e}$
$\mathrm{o}\mathrm{f}$ a random $\mathrm{f}\mathrm{i}$ eld X $(\mathrm{t} )$ , $\mathrm{t}$ $\in$

$\mathrm{R}^{\mathrm{d}}$

As $\mathrm{i}\mathrm{s}$ seen in [7] , no rmal derivat ives along a curve or a surface may

not be a general $\mathrm{i}$ zed $\mathrm{s}$ tochast $\mathrm{i}\mathrm{c}$ proces $\mathrm{s}$ . In order to form innovat ion-

1 $\mathrm{i}$ ke proces $\mathrm{s}$ , $\mathrm{t}$ he calculus $\mathrm{i}\mathrm{s}$ not always st $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{i}$ ght $\mathrm{f}\mathrm{o}$ rward, in real $\mathrm{i}$ ty

$\mathrm{s}\mathrm{o}l\mathrm{n}\mathrm{e}$ regulari zat $\mathrm{i}$ on $\mathrm{i}\mathrm{s}$ nec $e\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\sim}\mathrm{v}$ .
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