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1. A space of nearly holomorphic modular forms

$n\in \mathrm{z}_{>0}$ とし、 $H_{n}$ を次数 $n$ の Siegel 上半空間とする。 $H_{n}$ 上の変数を以下
$z=x+iy$ とかく。 ここで $x$ と $y$ は実行列。 通常のように ..

$m=\in \mathrm{S}_{\mathrm{P}_{2n}}(\mathrm{R})$

$\text{は}$

.

$H_{n}$ に

$m\langle z\rangle:=(a\mathcal{Z}+b)(Cz+d)^{-1}$

で作用する。 $\Gamma_{n}:=\mathrm{S}\mathrm{p}_{2}n(\mathrm{z}),$ $k\in \mathrm{Z}$ とする。 関数

$f:H_{n}arrow \mathrm{C}$

が $C^{\infty}$ -modular form of weight $k\in \mathrm{Z}$ for $\Gamma_{n}$ とは、 $f$ が $x$ と $y$ の成分の
$C^{\infty}$ -function であり、保型性

$f(m\langle z\rangle)=\det(_{C\mathcal{Z}}+d)kf(\mathcal{Z})$ $(\forall m=\in\Gamma_{n})$

を満たすことをいう。 それら全体のなす $\mathrm{C}$-vector space を $M_{k}^{\infty}(\Gamma_{n})$ と書く。
次の条件 $(\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を満たす関数 $f$ を考える。

(i) $f\in M_{k}^{\infty}(\Gamma_{n})$ ,
(ii) 与えられた $\nu\in \mathrm{z}_{\geq 0}$ に対して $\det(y)^{I\ovalbox{\tt\small REJECT}}f(\mathcal{Z})$ は、 $\{z\in H_{n}|y\geq\delta 1_{n}\}$

$(\forall\delta>0)$ で有界な holomorphic function を係数とする、 $y$ の成分の多
項式。

$f$ が (i) と (ii) を満たすなら、それは次のような Fourier 展開を持 o :

$f(z)= \det(y)^{-}\nu h\sum p(h, y)\mathrm{e}(\sigma(hZ))\geq 0^{\cdot}$

ここで $p(h, y)$ !は $y$ の成分の多項式, $h$ は size $n$ の symmetric positive semi-
definite semi-iitegral matrices を動く。 また $\mathrm{e}(x):=e^{2ix}\pi$ であり $\sigma$ は行列の

$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ . この係数 $p(h, y)$ が次の条件 $(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{V})$ を満たすものとする:
(iii) 各 $h$ に対して $\det(y)^{\nu}p(h, y-1)$ もまた $y$ の成分の多項式、

(iv) もし $h=(0\leq r\leq n-1)$ なら $p(h, y)$ (ま $\det(y)$ と $y$ の左

上の $r\cross r$ block の\Psi \mbox{\boldmath $\chi$}‘の多項式。
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上の条件 $(\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を満たす関数 $f$ の全体の成す $\mathrm{C}$-vector space を族,\nu (\Gamma \Gamma n)
で表す。

Remark. (1) 条件 (i) と (iii) により、 $N_{k,\nu}(\mathrm{r}_{n})$ の各元は Shimura [Sh2] [Sh3] (7)

意味の nearly holomorphic modular form である。
(2) 同様の空間 $((\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}),$ $(\mathrm{i}\mathrm{v})$ (を modify したもの), 及びあといくつかの条件を
加えたもの) が Satoh [Sal] により研究された。

性質.

(1) $M_{k}(\Gamma_{n})$ を $\Gamma_{n}$ に関する weight $k$ の holomorphic modular forms の空間と
すると、 定義より

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\mathrm{r}_{n})=$ く $k,0(\mathrm{F}^{\mathrm{F}}\mathrm{n})$
$\subset N_{k,1}(\Gamma n)\subset.Nk,2^{-}.(.\Gamma_{n}^{\cdot}).\subset$

$\ldots$ .

(2) $f\in N_{k},\nu(\mathrm{r})n’ g\in N_{\ell,\mu}(\Gamma_{n})$ ならば $fg\in N_{k+,+\mu}\ell_{\nu}(\mathrm{r}_{n})$ .
(3)

$\dim N_{k},\nu(\mathrm{r}n)<\infty$ .
もっと詳しく、 $kn\equiv 0$ (mod 2) を満たしながら $karrow\infty$ となるとき、

$\dim N_{k},(\nu\Gamma n)\wedge\cdot n(\nu+1)k\frac{n(n+1)}{2}$ .

(4) $r\in \mathrm{Z},$ $0\leq r<n$ とする。 $f\in N_{k,\nu}(\mathrm{r}_{n}),$ $z_{1}\in H_{r}$ に対して

$\Phi^{n,r}(f)(_{\mathcal{Z}}1):=\int_{0}^{1}$ . $.. \int_{0}^{1}fd\xi_{1}\cdots\xi_{n}-r$

$(t_{j}>0)$ とおく (類似の関数についてのこの定義は Satoh [Sal] による)
。 する

と $\mathrm{C}$-linear map $-$ . .
.

$\Phi^{n,r}$ : $N_{k,\nu}(\Gamma_{n})arrow N_{k,\nu}(\Gamma_{r})\otimes \mathrm{c}V_{\nu}(t^{-1}1’\ldots, t_{n-r}^{-1})$

が得られる (Siegel operator)。ここで

$V_{\nu}(t_{1}^{-1}, \ldots, t_{n-r}^{-1})$

は $t_{1}^{-1..-1},.,$$t_{n-}r\in \mathrm{R}_{>0}$ に関する多項式で各変数に関する次数が $\nu$ 以下のもの
全体の成す空間、そして

$N_{k,\nu}(\Gamma_{0}):=\mathrm{C}=$ {constant functions}.
$\Phi^{n,n-1}$ の kernel を $N_{k}^{\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{p}},(\nu\Gamma_{n})$ と書き、 その元を cusp form と呼ぶ。
(5)

$\partial.-(1+\delta_{j\ell}$ $\partial\backslash$

$I\mathrm{D}1$
-.

$J_{-}$ . $\backslash$

$\frac{\partial}{\partial z}:=(\frac{1+\delta_{j\ell}}{2}\cdot\frac{\partial}{\partial z_{j\ell}})$ , $\int\underline{\mathrm{B}}\text{し}$ $z=(z_{j}e)$

とする。 ここで $\delta-j\ell$ は Kronecker の delta. $H_{n}$ 上の $C^{\infty}$ -functions に作用する
Maass operator ef

$\delta_{k}:=(2\pi i)^{-}n_{\mathrm{d}\mathrm{t}(}\mathrm{e}y)\frac{n-1}{2}-.k\det(\frac{\partial}{\partial z})$ $\det(y)k-\frac{n-1}{2}$
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で定義される。 Shimura に倣って

$\delta_{k}^{(\mu)}:=\{$

$\delta k+2\mu-2\ldots\delta k+2\delta k$ if $\mu\in \mathrm{Z}_{>0}$ ,
$\mathrm{i}\mathrm{d}$ . if $\mu=0$ ,

とおく。 このとき

$\delta_{k}^{(\mu)}N_{k},\nu(\Gamma_{n})\subset N_{k}+2\mu,\nu+\mu(\mathrm{r}_{n})$ , $\delta_{k}^{\mathrm{t}}\mu)N^{\mathrm{C}}\mathrm{u}8\mathrm{p}(k,\nu n)\Gamma\subset N_{k2\mu}\mathrm{C}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{p}(+,\nu+\mu \mathrm{r}_{n})$.

(6) $N_{k,\nu}(\mathrm{r}_{n})$ 及び $N_{k,\nu}^{\mathrm{C}}\mathrm{u}\mathrm{s}_{\mathrm{P}}(\mathrm{r}_{n})$ は Hecke algebra $\mathcal{H}^{(n)}$ の作用のもとで stable. ま
た $N_{k,\nu}^{\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{p}}(\mathrm{r}_{n})$ ?は Hecke eigenforms から成る basis を持つ。

Cusp form の例.

$s_{k}(\mathrm{r}_{n}):=$ {cusp $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{S}\in M_{k(\mathrm{r}_{n})}$} $=N^{\mathrm{C}\mathrm{u}}\mathrm{s}\mathrm{p}(k,0\Gamma_{n})$

とするとき
$\delta_{k-2}^{(\nu)}\nu Sk-2\nu(\mathrm{r}n)\subset N^{\mathrm{C}\mathrm{u}}\mathrm{s}\mathrm{p}(k,\nu\Gamma_{n})$ .

また $f\in N_{k,\nu}(\Gamma_{n}),$ $g\in N^{\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{S}},\mathrm{p}(\ell_{\mu}n)\mathrm{r}$ ならば $fg\in N_{kl}^{\mathrm{c}\mathrm{u}S}\mathrm{p}(+,\nu+\mu\Gamma_{n})$ .

2. Eisenstein liftings

$n\in \mathrm{Z}_{>0}$ , $r\in \mathrm{Z},$ $0\leq r\leq n$ ,

$\triangle_{n,r}:=\{$ ( $(n-r*,n+r)$ $**)\in\Gamma_{n}\}$

とする。 $f\in s_{k()}\Gamma_{r}(s_{k}(\Gamma 0):=\mathrm{c}),$ $k\in 2\mathrm{Z}>0$ に対して、 $f$ に付随した $\Gamma_{n}$ に関
する Langlamds-Klngen 型の nonholomorphic Eisenstein series は次のように定
義される :

$[f]_{r}^{n}(z, S):=$ $\sum$$m \in\triangle_{n,r}\backslash \Gamma_{n}(\frac{\det({\rm Im}(m\langle \mathcal{Z}\rangle))}{\det({\rm Im}(m\langle z\rangle^{*}))})^{s}f(m\langle \mathcal{Z}\rangle^{*})\det(C\mathcal{Z}+d)^{-k}$ .

ここで $s\in \mathrm{C},$ $z\in H_{n}$ であり、$m=$ は $\Delta_{n,r}\backslash \Gamma_{n}$ の–組の完全代表系

を動く。 また $m\langle z\rangle^{*}$ は $m\langle z\rangle$ の左上の
$r.\cross r$ block である。右辺は任意の $\delta>0$

に対し

$\{(z, s)\in H_{n}\cross \mathrm{C}|\sigma(X^{2})\leq\delta^{-1},$ $y\geq\delta 1_{n},$ ${\rm Re}(s) \geq\frac{n+r+1-k}{2}+\delta\}$

で–様収束する。 $[f]_{r}^{n}(z, s)$ は $s$ について全平面に有理型に解析接続される
[La] [B\"o]。

Shimura [Sh4] により $k-2 \nu\geq\frac{n+r\prime}{2}+2$ のとき $[f]_{r}^{n}(z, -\mathcal{U})$ lは nearly holo-
morphic である。 実際 $[f]_{r}^{n}(z, -\nu)\in N_{k,\nu}(\Gamma_{n})$ となっている。

Theorem. $n,r\in \mathrm{Z},$ $0\leq r<n,$ $\nu\in \mathrm{z}_{\geq 0;}k\in 2\mathrm{Z},$ $k-2 \nu\geq\frac{n+r}{2}+2$ とする $\circ$
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(1) $f\in S_{k}(\Gamma_{r})$ に対して

$\rho_{\mu}^{r,n}(f)(\mathcal{Z}):=[f]r(nz, -\mu)$ $(0\leq\mu\leq\nu, \mu\in \mathrm{Z})$

とおくと

$\sum\rho_{\mu}^{r,n}$ : $\underline{S_{k}(\Gamma_{r})\oplus\cdots\oplus S_{k}(\mathrm{r}_{r})}arrow Nk,\nu(\Gamma_{n})$

$\mu=0$
$(\nu+1)$ times

(は iijective $\mathrm{C}$-lnear map となる。 ここで $f$ が Hecke eigenform ならば、 $\rho_{\mu}^{r,n}(f)$

もそうである。各素数 $p$ に対して $\rho_{\mu}^{r,n}$ のもとでの Satake $q\succ \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{S}$ の対
応は

$(\alpha_{0}(p), \alpha 1(p),$
$\ldots,$

$\alpha_{r}(p))$

$\mapsto(p^{(n-r})\mu\alpha \mathrm{o}(p),$ $\alpha_{1}(p),$
$\ldots,$

$\alpha_{r}(p),p^{k-}-r1,p2\mu-k-2\mu-r-2,$ $\ldots,p^{k-2\mu-n})$

となる。 特に standard Lfun.ctions (下の $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{m}$.ark 参照) の関係は

$L(s, \rho_{\mu}^{r,n}(f)$ , St) $=L(s, f, \mathrm{S}\mathrm{t})j=r+\prod\zeta(s.-kn1+2\mu,.+j)\zeta\backslash .(S+k-2^{\backslash }\mu-j)$ .

さらに
$\Phi^{n,r}(\rho_{\mu}^{r,n}(f))=(t_{1}\cdots t_{n}-r)^{-\mu}f$ . $(*)$

(2) (Characterization) $k-2\nu\geq n+r+2$ で, $f\in S_{k}(\Gamma_{r})$ が Hecke eigenform
のとき、 $\rho_{\mu}^{r,n}(f)$ ?は $(*)$ を満たす $N_{k,\nu}(\mathrm{r}_{n})$ の中の unique Hecke eigenform で

ある。

Remark.
(1) $f\in M_{k}^{\infty}(\mathrm{r}_{n})$ を Hecke eigenform, $(\alpha_{0}(p), \alpha 1(p),$

$\ldots,$
$\alpha_{n}(p))$ を $f$ の Satake

$\mu \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ とするとき、 $f$ に付随した standard Lfunction Iは (formal に)

$L$ ( $s,$ $f$ , St) $:= \prod_{p:_{\mathrm{P}^{\mathrm{r}}}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}}\{(1-p^{-s})\prod_{j=1}(1-\alpha j(p)p)(1-\alpha_{j}(p)-S-1-Snp)\}^{-1}$

により定義される。 上の定理に現れる場合や $f\in N_{k,\nu}^{\mathrm{C}}\mathrm{u}\mathrm{s}_{\mathrm{P}}(\Gamma n)$ のとき、 この無限
積はある右半平面で広義一様に絶対収束することが証明される。
(2) この type の皿 hg の存在は、次数 2の場合の数値計算に基づいて、 Satoh
[Sal] により予想されていた。
(3) Hecke equivariance の証明の idea Iは B\"ocherer 氏による。
(4) $\nu=0$ の場合 (すなわち holomorphic なとき) 上の結果は Kurokawa [Ku]
によって示された。

3. Applications

上の Theorem(2) には、 いくつかの応用がある。

(A) Algebraicity.
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次のような $f\in N_{k,\nu}(\Gamma_{n})$ 全体を $N_{k,\nu}(\Gamma_{n})_{\mathrm{Q}}$ で表す :

$f(z)= \det(\pi y)^{-\nu}\sum_{h\geq 0}p1h,$
$\pi y)\mathrm{e}(\sigma(hZ))$

と書くとき
$p(h, y)\in \mathrm{Q}[yj^{\ell 1}1\leq j\leq\ell\leq n]$ .

すると Theorem の記号で

$\rho^{r,n}\mu(f)\in Nk,\nu(\Gamma)n\mathrm{Q}\otimes \mathrm{Q}\mathrm{C}$

となっていることが示される。この空間には factor $\mathrm{C}$ への action により、Aut(C)
が作用する。 上の characterization により

$(\pi^{-\mu(r)r}n-p\mu’(nf))\sigma(=\pi^{-\mu}\rho_{\mu}^{r}(n-r),nf^{\sigma})$ $(\forall\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{c}))$ .

特に $\pi^{-\mu(n-r}$)
$n\rho_{\mu}^{r}$’{は Fourier coefficients の algebraicity を保つ。

Remark. Holomorphic case にこの結果は [Ku], [H] によって得られていた。

(B) Thiple product Lfunction の特殊値.

$\mathcal{V}:=\{s\in \mathrm{C}^{(2)}|^{t_{S=}}s\}$

とし、
$\tau(k):\mathrm{G}\mathrm{L}2(\mathrm{C})arrow \mathrm{G}\mathrm{L}(\mathcal{V})$

$\mathrm{g}$

$\tau(k)(a)\cdot v=\det(a)^{k}v[ta]$ $(a\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{C}), v\in \mathcal{V})$

で定義される representation とする。 $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{C})$ の symmetric square representa-
tion を $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}2$ とかくと、 $\tau(k)\simeq\det^{k}\otimes \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}^{2}$ である

$\circ$
$M_{T(k)(}\Gamma 2$ ) を

$f(m\langle z\rangle)=\tau(k)(cZ.+d)\cdot f(_{\mathcal{Z}})$ $(\forall m=\in\Gamma_{2})$

を満たす $\mathcal{V}$-valued holomorphic functions $f$ 全体の成す空間とする。
方、 [Sa2] に従って $N_{k,1}(\Gamma_{2})$ の subspace $P_{k}(\Gamma_{2})$ を次のように定義する ;

$P_{k}(\Gamma_{2})$ $:=M_{k(\mathrm{r}}2$

. ) $+\delta_{k}-2Mk-2(\Gamma 2)$

$+\langle f\delta_{jg}|f\in Mk-2-j(\mathrm{r}2), g\in M_{j}(\mathrm{r}2), 0\leq j\leq k-2\rangle_{\mathrm{C}}$ .

ここで $k\in 2\mathrm{Z}_{>0}$ , また $\langle\cdot\rangle_{\mathrm{C}}$ ?は $\mathrm{C}$-linear span. [Sa2] により Hecke $\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}^{r},\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$

map
$D:M_{\mathcal{T}(k-}2)(\mathrm{r}_{2})arrow P_{k}(\Gamma_{2})$

が存在する。 上の characterization を用いると、 この $D$ は 2種類の Eisenstein
liftings

$[\cdot]_{\mathcal{T}}$ : $S_{k}(\mathrm{r}_{1})arrow M_{\tau(k-2)(\mathrm{r}_{2}})$
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及び
$p_{1}^{1,2}$ : $S_{k}(\Gamma_{1})arrow N_{k,1}(\Gamma_{2})$

を intertwine することがわかる。

Remark. 講演後、織田・池田両氏より、上の関係がもっと –般の場合に表現論
から自然に出てくることを丁寧に説明して頂いた (cf. [Sh3, Propositon 3.3]) 。
ここでは、以下の計算に使うためにこの特殊な場合をとりあげた、 ということで
御了解願いたい。

$\Delta_{12}\in S_{12}(\Gamma 1)$ を normalized Hecke eigenform とし、 $L(s, \triangle^{\bigotimes_{12}3})$ をそれに付
随した triple product Lfunction (次数 8の Euler 積) とする。 $L(s, \triangle_{1}^{\bigotimes_{2}\mathrm{s}})$ の
critical points (の右半分) は 17, 18, $\cdots,$

$22$ である。 $s=17$ は関数等式の中心
で、 関数等式の符号がマイナスであることから

$L(17, \triangle_{1}^{\bigotimes_{2}3})=0$

である。 Garrett の integral representation [Gal] [Ga2] (cf. [Sa3]) より、 $0\leq$

$\mu\leq 4$ に対して $L(22-\mu, \Delta^{\bigotimes_{1}3})2$ (は essential に

$(([\triangle 12]_{1}^{2}(,$ $-\mu),$ $\triangle_{12-}(\mathcal{Z})),$ $\Delta_{1}2(w))$

に等しい。 $\mu=0$ の時この量は holomorphic modular form の理論の範囲内で容
易に求まる。 $\mu=1$ の時、上で述べた $D$ と Eisenstein liftings の関係を用いると

$[\triangle_{12}]_{1}^{2}(,$ $-1)$

$= \frac{64\pi}{5}\triangle_{12}(_{\mathcal{Z}})\triangle 12(w)-\frac{2\pi}{5}(\triangle 12(\mathcal{Z})\delta_{1}0E10(w)+\delta 10E1\mathrm{o}(\mathcal{Z})\triangle 12(w))$

が得られる。 ここで $E_{10}\in M_{10}(\Gamma_{1})$ は constant term $=1$ の holomorphic
Eisenstein series. このことから

$\frac{L(21,\triangle^{\bigotimes_{1}3})2}{\pi^{51}(\triangle_{12},\triangle_{12})3}--\frac{2^{54}}{3^{16}\cdot 5^{9}\cdot 7^{6}\cdot 11\cdot 13\cdot 17\cdot}$

がわかる。 この値は zagier の予想した値 [Za, p.120] と -致する。
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