
随伴多様体 (adjoint variety) について

福井大学 保倉理美 (YASUKURA, Osami)

表記の多様体の代数的実現とその上の複素接触構造の定める正則複素直線束の very ample
性について報告する. $1^{\mathrm{O}}$は, 揖元氏及び大野真裕氏 (早大理工) との共同研究 [KOY], [KY]
に基づき, $2^{\mathrm{o}}$は, [Yo] の前半に基づく. いづれも, Z–graded Lie algebra を基本的道具とし
て用いる.

$1^{\mathrm{O}}$ . 随伴多様体の定義と代数的実現

一般に, $G$ を連結複素半単純Lie群 (代数群), $\lambda$を $G$ の Lie代数Gの dominant integal form
(cf. $[\mathrm{G};(7.3.5),$ $(7.3.6),$ $(7.5.8)|$ ) とし, $\lambda$を最高ウエイトとする複素ベクトル空間V上の複
素既約表現\rho ’ : $Garrow GL$。(V) を考える. 複素射影空間 $\mathrm{C}P(V)$ への射線表現 $[\rho_{\lambda}]$ による最
高ウエイトベクトル X,の射線 ( $=$ 射影同値類)[X\mbox{\boldmath $\lambda$}] の軌道 $X(G, \lambda, V):=[\rho x(G)X,]$ は射影
代数多様体になり, $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}[\mathrm{L}]$ により Casimir作用素を用いた斉次 2次式系によってす
べて実現されることが知られている. 以下, $G$ の Lie代数Gは単純で, \mbox{\boldmath $\lambda$}はその最高ルート
とする. $\rho_{\lambda}$は随伴表現 Ad: $Garrow GL_{\mathrm{C}}(\mathcal{G})$ になる.

$X(\mathcal{G}):=X$ ( $G$ , Ad, $\mathcal{G}$ )

を Gの階伴多様体と呼ぶ. $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}[\mathrm{F}]$は, E. Cartanや Chevalley-Shaferによる例外型
Lie代数の実現に鑑みて, $\mathcal{G}=E\mathit{8},$ E7, E6, F4型の随伴多様体を, Killing形式を用いた斉
次 2次式系で実現し, 上記例外型随伴多様体上のmetasymplectic geometryを展開した.
方, Freudenthal による例外型Lie代数 $E_{8},$ $E_{7},$ $E_{6},$ $F_{4}$の統–的構成は, Yamaguti-Asano

[YA], [Al, A2], [Y] によって階数 2以上の複素単純 Lie代数の接触型の $\mathrm{Z}$-gradation の統
的構成として拡張された ( $=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{C}$ triple systemの理論). この方向の自然な展開とし
て, 一般に, 複素単純Lie代数 Gの随伴多様体 $X(\mathcal{G})$ は, Dynkin による Killing形式の標準
的定数倍を用いれば, それぞれの型ごとに係数変更することなしにすべて同様の斉次 2次
式系で実現できることを報告する. これは, 随伴多様体の Secant varietyの研究で用いられ
る (cf. [KOY], [KY]).
今, $\epsilon\in \mathrm{C}$ を固定し, 任意の $Y_{1},$ $Y_{2}\in \mathcal{G}$ に対して, $Y_{1} \bigvee_{\mathcal{E}}Y_{2}\in End\mathrm{C}(\mathcal{G})$ を

$( \mathrm{Y}_{1}\bigvee_{e}Y_{2})z:=\frac{1}{2}([Y_{1}, [\mathrm{Y}_{2}, Z]]+[Y_{2}, [Y_{1}, Z]])+D(Y_{1}, Z)Y2+D(Y_{2}, Z)Y_{1}-\mathcal{E}D(Y_{1}, Y_{2})z$

ど定義する. ここで, $\mathcal{H}$を Gのカルタン部分代数, $\mathcal{R}$をルートの全体, $B(\mathrm{Y}, Z)$ をキリング形式
として, 各双対空間の元\mbox{\boldmath $\omega$}\in H*について, その双対元 $T_{\omega}\in \mathcal{H}$を $B(T_{\omega}, H)=\omega(H)(H\in \mathcal{H})$

で定め, 最高ルート $\lambda$について, Dynkin による Killing形式の標準整定数倍を

$D(Y, Z):= \frac{B(T_{\lambda},T_{\lambda})}{2}B(Y, Z)$

とおいた. また, $\pi$ : $\mathcal{G}\backslash \{0\}arrow \mathrm{C}P(\mathcal{G})$ を標準的な射影とし,
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$W_{\epsilon}:=\{\mathrm{Y}\in \mathcal{G}\backslash \{0\}|\mathrm{Y}\mathrm{v}_{\epsilon}\mathrm{Y}=0\in End\mathrm{c}(\mathcal{G})\}$

とおく.

定理 1-1( $[\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{Y}$;Thm 3.1], [KY]) (i) $\epsilon\neq 2$ の時, 次式が成立つ :

$X(\mathcal{G})=\pi(W_{\mathcal{E}})$ .

$(\mathrm{i}\mathrm{i})\epsilon=2$ の時, $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{C}}\mathcal{G}\geq 2$ならば, 上式が成立っ.

証明:(について) $D(*, *)$ は, $\sum\alpha\in \mathcal{R}$ R階上正定値である. 各\mbox{\boldmath $\omega$}\in H*の $D(*, *)$ に関する
双対元H、を D(石し, $H$) $=\omega(H)(H\in \mathcal{H})$ で定める. $H_{\omega}=2T_{\omega}/B(T_{\lambda}, T_{\lambda})$である. また, 各
ルート\alpha \in Rに対する 一トベクトル Xaを, $\mathrm{C}^{\cross}:=\mathrm{C}\backslash \{0\}$ 倍を行って, $[X_{\alpha},X_{-^{\alpha}}]=H\alpha$

であるように選ぶ. すると, $D(X_{\alpha},X_{-}\alpha)=1$ が成立っ. また,

$[H_{\lambda}, x_{\alpha}]=D(H_{\alpha},H_{\lambda})x \alpha=\frac{2D(H_{a},H_{\lambda})}{D(H_{\lambda},H_{\lambda})}X\alpha$ ;

$[H_{\lambda}, X_{-\alpha}]=- \alpha(H\lambda)x_{-}\alpha=-\frac{2D(H_{\alpha},H_{\lambda})}{D(H_{\lambda},H_{\lambda})}x-\alpha$.

従って, 任意の正ルート $\alpha$について次式が成立っ :

$[H_{\lambda}, X_{\alpha}]=\{$

$0$ $(\alpha-\lambda\not\in \mathcal{R}, \alpha\neq\lambda)$ ;
$X_{\alpha}$ $(\alpha-\lambda\in \mathcal{R})$ ;
2$X_{\alpha}$ $(\alpha=\lambda)$ ;

$[H_{\lambda}, X_{-\alpha}]=\{$

$0$ $(-\alpha+\lambda\not\in \mathcal{R}, -\alpha\neq-\lambda)$ ;
$-X_{-\alpha}$ $(-\alpha+\lambda\in \mathcal{R})$ ;

$-2X_{-\alpha}$ $(-\alpha=-\lambda)$ .

特に, $\mathcal{G}$は, 随伴表現の最高ウエイト\mbox{\boldmath $\lambda$}の $D(*, *)$ に関する双対元 $H_{\lambda}$の随伴作用による固有
空間 $\mathcal{G}_{i}:=\{\mathrm{Y}\in \mathcal{G}|[H_{\lambda}, Y]=iY\}$の直和として, 次のように分解される :

$\mathcal{G}=\sum_{\pm i=0,\pm 12},\mathcal{G}i;\mathcal{G}_{\pm 2}=\mathrm{c}x\pm\lambda$
.

さて, 任意の $Z\in \mathcal{G}$について, ある Zi\in Giが存在して $Z=\Sigma_{i=-2}^{2}Z_{i}$ となり, ある $c\in \mathrm{C}$ に

ついて $Z_{-2}=cx_{-}\lambda$であり, [$H_{\lambda},$ $X_{\pm\lambda}1=\pm 2x\lambda$ であるから,

$[X_{\lambda}, [X_{\lambda}, Z]]$ $=$ $[X_{\lambda}, [X_{\lambda}, z_{-2}]]=-2cX_{\lambda;}$

$2D(X_{\lambda}, Z)$ $=$ $2D(X_{\lambda},z_{-}2)=2CD(x_{\lambda},X-\lambda)=2c$;
$D(X_{\lambda}, X_{\lambda})$ $=$ $0$ .
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従って, $(X_{\lambda} \bigvee_{\mathcal{E}\lambda}x)Z=0$ となる. -方, 任意の\alpha \in Ad(G) について, $(\alpha Y1^{_{\mathcal{E}}\alpha}Y2)\alpha Z=$

$\alpha((\mathrm{Y}_{1}\bigvee_{\mathcal{E}}\mathrm{Y}_{2})Z)$ であるから, $\mathrm{A}\mathrm{d}(G)X_{\lambda}\subset W_{\epsilon}$ を得る. 従って, $X(\mathcal{G})\subseteq\pi(W_{\epsilon})$ である.

( $\supseteq$について) (0) $\epsilon=0$の時 (cf. [F;\S 38]):
$(0 \frac{-}{}1)\eta$ ,Y2\in Wbかつ $D(\mathrm{Y}_{1},Y_{2})\neq 0$ ならば\alpha \in Gが存在して, $\alpha[\mathrm{Y}_{1}]=[Y_{2}]$ となることを

示す. 任意の t\in C について, 次式が成立っ :

$Z_{1}(t):=(e^{1\mathrm{a}})\mathrm{d}\mathrm{Y}_{2}Y_{1}\sim=Y_{1}+t[Y_{2,1}Y]-t^{2}D(Y_{2},\mathrm{Y}_{1})Y2\in \mathrm{A}\mathrm{d}(G)\mathrm{Y}1$;
$Z_{2}(t):=(e^{t\mathrm{a}})\mathrm{d}\mathrm{Y}_{1}\mathrm{Y}2$ $=\mathrm{Y}_{2}-t[Y_{2},Y1]-t^{2}D(Y_{2},\mathrm{Y}1)Y_{1}\in \mathrm{A}\mathrm{d}(G)Y_{2}$ .

特に, $z_{1}(1/\sqrt{D(Y_{2},\mathrm{Y}_{1})})=\mathrm{Y}_{1}+[\mathrm{Y}_{2},\mathrm{Y}_{1}]/\sqrt{D(Y_{2},Y_{1})}-Y_{2^{\backslash }}=-Z_{2}(1/\sqrt{D(Y_{2},Y_{1})})$ . 従って,

$[Z_{1}(1/\sqrt{D(Y_{2},Y_{1})})]=[Z_{2}(1/\sqrt{D(\mathrm{Y}_{2},Y_{1})})]$ . ゆえに, $[\mathrm{A}\mathrm{d}(G)Y_{1}]=[\mathrm{A}\mathrm{d}(G)\mathrm{Y}_{2}]$ .
$(\propto 2)$ ある $Y.\in W_{0}$について $[Y]\not\in X(\mathcal{G})$ と仮定する. (0-1) より $X(\mathcal{G})\subset Y^{\perp}$ . すると,

$<X( \mathcal{G}).>:=\{\sum C_{i}vi|_{C_{i}\in}.\mathrm{c},v_{i}\in x(\mathcal{G})i=m0’ m=1,2,3, \ldots\}\subseteq Y\perp\neq \mathcal{G}$

は, properな不変部分空間である. これは, Gが単純で, Adが既約であることに反する.
従って, $X(\mathcal{G})\supseteq\pi(W_{0})$ となる.

(i) $\epsilon\neq 2$の時 (cf. $[\mathrm{F};(35.4)],$ $[\mathrm{Y}$;p.86, P.16]): $( \mathrm{Y}\bigvee_{\mathcal{E}}Y)Y=(2-\epsilon)D(Y,Y)Y$. であるから,

$W$. $\subset\{\mathrm{Y}\in \mathcal{G}|D(Y,Y)=0\}$ が成立っ. 従って, $W_{\epsilon}=W_{0}$ . 特に, (0) より $X(\mathcal{G})\supseteq\pi(W_{\epsilon})$

を得る.
(ii) $\epsilon=2$の時 : $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{c}\mathcal{G}\geq 2$ならばW2=Wbであることを示す. (i) より, $W0\subset\{Y\in$

$\mathcal{G}|D(Y,Y)=0\}$ であるから, $W_{2}\subset\{Y\in \mathcal{G}|D(Y,Y)=0\}$ を示せばよい. $D(*, *)$ 1は $\mathcal{G}$のコ

ンパクト実型上負定値だから, $\mathcal{G}$の複素線形基底 $E_{1},$
$\ldots,$

$E_{N}$で $D(E_{i}, E_{j})=\delta ij$ となるものが

存在する. ここで, $N=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{c}\mathcal{G}$である. このとき,

$\sum_{i=1}^{N}D((\mathrm{a}\mathrm{d}Y)^{2}E_{i}, E_{i})=\mathrm{t}\mathrm{r}((\mathrm{a}\mathrm{d}Y)2)=B(\mathrm{Y}, \mathrm{Y})=\frac{2}{B(T_{\lambda},T_{\lambda})}D(Y,Y)$ ;

$\sum_{i=1}^{N}D.(2D(Y, E_{i}.)Y,$ $E_{i})$

.

$=2D(Y, \sum_{i=1}DN..(Y, E_{i})Ei)=2D(Y,Y)$ ;

$\sum_{i=1}^{N}D(-2D(Y,\mathrm{Y})Ei,$ $Ei)=- \sum_{i=1}^{N}2D(Y,Y)D(E_{i}, E_{i})=-2ND(Y,Y)$

の辺々を加えて, $\Sigma_{i=1}^{N}D((Y\mathrm{V}_{2} Y)E_{i}, E_{i})=2(\frac{1}{B(\tau_{\lambda},T_{\lambda})}+1-N)D(\mathrm{Y},\mathrm{Y})$ を得る. 従って,

$B(T_{\lambda},T_{\lambda}) \neq\frac{1}{N-1}$ を示せば, $W_{2}\subset\{Y\in \mathcal{G}|D(Y,\mathrm{Y})=0\}$ がわかる. $(\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{T}_{\lambda})^{2}$の固有値は,

$\{$

$B(T_{\lambda},\tau_{\lambda})^{2}$ : 重複度 $2\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{c}\mathcal{G}\pm 2$ $=$ 2;
$B(T_{\lambda}, T_{\lambda})^{2}/4$ : 重複度 $2\dim_{\mathrm{C}}\mathcal{G}\pm 1$ $=$ : $2n_{1}$ ;

$0$ : 重複度 $2\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{c}\mathcal{G}0$ $=$ : $n_{0}$
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となり, $0\neq B(T_{\lambda}, T_{\lambda})=(2+2n_{1}/4)B(\tau_{\lambda}, \tau_{\lambda})^{2}$ , 即ち, $B(T_{\lambda}, T_{\lambda})=1/(2+n_{1}/2)$ . 従って,
$2+n_{1}/2\neq N-1$ , 即ち, $3+n_{1}/2\neq N(=2+2n_{1}+n_{0})$ を示せばよい. ここで, $n_{1}=0$

ならば, $\mathcal{G}_{1}=0$ , 即ち, 任意の正ルート $\alpha$ について\alpha -\mbox{\boldmath $\lambda$}\not\in R, 従って, $-\alpha+\lambda\not\in \mathcal{R}$ となり
$\mathcal{G}_{-1}=0$ , 結局, $\mathcal{G}=\mathrm{C}x-\lambda+\mathrm{C}H_{\lambda}+\mathrm{C}X_{\lambda}$ となり, $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{c}\mathcal{G}\geq 2$ に反する. 従って, $n_{1}\geq 1$ ,
故に, $(-1/2\geq)1-3n_{1}/2\neq n_{0}$ となり, $3+n_{1}/2\neq 2+2n_{1}+n_{0}(=N)$ がわかる. //

特に, Gが $A$型の場合, 随伴多様体は次のようになる.

例 $1-2[\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{Y}]:_{\mathcal{G}As}=1:=\iota(2, \mathrm{C})=\{.\mathrm{Y}\in M(2, \mathrm{c})|\mathrm{t}\mathrm{r}Y=0\}=\mathrm{C}x_{-\lambda}\oplus \mathrm{c}H_{\lambda}\oplus \mathrm{C}Xx\cong \mathrm{c}^{3}$ ;

$X_{\lambda}:=$ , $H_{\lambda}:=,$ $X_{-\lambda}:=.$ .

ここで, [$x_{\lambda},$ $x_{-\lambda}|=H_{\lambda},$ [$H,x_{\pm\lambda}|=\pm 2x_{\pm\lambda}$である. 任意の $Y=\xi X_{\lambda}+\eta H+\zeta X_{-\lambda}=$

$(X_{-\lambda}, H_{\lambda}, X_{\lambda})$ によって $Y \bigvee_{S}Y$を表現すると, $(2-\epsilon)D(Y, Y)$ となる :

$(Y \bigvee_{\mathcal{E}}Y)(X_{-\lambda}, H\lambda,X_{\lambda})=(X-\lambda, H_{\lambda},x\lambda)(2-\epsilon)D(Y, Y)$ .

従って, Al型の随伴多様体 X(Al) は, 同–視\mbox{\boldmath $\pi$}(Y) $=(\xi$ : $\eta$ : $()$
$\in \mathrm{C}P_{2}=\mathrm{C}P(s\downarrow(2, \mathrm{C}).\cdot.).\text{に}$

よって, 複素 2次曲線 Q: $=\{(\xi:\eta:\zeta)\in \mathrm{C}P_{2}|\eta^{2}+\xi\zeta=0\}\subset \mathrm{C}P_{2}$に等しい :

$X(A_{1})=\pi(\{\mathrm{Y}\in sl(2, \mathrm{C})|D(Y,Y)(=2\det Y)=0\})=Q$ .

例 $1- 3[\mathrm{K}\mathrm{Y}]$ : $\mathcal{G}=A_{n}=sl(n+1, \mathrm{c})=\{Y\in M(n+1, \mathrm{c})|\mathrm{t}\mathrm{r}Y=0\}$ について

$X(A_{n})$ $=\pi(\{Y\in sl(n+1, \mathrm{C})|\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}Y=1\}$

$=$ $\pi$ ( $\{\mathrm{Y}\in sl(n+1,$ $\mathrm{C})$ IYの各 2次小行列式 $=0\}$).

証明 : 最初の等式を示す. $\mathcal{H}=\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\backslash a0, \ldots, an)|\Sigma_{i=}^{n}\mathrm{o}ia=0\},$ $H_{\lambda}:=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, \mathrm{o}, \ldots,0, -1)$ ,
$X_{\lambda}:=E_{1,n+}1,$ $x_{-\lambda}:=E_{n+1},1$ とおくことができる. ただし, Ei,’は第 (的)成分が 1で, そ
の他の成分は $0$ である $n+1$次行列とする. $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}X_{\lambda}=1$ であり, $\alpha\in SL(n+1, \mathrm{C})$ の随伴
作用 $\mathrm{A}\mathrm{d}(\alpha)Y=\alpha Y\alpha-1$は相似作用なので rankYは不変故, $\subseteq$がわかる. 逆に, rankY $=1$

とする. もし, Yが $0$ でない固有値を持てば, $\mathrm{t}\mathrm{r}Y=0$ よりそれとは異なる固有値が少なく
とも 1つ存在し, Jordan標準形の考察より, rankY $\geq 2$ となり矛盾する. 従って, 固有値
はすべて $0$ であり, Jordan標準形の考察より, $Y$は $X_{\lambda}$に相似である. 従って, $\supseteq$もわかり,
最初の等式が示された. // .

上の例 1-3は, 随伴多様体の実現と線形代数との関連性を示している.
$-$
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$2^{\mathrm{o}}$ . 複素接触構造の等質条件

以下, $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{C}}\mathcal{G}\geq 2$ とする. この時, 次のことが成立っ :
$(^{*})\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{c}\mathcal{G}\pm 1\neq 0;l^{\mathrm{a}\prime}\supset$

$(^{**})$ 複素 symplectic形式< $*,$ $*>’:\mathcal{G}_{-1}\cross \mathcal{G}_{-1}arrow \mathrm{C};(Y_{1}, Y_{2})\mapsto<Y_{1},Y_{2}$ >’が存在して,
$[Y_{1}, Y_{2}]=<Y_{1},$ $Y_{2}>’$となる (浅野 [Al; 定理 211, 定理 2 .3], [A2; 定理 1, 定理 5], Yamaguti-

$\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{o}$ [$\mathrm{Y}\mathrm{A}$ ; Thm.2] $)$ .
例 -1(等質複素接触構造の実現) (0) $\mathrm{a}\mathrm{d}x_{\pm\lambda}$ : $\mathcal{G}_{-(\pm 1)}arrow \mathcal{G}\pm 1$について, $[X_{\lambda}, x_{-\lambda}]=H_{\lambda}\mathrm{g}$

Jacobi等式より, $\mathrm{a}\mathrm{d}X_{-\lambda^{\circ}}\mathrm{a}\mathrm{d}X_{\lambda}=\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathcal{G}_{-}}1$ が成立っので, $\mathrm{a}\mathrm{d}X_{\lambda}$は $\mathcal{G}_{-1}$上単射である. 故に,

$[Y, X_{\lambda}]\in[X_{\lambda}]:=\mathrm{c}X_{\lambda}\Leftrightarrow Y\in \mathcal{G}+:=\mathcal{G}0+\mathcal{G}_{1}+\mathcal{G}_{2}$ .

従って, $G$の閉部分群 $P_{+}:=\{\alpha\in G|[(\mathrm{A}\mathrm{d}\alpha)x_{\lambda}]=[X_{\lambda}]\}$ の Lie代数は, Gの複素 Lie部分
代数 $\mathcal{G}_{+}$ に等しい. $G$の $X(\mathcal{G})$ への作用は正則なので, 複素線形Lie群 Ad $G$の指数写像の
正則性 [$\mathrm{G};\mathrm{p}.255,$ $(6.1.3)$ , 3), Proof] と合わせて, 次の写像は, $0\in \mathcal{G}_{-2}+\mathcal{G}_{-1}$の十分小さい
近傍に定義域を制限すれば, 点 $[gX_{\lambda}]\in X(\mathcal{G})$ の近傍での複素座標を与えることがわかる :

$\zeta_{\mathit{9}}:.\mathcal{G}_{-}2+\mathcal{G}_{-}1arrow X(\mathcal{G});z’\mapsto[\hat{\zeta}_{\mathit{9}}(z^{;},x\lambda)]$ .

ただし, $\hat{\zeta}_{g}$ : $\mathcal{G}\cross \mathcal{G}arrow \mathcal{G};(Z’,Y’)-\succ e^{\mathrm{a}\mathrm{d}((g})Z’)(\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y^{;}$ とおいた. 複素多様体としては,
$X(\mathcal{G})=G/P+$ となる $[\mathrm{G};\mathrm{p}.301, (6.8.1)]$ , [M2; p.226注意, P.206-3)].

(i)(正則接ベクトル束の構成) $X(\mathcal{G})$ 上の自明なG-ベクトル束 X(G) $\cross$ Gから正則接ベクト
ル塩 T+X $(\mathcal{G})$ へ写像

$X( \mathcal{G})\cross \mathcal{G}arrow T_{+}X(\mathcal{G});([(\mathrm{A}\mathrm{d}g)X_{\lambda}],Y)\mapsto Y_{[()}^{*}\mathrm{A}\mathrm{d}gX_{\lambda}]=\frac{\mathrm{d}[e^{t\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{Y}}(\mathrm{A}\mathrm{d}g)x_{\lambda}]}{\mathrm{d}\mathrm{t}}|_{t=0}$

は全射準同形である. また,

$((\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y)^{*}[(\mathrm{A}\mathrm{d}g)X_{\lambda}]=0$

$\Leftrightarrow$ $(d_{(\mathrm{A}\mathrm{d}g})x\lambda\pi)$ [ $(\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y$, (Ad $g)X_{\lambda}$ ] $=0$

$\Leftrightarrow$ [ $(\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y$, (Ad $g)X_{\lambda}$ ] $\in[(\mathrm{A}\mathrm{d}g)X_{\lambda}]\Leftrightarrow Y\in \mathcal{G}+$

であるから, $K:=$ { $([(\mathrm{A}\mathrm{d}g)x_{\lambda}|$ , (Ad $g)Y)\in X(\mathcal{G})\cross \mathcal{G}|Y\in \mathcal{G}+,g\in \mathcal{G}$} が, O-section $0$ の

原像である. 従って,

$0arrow Karrow X(\mathcal{G})\cross \mathcal{G}arrow T_{+}X(\mathcal{G})arrow 0$

は, $X(\mathcal{G})$ 上の正則ベクトル束の完全系列である. 即ち, $T_{+}X(\mathcal{G})$ は, 商ベクトル束 (X $(\mathcal{G})\cross$

$\mathcal{G})/K$ と同形である.
(ii)(Eの定義) $\tilde{E}:=$ { $([(\mathrm{A}\mathrm{d}g)X_{\lambda}]$ , (Ad $g)Y)|g\in G,$ $Y\in \mathcal{G}_{-1}+\mathcal{G}_{+}$ } とおく. これは,

$X(\mathcal{G})$ $\cross$ Gの部分正則ベクトル束である. 実際, 任意の\alpha \in P+について
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(Ad $(g\alpha)$ ) $(\mathcal{G}_{-}1+\mathcal{G}+)=(\mathrm{A}\mathrm{d}g)(\mathcal{G}_{-}1+\mathcal{G}_{+})$

故, 各点 $[(\mathrm{A}\mathrm{d}\mathit{9})x_{\lambda}]$ での左の fiber は, その点での $X$ (G) $\cross$ Gの fiberの–つの複素部分空間
(Ad $g$) $(\mathcal{G}_{-1}+\mathcal{G}_{+})$ に等しい. また, 各 g\in Gについて, $0\in \mathcal{G}_{-2}+\mathcal{G}_{-1}$の十分小さい近傍 $U$

が存在して, (0) で定義した写像\mbox{\boldmath $\zeta$}gの Uへの制限
$-$

$\zeta_{g}$ : $Uarrow X(\mathcal{G});z’\mapsto\zeta_{g}(Z’)$

が $[(A\mathrm{d}^{g})x_{\lambda}]$ のある近傍上への正則同形となる. このとき, 次の写像が, 正則ベクトル束

としての局所自明化を与える :

$(_{g}$ :$\tilde{E}|_{\zeta \mathit{9}(U)}\simarrow\zeta_{g}(U).\cross(\mathcal{G}-1+\mathcal{G}+);(\zeta \mathit{9}(Z’),\hat{\zeta}_{g}(Z’,Y’))\mapsto(\zeta_{g}(Z’), Y’)$ .

(iii) (Eの定義) $\tilde{E}$は Kを部分ベクトル束として含むから, 正則ベクトル束の完全系列 $0arrow$

$Karrow\tilde{E}$を得る. 従って, 正則ベクトル束 E:=E\tilde /Kが定まる. これは, (i) の同形によって,

正則接ベクトル束の部分ベクトル束と考えられる.
$(\mathrm{i}\mathrm{v})$ ( $\gamma_{\mathrm{g}}$の定義) $\gamma:X(\mathcal{G})\cross \mathcal{G}arrow \mathrm{C};([(\mathrm{A}dg’)x_{\lambda},Y;)\mapsto D((\mathrm{A}\mathrm{d}g’)x\lambda,Y’)$ では, .うまく定義
されていない. $-|(\mathrm{A}\mathrm{d}g’)X_{\lambda}]$ が同じでも (Ad $g’$) $X_{\lambda}$には, 定数倍の違いが認められるからであ
る. そこで, 各 g\in G について, (iii) における $[(\mathrm{A}\mathrm{d}g)x_{\lambda}]$ の近傍の複素座標 (g : $Uarrow X(\mathcal{G})$

を与える Uを用いて,

$\gamma_{g}$ : $\zeta_{g}(U)\cross \mathcal{G}arrow \mathrm{C};(\zeta_{g}(Z’), Y’)\mapsto D(\hat{\zeta}_{g}(Z’), Y’)$

とおけば, $\zeta_{g}(\mathrm{O})=[(\mathrm{A}dg)x_{\lambda}]\in X(\mathcal{G}))$ の近傍 6(U) において, 正則ベクトル束 $X(\mathcal{G})\cross \mathcal{G}$

上の局所正則 1-形式を定義する. また,

$X_{\lambda}^{\perp}:=\{Y\in \mathcal{G}|D(Y, x_{\lambda})=0\}=\mathcal{G}_{-1}+\mathcal{G}_{+}$ .

従って, $((\mathrm{A}\mathrm{d}g)x_{\lambda})^{\perp}=(\mathrm{A}\mathrm{d}g)(\mathcal{G}_{-}1+\mathcal{G}_{+})$ である. 特に, $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\gamma_{g})=\tilde{E}|_{\zeta_{g}(}u)$が成立っ.
(V)(\mbox{\boldmath $\gamma$}Eの定義) $K\subset\tilde{E}$と合わせて, $\gamma_{g}$は, $(X(\mathcal{G})\cross \mathcal{G})/K|_{\zeta_{g(U)}}=T_{+}X(\mathcal{G})|_{\zeta Q}(U)$ 上の正則

1形式, 従って, $X(\mathcal{G})$ 上の局所正則 $(1, 0)- \text{形式}\gamma \mathit{9}E$を定める. また,

$E|_{\zeta_{\mathit{9}}(U)}=\tilde{E}/K|_{\zeta(U)}\mathit{9}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\gamma_{g}/K|_{\zeta(U)}g=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\gamma_{g}^{E}|\zeta_{g}(U)$ .

$(\mathrm{v}\mathrm{i})$ ( $d\gamma_{\mathit{9}}^{E}$の非退化性) 任意の $x’,y’\in E|_{[(\mathrm{d}_{\mathit{9})}}\mathrm{A}x\lambda$] $(\subset T_{+}X(\mathcal{G})|_{[(\mathrm{A}\mathrm{d}g})x_{\text{、}}1)$ について,

$((\mathrm{A}\mathrm{d}g)X’)*|[(\mathrm{A}\mathrm{d}g)\mathrm{x}_{\lambda}]=x’,$ $((\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y^{J})*|_{[(g)]}\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{x}_{\lambda}=y’$

となる $X’,$ $Y’\in \mathcal{G}-1$がユニークに存在する. この時,
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$d\gamma_{g}^{E}(xy)’,$
’

$=$ $d\gamma_{g}^{E}(((\mathrm{A}\mathrm{d}g)X’)*, ((\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y’)^{*})|_{(\mathrm{A}}\mathrm{d}g)X_{\lambda}$

. $\cdot$

.

$=$ $((\mathrm{A}\mathrm{d}g)X’)*E(\gamma_{g}((\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y’)*)-((\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y^{J})*(\gamma_{g}^{E}((\mathrm{A}\mathrm{d}_{\mathit{9}})x’)^{*})$

$-\gamma_{g}^{E}([((\mathrm{A}\mathrm{d}g)X’)*, ((\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y’)^{*}])|_{(\mathrm{A}\mathrm{d}g)x}\lambda$ .

方, 任意の $Z’Z”\in U$について,

$\gamma_{g}^{E}(((\mathrm{A}\mathrm{d}g)z\prime\prime)^{*})|\zeta g(Z’)\sim=\gamma_{g}$ ($\zeta_{g}(Z’)$ , (Ad $g)Z”$) $=D$ ( $\hat{\zeta}_{g}(Z’)$ , (Ad $g)Z”$).

従って,

$-\gamma_{g}^{E}([((\mathrm{A}\mathrm{d}g)X’)*, ((\mathrm{A}dg)Y^{J})^{*}])|_{(\mathrm{A}}\mathrm{d}g)X_{\lambda}$ $=$ $-\gamma_{g}^{E}$ ( $-[(\mathrm{A}dg)X’$ , (Ad $g)Y’]*$ ) $|\zeta_{g}(0)$

$=$ $-D$ ( $\hat{\zeta}_{g}(\mathrm{o}),$ $-[(\mathrm{A}dg)X’$ , (Ad $g)Y’]$ )
$=$ $D$ ( $(\mathrm{A}\mathrm{d}g)x_{\lambda},$ $[(\mathrm{A}dg,$$)X’$ , (Ad $g)Y’]$ )

$=.D(X_{\lambda}, [x’,Y’])$ ;

$-((\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y’)*(\gamma_{g}^{E}((\mathrm{A}\mathrm{d}g)x’)*)|(\mathrm{A}\mathrm{d}g)X_{\lambda}$ $=$ $- \frac{d}{dt}|_{t=}0\gamma_{\mathit{9}}(E((\mathrm{A}\mathrm{d}g)x’)^{*})|e(\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y’)(\mathrm{A}\mathrm{d}g)t\mathrm{a}\mathrm{d}(X_{\lambda}$

$=$ $- \frac{d}{dt}|t=0\gamma_{gg)}.(((\mathrm{A}E\mathrm{d}g)X’)^{*})|_{\zeta_{\mathit{9}}}(t(\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{Y}’)$

$=$ $- \frac{d}{dt}|_{t=0^{D(\hat{\zeta}_{\mathit{9}}}}(t(\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y’)$ , (Ad $g$) $X’)$

$=$ $- \frac{d}{dt}|_{t=0^{D}}(e)i$($\mathrm{A}\mathrm{d}g\mathrm{Y}’$ (Ad $g$) $X_{\lambda}$ , (Ad $g)X’$)

$=$ $-D$ ( $[(\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y’$ , (Ad $g)X_{\lambda}]$ , (Ad $g)X’$)

$=$ $-D([Y’,x_{\lambda}],x’)=-D([x^{J},Y’], x_{\lambda})$ ;
$((\mathrm{A}\mathrm{d}g)X’)^{*}\gamma_{g}(E((\mathrm{A}\mathrm{d}g)Y’)*)|(\mathrm{A}\mathrm{d}g)\mathrm{x}_{\lambda}$ $=$ $D([Y’,X’], x\lambda)=-D([X’,Y’], x\lambda)$ .

辺々加えて, $d\gamma_{g}^{E}(X’’, y)=-D([x’, \mathrm{Y}’],X_{\lambda})=-<X’,Y’>D’(x-\lambda,x\lambda)=-<X’,Y’’>$ .
$(^{**})$ によって, これは非退化. //

各階数 2以上の複素単純Lie代数 $\mathcal{G}$に対し, 上で構成された複素接触多様体 (X $(\mathcal{G}),$ $E$) は,
$\mathrm{A}\mathrm{d}(G)$ が $E$を保存するので, (単連結コンパクト)等質複素接触多様体である.

定理 2-2. 随伴複素接触多様体 $(X(\mathcal{G}), E)$ の contact line bundle $L_{E}:=T_{+}X(\mathcal{G})/E$ は,

very ampleである.

証明 : $w\in \mathrm{C}P(\mathcal{G})$ に対し, $X\in \mathcal{G}\backslash \{\mathrm{o}\}$ を $w=[X](=\pi(x))$ であるものとし,

$w^{\#}:=\{cx|c\in \mathrm{C}\mathrm{f}$

&k‘ $\text{く}$ . Hopf’s canonical line bundle $F:=\{(w, Z)\in \mathrm{C}P(\mathcal{G})\cross \mathcal{G}|Z\in w\}\#\text{の}X(\mathcal{G})\text{へ}q)$

pull-back

59



$F//X(\mathcal{G})=\{(w, Z)\in X(\mathcal{G})\cross \mathcal{G}|Z\in w\}\#\{=([(\mathrm{A}\mathrm{d}g)X\lambda], C(\mathrm{A}\mathrm{d}g)x_{\lambda})|g\in \mathrm{G}, c\in \mathrm{C}\}$

の双対 $F^{*}//X(\mathcal{G})$ は, very ampleである (cf. $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}_{\mathrm{S}}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}[\mathrm{M}1$ ;p.56Prop 64]). 次の全射準
同形を考える :

. $X(\mathcal{G})\cross \mathcal{G}arrow F^{*}//X(\mathcal{G});(w’,\mathrm{Y})\mapsto Y_{w}^{D}$ : $(w’, z’)\mapsto D(Y, z’)$ .

$w’=[(\mathrm{A}\mathrm{d}g’)X_{\lambda}]$ とおくと,

$\mathrm{Y}_{w}^{D},$ $=0\Leftrightarrow D(Y, c(\mathrm{A}\mathrm{d}g)\prime x\lambda)=0\backslash \Leftrightarrow Y\in(\mathrm{A}dg’)(\mathcal{G}_{-1}+\mathcal{G}_{+})$

が成立っ. 従って, 完全系列:

$0arrow\tilde{E}arrow X(\mathcal{G})\cross \mathcal{G}arrow F^{*}//X(\mathcal{G})$

を得る. 故に, 正則ベクトル束の同型

$F^{*}//x(\mathcal{G})\cong\{X(\mathcal{G})\cross \mathcal{G}\}/\tilde{E.}\cong\{(X(\mathcal{G})\cross \mathcal{G})/K\}/\{\tilde{E}/K\}\cong T+X(\mathcal{G})/E=L_{E}$

を得る. 特に, $L_{E}$も very ampleである. //

定理 2-3( $\mathrm{B}_{\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}\mathrm{b}\mathrm{y}[\mathrm{B}1$ , B2]). 単連結コンパクト等質複素接触多様体は, ある随伴複素接
触多様体に, 複素接触多様体として同形である.

系 2-4. 単連結コンパクト等質複素接触多様体 $(X, E)$ の contact line bundle $L_{E}:=T+x/E$

は, very ample である.

逆に, 次が成立っ.

定理 2-5( $[\mathrm{Y}\mathrm{o}$; Thm 2]). 連結コンパクト複素接触多様体 $(Z, E)$ の contact line bundle
$L_{E}$ :=T+Z/Eが very ample ならば, $(Z,E)$ は, 等質複素接触多様体である.

証明:(i) (Very ample条件の翻訳) LEが very ample とする. ある複素正則はめこみ\Sigma : $Zarrow$

$\mathrm{C}P_{N}$が存在して, $\mathrm{C}P_{N}$上のHopf’s canonical line bundle Fの双対束 $F^{*}$ の\Sigmaによる pull-back
$\Sigma^{*}F^{*}$ と $L_{E}$は, Z上の正則ベクトル束として同形である [Ml; (5.6), (6.5)]: $\Sigma*F*\cong L_{E}$ . 従っ
て, これらの双対同士も同形である :

$\Sigma^{*}F:=\{(u,v)\in Z\cross F|v\in F|_{\Sigma(u)}\}\congarrow L_{E}*$.

正則はめこみ: $\Sigma^{*}Farrow F;(u,v)\mapsto v$ と上の同形をつなげることにより正則はめこみ

$\tilde{\Sigma}$ : $L_{E}^{*}arrow F$

を得る. ここで, 各 fiberでは, 1次元複素ベクトル空間としての同形写像を与えているから,
特に, $\mathrm{C}^{\cross}$倍は, 同じ $\mathrm{C}^{\cross}$倍に移っていることに注意する. ここで, それぞれの non-zeroベク
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トルの全体 $(L_{E}^{*})^{\mathrm{x}}:=L_{E}^{*}\backslash \{\mathrm{o}\},$ $F^{\mathrm{X}}:=F\backslash \{0\}$ を考える. まず, $F^{\cross}=\mathrm{c}^{N+1}\backslash \{\mathrm{o}\}$ である. ま

た, $(L_{E}^{*})^{\mathrm{x}}$上には各fiberの複素ベクトル空間のスカラー倍と–致する $\mathrm{C}^{\mathrm{x}}$-作用 $R_{a}(a\in \mathrm{C}^{\mathrm{x}})$

が存在し, 正則な主 $\mathrm{C}^{\cross}$ -束になる. 結局, $R_{a}$に関して斉次 1次の正則はめこみを得る :

$\tilde{\Sigma}$ : $(L_{E}^{*})^{\mathrm{x}}arrow \mathrm{c}^{N+1}\backslash \{0\};\tilde{\Sigma}(R_{a}w)=a\tilde{\Sigma}(w)(a\in \mathrm{C}^{\cross})$ .
(ii) (Symplectificationの構成) -方, $\hat{\pi}$ : $(L_{E}^{*})^{x}arrow Z$を標準的射影, $\phi$ : $T_{+}(L_{E}*)^{\cross}arrow(L_{E}^{*})^{\mathrm{x}}$

も標準的射影, $\varpi_{E}$ : $T_{+}Zarrow.L_{E}(=\tau_{+}Z./E)$ を標準的射影し, $(L_{E}^{*}.)^{\cross}$上の正則 $(1, 0)$-形式 $\theta_{E}$

を次の式で定義する :

$\theta_{E}(X):=\phi(X)(\varpi_{E}((d\hat{\pi})X))(X\in T_{+}(L_{E}*)^{\mathrm{x}})$.

この Z上の正則主 $\mathrm{C}^{8}$ -束とその上の正則 $(1, 0)$-形式の組 $((L_{E}^{*})^{\cross}, \theta B).\text{について}$ , 次のことが
確かめられる :

(S. 1) $\theta_{E}(X)=0(X\in T_{+}(L_{E}^{*})^{x}),$ $(d\hat{\pi})X=0)$ ;
$(S.2)$ $R_{a}^{*}\theta_{E}=a\theta_{E}(a\in \mathrm{c}^{\mathrm{x}})$ ;
$(S.3)$ $d\theta_{E}$は, $(L_{E}^{*})^{\cross}$上の正則な symplectic $(2, 0)$-形式である.

$(S.3)$ より, 各 w $\in(L_{E}^{*})^{\cross}$ において, ん: $(T_{+}(L_{E}^{*})^{\cross})|warrow(T_{+}^{*}(L_{E}^{*})\mathrm{x})|_{w};x\mapsto-\iota_{X}d\theta_{E}$ は,
複素線型同型であり, 正則ベクトル束の同形 I: $T_{+}(L_{E}*)^{\cross}arrow T_{+}^{*}(L_{E}*)^{\cross}$ を与える. その逆
写像

$H$ : $T_{+}^{*}(L_{E}*)^{\cross}arrow T_{+}(L^{*})^{\cross}E;$ $\omega\mapsto H(\omega);-b_{H()}d\theta_{E}=\omega\omega$

も正則同型である. また, $(L_{E}^{*})^{\mathrm{x}}$ 上の斉次 1次正則関数の全体を

$ho\iota_{1}((L*)^{\mathrm{X}}E):=$ { $f:(L_{E}^{*})^{\cross}arrow \mathrm{C}|f$は正則, $f(R_{a}w)=af(w)(a\in \mathrm{C}^{\cross},w\in(L_{E}^{*})^{\cross})$ }

とおき, 各 f\in $ho\iota_{1}((L*)^{\mathrm{X}}E)$ について, $d\theta_{E}$に関する Hamiltonianベクトル場 $H_{f}:=H(df)$

を考える. このとき, 次が成立っ :

$(S.4)$ $X_{f}:=Re((d\hat{\pi})H_{f})$ は, . $(Z,E)$ 上の正則ベクトル場を定義して, その生成する (コ
ンパクトな)Z上の (global) 正則変換は $Aut(Z, E)$ に入る, 即ち, $E$を保存する.

(iii) (証明のつづき) $(z_{0}, \ldots, z_{N})$ を $\mathrm{C}^{N+1}$の標準座標とする. すべての i $=0,$ $\ldots$ , Nについて,
$f_{i}:=z_{i^{\circ}}\tilde{\Sigma}\in h,ol_{1}((L_{E}^{*})^{\cross})$ である. $\tilde{\Sigma}$ははめこみであるから, 各点wでの微分

$d_{w}\Sigma\sim\cdot$. $(\tau_{+}(L_{E}^{*})^{\mathrm{x}})|_{w}arrow(\tau_{+}(\mathrm{c}^{N+}1\backslash \{0\}))|\sim\Sigma(w)$ ;

は単射である. 従って, その双対写像

$\tilde{\Sigma}_{w}^{*}$ : $(T^{*}+(\mathrm{c}N+1\backslash \{0\}))|\sim\Sigma(w)arrow(T_{+}(L_{E}^{*})\mathrm{x})|w;\omega\mapsto\omega\circ d_{w}\tilde{\Sigma}$
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は全射である. 従って, $\{df_{i}=\tilde{\Sigma}^{*}(dzi)|i=0, \ldots, N\}$ は, $\mathrm{C}$ 上 $(T_{+}^{*}(L_{E}^{*})^{\cross})|$詠張る. 然るに,

$H$ : $(T_{+}*(L^{*}E)^{\mathrm{x}})|_{w}arrow(T_{+}(L_{E}^{*})^{\cross})|_{w};\omega\mapsto H(\omega)$

は複素線型同形であるから, $\{H_{f}.\cdot=H(df_{i})|i=0, \ldots, N\}$ は, (TTT+(LE*)x)l詠張る. 最後
に, $\{X_{f_{i}}=Re((d\hat{\pi})H_{f}.\cdot)|i=0, \ldots, N\}$ は, $T_{\hat{\pi}w}Z$を張ることがわかる. 結局, 複素Lie群

$Aut(z, E)$ の軌道は, Zの各点で開集合になる. Zの連結性より, $Aut(z, E)$ は, Z上推移的

に働くことがわかる. //
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