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本稿は, オウル大学 (フィンランド) の K. V\"a\"an\"anen 氏との共同研究 [1], [2], [3]

の–部の解説です.

1

以下, $K$ は虚 2次体を表し, $q$ は $K$ の整数で絶対値が 1より大きいものを表す. また,

$s$ は自然数を表し, $P(z)\in K[z]$ は次数が $s$ 以下で $P(\mathrm{O})\neq 0,$ $P(q^{-n})\neq 0(n\geq 0)$

を満たす多項式を表す. このとき, 整関数 $\phi(z;q)$ を

$\phi(z;q)=\sum_{=n0}^{\infty}\frac{q^{-s(_{2}^{n})}}{P(1)P(q-1)\cdots P(q-(n-1))}z^{n}$ (1)

で定義する. これが, 表題に言う certain $q$-hypergeometric series である. 特に,

Tschakaloff 関数
$T_{q}(z)= \sum_{n=0}\frac{z^{n}}{q(\begin{array}{l}n+12\end{array})}\infty$

は, $s=0,$ $P(Z)\equiv 1$ の場合の $\phi(qz;q)$ であり, q-指数関数

$E_{q}(z)= \sum_{n=0}\frac{z^{n}}{(q-1)(q^{2}-1)\cdots(q-1n)}\infty=\prod_{n=1}^{\infty}(1+\frac{z}{q^{n}})$

は, $s=1,$ $P(Z)=q-Z$ の場合の $\phi(z;q)$ である. 後者は,

$\lim_{qarrow 1}E_{q}((q-1)Z)=\sum_{n=0}\frac{z^{n}}{n!}\infty$

を満たし, この意味で, 指数関数の q-アナログになっている. また, $s=2,$ $P(z)=$

$(z-q)^{2}$ の場合は

$\phi(z\cdot q))=\sum\frac{z^{n}}{(1-q)^{2}(1-q^{2})2\ldots(1-q)^{2}n}n=0\infty$ (2)

であるが, $J(z;q):=\emptyset(-Z^{2}/4, q)$ とおくと

$\lim_{qarrow 1}J((1-q)z;q)=\sum\frac{(-1)^{n}}{(n!)^{2}}n=0\infty(\frac{z}{2})^{2n}$
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となり, 右辺はベッセル関数 $J_{0}(z)$ である. この意味で, $J(z;q)$ は $J_{0}(z)$ の q-アナ

ログになっている.

さて, 次節で述べる結果より, $\phi(z;q)$ が $K$ で取る値は大抵 $K$ に属さない. つ

まり, $\phi(\alpha;q)\in K$ となる $\alpha\in K$ は例外点である. いま, このような例外点全体か

ら自明な例外点 $\alpha=0$ を除いた集合を, $\phi(z;q)$ の例外集合と呼ぶことにしよう. 本

稿では, $\phi(z;q)$ の例外集合を決定する問題を扱い, それに関する我々の方法および

結果について報告する.

2

既知の結果の中から, 我々の結果に直接関係する部分だけを取り出して説明す

る. 先ず, Tschakaloff [9] は, $T_{q}(z)$ の例外集合が空であることを示した. つまり,

任意の $\alpha\in K\backslash \{0\}$ に対して $T_{q}(\alpha)\not\in K$ が成り立つ. また, Lototsky [6] は, $E_{q}(z)$

の例外集合がその零点全体 $\{-q^{n}|n\in \mathrm{N}\}$ であることを示した. これら二つの研

究が, q-関数の無理数論 (および超越数論) の出発点であった. 一般の $\phi(z;q)$ につ

いては, Stihl [8] が, $P$ の次数が $s$ より小さく, $K[z]$ で 1次式に分解している場

合を扱い, $\phi(z;q)$ の除外集合が空であることを示した. その後, B\’ezivin [4] は, $P$

の次数が $s$ の場合 (を含む, より広いクラスの関数) を考え, $\phi(z;q)$ の除外集合が

$\{a_{s}q^{n}|n\in \mathrm{Z}\}$ の部分集合であることを示した. ここに, $a_{s}$ は $P$ の $s$ 次の項の係

数である. Stihl の方法 (パデ近似を使う) と B\’ezivin の方法 (関数の有理性理定法

を使う) は異なるものであるが, 共に関数 $\phi(z;q)$ をそのまま扱う点では共通してい

る. これに対して, 我々は, $\phi(z;q)$ の関数値を間接的に扱う方法を円い出した. そ

れを次に述べよう.

3

$\alpha\in K\backslash \{0\}$ を任意に取る. このとき,

$f(z)=f(z; \alpha)=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{q^{-s(\begin{array}{l}n2\end{array})}}{P(q^{-1}Z)\cdots P(q^{-}nz)}\alpha n$ (3)

によって, 関数 $f(z)$ を定義する. $f(z;\alpha)$ は原点で正則かつ全平面で有理型な関数

で, しかも $\phi(\alpha;q)=f(q)$ を満たす. さらに, $f(z)$ は関数等式

$P(z)f(qZ)=\alpha Z^{s}f(z)+P(Z)$ (4)

を満たしていて, これは, $\phi(z, q)$ が満たす関数等式

$\{P(q\triangle)-Z\triangle^{s}\}\phi(Z)=P(q)$ , $(\triangle\phi)(\mathcal{Z}):=\emptyset(q-1\mathcal{Z})$
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よりも簡単である. Duverney [5] によれば, この種の関数等式を満たす関数の値に

ついて, 次の結果が成り立つ.

定理 1(Duverney [5]( $K=\mathrm{Q}$ の場合) ;[1]) $g(z)$ を, 関数等式

$Q(z)g(qz)=z^{s}g(Z)+R(Z)$ , $Q,$ $R\in K[z]$

を満たす原点で正則な関数で, 多項式ではないものとする. 但し, $Q(\mathrm{O})\neq 0$ かっ $Q$

の次数は $s$ 以下とする. このとき, $\alpha\in K\backslash \{0\}$ が $g(z)$ の極ではないなら, $g(\alpha)\not\in K$

が成り立つ.

この結果より, $f(z;\alpha)$ が多項式ではなければ, $\phi(\alpha;q)\not\in K$ が分かる. –方,

$f(z;\alpha)$ が多項式ならば, $f(z;\alpha)\in K[z]$ となるので, $\phi(\alpha;q)\in K$ が従う. よって,

$\alpha\in K$ について

$\phi(\alpha;q)\in K\Leftrightarrow f(z;\alpha)$ は多項式

という関係が得られる. 特に, 自明な例外点 $\alpha=0$ に対しては, $f(z;0)\equiv 1$ が対応

する. こうして, $\phi(z;q)$ の除外集合を求める問題は, $f(z;\alpha)$ が多項式になる $\alpha\neq 0$

を決定する問題に帰着される.

この観点から, Stihl および B\’ezivin の結果を見直してみよう. $\alpha\in K\backslash \{0\}$ と

する. このとき, $f(z;\alpha)$ が定数関数ではないことはすぐ分かる. もし, $f(z;\alpha)$ が

$n(\geq 1)$ 次の多項式であるとすれば, (4) の両辺の次数を較べて, $P$ の次数は $s$ で,

かっ, $\alpha=a_{S}q^{n}$ でなければならないことが分かる. ここに, 前と同様 $a_{s}$ は $P$ の

$s$ 次の項の係数である. これは, Stihl の結果 (の拡張) および B\’ezivin の結果 (の改

良) を意味する. 特に, $P$ の次数が $s$ の場合の結果を改めて書けば, $\alpha\in K\backslash \{0\}\backslash$ に

ついて

$\phi(\alpha;q)\in K\Rightarrow\alpha\in\{a_{s}q^{n}|n\in \mathrm{N}\}$ (5)

が成り立つ, ということになる. $E_{q}(z)$ についての Lototsky の結果より, 一般に

は, この結果は最良である.

4

ここで, Lototsky の結果を少し–般化した結果を示そう. $s=1,$ $P(z)=Az+$

$B$ $(AB\neq 0)$ とする. このとき, (4) の $K[[z]]$ での解を

$f(z)= \sum_{n=0}^{\infty}fn^{Z^{n}}$
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とおくと, $fo=1,$ $f1=(Bq)^{-1}\alpha$ ,

$f_{n}=(Bq^{n})-1(\alpha-Aqn-1)fn-1$ $(n\geq 2)$

となり, $\alpha=Aq^{n}$ となることが, $f(z)$ が $n$ 次の多項式であるたあの必要十分条件に

なることが知られる. よって, この場合には (5) の逆向きの矢印も成り立つ. 特に

$A=-1,$ $B=q$ の場合が, Lototsky の結果である. さらに, $P(z)=Az^{S}+B(s\geq 1)$

の場合を考えると, 対応する関数は, $s=1$ の場合で $q$ を $q^{s}$ に置き換えたものに相

当するから, $\alpha\in K\backslash \{0\}$ について

$\phi(\alpha;q)\in K\Leftrightarrow\alpha\in\{a_{s}q^{sn}|n\in \mathrm{N}\}$

が成り立つことが分かる.

以上より, $P(z)\neq Az^{s}+B$ の形の $P$ について考えることが残された問題となる.

5

次の結果は, $P(z)\neq Az^{s}+B$ を満たす多くの $P$ の場合に, 対応する関数の除

外集合が空になることを保証する.

定理 2([2], [3]) $s$ を 2以上の整数とし, $a_{i}(x)(i=0,1, \ldots, S)$ を $K$ の整数係数

の多項式で

$a_{S-1}(1)a_{s-}1(-1)(a_{S}^{2}-1(-1)-2aS(-1)a_{s-}2(-1))\neq 0$

を満たすものとする. また, 多項式 $P(z)=P(z;q)$ を

$P(z)= \sum_{i=0}^{s}ai^{\mathcal{Z}}i$ , $a_{i}=a_{i}(q)(i=0,1, \ldots, s)$

で定義し (但し, $a_{s}(q)ao(q)\neq 0$ を仮定する), これに対応する関数を $\phi(z;q)$ とす

る. このとき, $K$ と $a_{i}(x)$ のみによる量からエフェクティブに計算できる正定数 $C$

があって, $H(q)\geq C$ ならば, すべての $\alpha\in K\backslash \{0\}$ に対して $\phi(\alpha;q)\not\in K$ となる.

但し, $H(q)$ は $q$ の高さ ( $q$ の $\mathrm{Z}$ 上の最小多項式の係数の絶対値の最大値) である.

証明は, $x_{1}=1+q,$ $x_{2}=1-q$ が, $K$ の素点のある有限集合 $S$ に関する S-unit

equation $x_{1}+x_{2}=2$ を満たすことを示して, 2変数の $S$-unit equation の解のエ

フェクティブな有限性に帰着させる (Shorey and Tijdeman [7] 参照).
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定理 2で $a_{i}(x)(i=0,1, \ldots, s)$ を 1組固定すれば, $K$ 毎に $C=C(K)$ が定ま

ることになる. では, これらは実際 $K$ に依存するのであろうか ? これについて考

えるために, $K$ を先に与えて, そこに属する $q$ を取る代わりに, $q$ を, 有理整数全

体または虚 2次の整数全体を動く変数と考えることにする (但し, $|q|>1$ を仮定す

る). そして, $q$ の値が指定される毎に, それを含む虚 2次体 $K$ を取ることにする

( $q$ が虚 2次の整数のときは, 自動的に $K=\mathrm{Q}(q)$ になる). このとき $\overline{\mathrm{r}}a_{i}(x)$ のみに

よる量からエフェクティブに計算できる正の定数 $C$ で, 上の定理の主張を満たすも

のが存在するか ? 」 という問を設定できる. 今のところ, 一般の場合については不

明であるが, $P(z;q)=(z-q)^{2}=z^{2}-2qz+q^{2}$ の場合に限って言えば, 完全解が

得られている. 最後にそれを述べよう.

6

定理 3([3]) $q$ を有理整数または虚 2次の整数で $|q|>1$ を満たすものとし, $K$

を $q$ を含む虚 2次体とする. また, $\phi(z;q)$ を (2) で定義される関数とする. このと

き, $\alpha\in K\backslash \{0\}$ について,

$(q, \alpha)=(-3, -27),$ $((-1\pm\sqrt{-7})/2, (1\pm 3^{\sqrt{-7}/2}))$

の場合を除いて $\phi(\alpha;q)\not\in K$ が成り立つ.

さらに, 上記 2っの例外の場合に, ともに $\alpha$ は $\phi(z;q)$ の零点である.

証明は, $q$ 毎に決まる, ある線形数列 $c_{n}=c_{n}(q)(n\in \mathrm{N})$ についての問題に帰

着される. 具体的に述べると, $c_{n}$ は $c_{1}=1,$ $c_{2}=2$ ,

$C_{n+2}=2c_{n+1}-(1-q^{n})_{C_{n}}$ $(n\in \mathrm{N})$

で定義され, $s=2,$ $P(z)=(z-q)^{2}$ の場合について,

(4) は $n$ 次の多項式 $f(z)$ を解に持つ $\Leftrightarrow\alpha=q^{n}$ かつ $c_{n}=0$

という性質を持つ. よって, 定理の前半を示すには, 上記の $(q, \alpha)$ の場合に限って

$c_{n}=0$ となることを示せばよい. 例えば, $q=-3$ のときは, $c_{34}=0,$$C=16,$ $c_{5}=32$

であり, さらに, $n\geq 5$ に対して

$|c_{n+1}|>3|c_{n}|$ , $(3^{n}-1)|c_{n}|>5|c_{n+1}|$

が成り立つことを容易に証明できて, 例外ペア $(q, \alpha)=(-3, -27)$ を得る.
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定理の後半は示すには, それぞれの場合に多項式 $f(z;\alpha)$ を求めて (容易に求ま

る), $f(q;\alpha)$ を計算すればよい.

論文 [1] において, 定理 1の quantitative version が与えられている. すなわち,

$g(\alpha)\not\in K$ の $(-\text{つの})$ 無理数度が計算されている. 従って, 例外点以外の $\alpha\in K$ で

の値 $\phi(\alpha;q)$ に対しても, その無理数度が求められている. このことを含めて, 詳

しいことは原論文を参照して下さい.
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