
超離散戸田分子方程式の保存量とバブルソート方程式
の保存量と組紐半群の不変量の関係

早大理工 岩尾昌央 $(\mathrm{M}\dot{c}1^{\subset}\backslash )\dot{C}\mathrm{t}\backslash \mathrm{f}_{\zeta}.‘ 111^{\vee}\dot{\zeta}\iota$ Iwao)

時間差分戸田分子方程式とその保存量には超離散極限が存在すること. 及び超離散戸田分子方程式がバ
ブルソートアルゴリズムと関係することは既に知られている $[3_{:}4]$ . 本稿では逆に: まずバブルソート方程
式の保存量を求めておいて. これを $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{x}^{r}- 1$)$1_{11}\mathrm{S}$ 代数の上で変形することにより

$i$
超離散戸田分子方程式の保

存量を導出できることを示す.

1 はじめに

Takahashi 等によるソリトンセルオートマトンの発見 [1] 以来, 独立変数従属変数共に完全
に離散な可積分系の研究が活発に行なわれている. その中でも、超離散化極限の手法は非常に強力
であり, 近年脚光を浴びている.
超離散化極限の手法を用いると、時間差分戸田分子方程式 [2]

$\{$

$Q_{r\iota}^{t+}1$ $=$ $E_{7\mathit{1}}’+ \prod_{1k=}^{\mathit{7}l}\mathrm{O}_{\mathrm{A}}\ell$. $\cross(_{\Lambda}.\prod^{\gamma\prime-^{\iota}}=^{\iota}Q^{\prime+1}\wedge\cdot)^{-}1$ , $(1 \leq?1\leq N)$

$E_{\gamma\prime}^{\ell}+1$ $=$ $E_{n}^{\ell}\mathrm{x}Q_{n+}^{\ell}1\cross(Q_{\gamma l^{+}}^{\ell}1)^{-1}$ , $(1 \leq 71\leq N-1)$

$(E_{\dot{0}}’=E_{\backslash ^{r}}^{t}."=0)$ から、超離散戸田分子方程式

$\{$

$Q_{Y1}^{\ell+1}$ $=$ $\min\{E_{n}^{t},\sum_{=k\iota}^{n}Q_{k}\ell-\sum_{=^{\iota}k}^{1}Q’r.-1k^{+1}\}$ , $(1 \leq n\leq N)$

$E_{n}^{\ell+1}$ $=$ $E_{r1}^{l}+Q_{rt}^{\ell}+\mathrm{l}-Q_{r1}^{f+^{\iota}}$ . $(1 \leq 7l\leq N-1)$

(1)

$(E_{\dot{0}:}’=E^{\ell}.=\infty)\backslash ^{\tau}$ が得られる.

ここで同時に, 時間差分戸田分子方程式の保存量の「組合せ」をうまく選んで超離散極限をと
ると、超離散戸田分子方程式の独立な保存量を得られることが知られている $[3_{\text{、}}4]$ . しかし、残念な
がら, この「組合せ」の選び方は自明ではない. このため、超離散方程式としてはどのような内在
的メカニズムにより独立な保存量を持つのか理解しづらい.
そこで本稿ではバブルソート方程式との関係に視点を置いて、$\max$-pius代数上で直に超離散戸
田分子方程式の独立な保存量を構成することを試みる. これにより、独立な超離散版保存量の形の
必然性を理解できると思われる.

2節で式 (1) を議論上都合のよい形に書き換える. 3節で代入写像を導入して超離散戸田分子
方程式とバブルソート方程式を関連づける. 4節でバブルソート方程式の非可逆性にふれる. 5
節でバブルソート方程式の保存量について述べる. 6節で実際に超離散戸田分子方程式の保存量
を構成する. なお都合上、実際の計算は $N=2,3$ の場合だけ行なう.

2 Recurrent Form

式 (1) を書き換えよう, まず従属変数変換

$Q_{71}^{\ell}=U_{\gamma 1}^{\ell}-U_{t-}^{p},\iota$
’ (2)
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$(U_{0}^{l}=0)$ を導入すると式 (1) は

$\{$

$U_{\mathcal{T}l}^{\ell+1}$ $=$ $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\{E_{\eta}\mathrm{f}+U^{\ell+},,-1U_{\gamma 1}\iota.f\}$ , $(1 \leq l?_{\{}\leq N)$ (3)
$E_{\gamma}^{\ell+1}$, $=$ $E_{t1}\ell+U_{r}t|+1-U_{\mathit{7}}^{\ell},$

$-U_{\gamma 1}^{\ell+1}+U_{\gamma 1}^{f.+1}-1$
’

$(1\leq??, \leq N-1)$

となる. 作用素 $\{\ominus_{\gamma 1}|1\leq?1\leq N-1\}$ を

$_{n}$ : $(_{Tl.\mathrm{t}}1x2\cdots$ . $,$

$u\mathrm{v}\cdot(^{\supset}1\cdot C2\cdots. , \mathrm{t}_{z}\supset N-1)\vdasharrow$
”

$(u_{\downarrow 2}^{J\prime\ldots\prime},$$\tau\iota\prime u_{;,},$ $e,$$(^{\supset}.\mathit{2}e_{\backslash :1}’\overline{\prime}-);,’,$

$\ldots,$ ,

$\{$

$\prime u_{r\downarrow}’$ $=$ $\min\{e_{\mathit{7}1}+0\iota n-1\cdot u_{n}\}_{\mathrm{s}}$

$e_{71}’$

.
$=$ $e_{n}+u,,+1-u_{71}-(x_{r}’, +\not\in l_{\eta}-^{\iota_{\tau}}$ $(4)$

$\tau\iota_{\gamma||}’$

. $=$ $u_{\tau r\iota}$ . $(?7l\neq\gamma\gamma,)$

$C_{\gamma 1}’l$ $=$ $e_{r1^{\mathrm{s}}},$. $(’ n\neq?1)$

とすると式 (3) は

$\{$

$1U_{12}^{\ell+},.,$$U_{:,}^{\ell}E_{1}.E+1\backslash \backslash ^{7}\cdot 2\backslash \downarrow,$$U^{\ell+}1..+1\ell+1\ell\ldots E_{\backslash ^{r}}.\cdot l.+1-1)$
$(_{0}^{r})$

$=\ominus_{N-1}\cdot\ominus_{\backslash ^{r}-2}.\cdot.\cdots\cdot\cdot\Theta_{1(,.U}U^{\ell}1^{\text{、}}U_{\underline{)}}‘ t..:\text{、}$
“
$\backslash ^{\mathcal{T}}12^{\text{、}}E,$
$E1\ldots E^{\iota}\mathrm{v}_{-}\text{、}.|\ell\cdot\ell$ ).

となる. ここで従属変数変換 (2) 及び変数変換

$\{$

$q_{r\iota}=\tau\iota_{\gamma}1-u_{7\prime-\downarrow\text{、}}$

$q_{\gamma 1}’=\tau l_{n}’-u_{n}’-1$ ,

により作用素 (4) は次の $\{\cdot\theta_{n}|1\leq’ \mathrm{z}\leq N-1\}$ に書き換えられる.

$\theta_{n}.$ : $(q1.q_{2\cdots\cdot\backslash }qN, e_{1,2,\ldots,\}^{r}\mathrm{L}}Ce-):rightarrow(q_{1}’, q_{2’}^{\prime\ldots l\prime}, q_{:}\backslash ^{-.e,G_{2},.,C}1.\backslash ’-1);..’.$,

.
$\{$

$q’,|$ $=$ $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\{e_{n}\text{、}q,1\}$ ,

$C_{1}’$ , $=$ $C_{\eta}+q_{n+1}-q’.|\downarrow$ . (6)
$q_{rl+\iota}’$ $=$ $e_{n}’-e_{\gamma \mathrm{t}}+q7\iota$

’

$q_{,\prime}’,$

. $=$ $q_{rn}$ , $(\mathit{7}??\neq?\mathrm{t},rl+1)$

$e_{\gamma n}’$ $=$ $C_{\prime},.\iota$ . $\langle_{ln}\neq’\gamma_{\text{ノ}})$

この作用素を用いると、式 (5) は

$\{$

$(Q_{1}^{f+\iota}, Qt,+1, \ldots, Q_{\mathrm{j}}^{\ell+}\backslash ^{r}’ E1\prime 1, E^{\ell}\ldots.E_{\backslash 1}^{\ell}.\pm\iota)-\cdot\iota^{+}2^{+\iota}’:-$

(7)
$=\theta_{N-1N}$. $\theta-2\ldots..\theta_{1}(Ot1’ Q_{2}^{\ell}, \ldots, Q^{t};\backslash ,r, E_{1}^{t}, E^{\ell}-,, \ldots, E^{\ell}:\backslash ^{r}-1)$,

となる. また、作用素 (4) の逆作用素 $\{\theta_{n}^{-\mathrm{l}}|1\leq r\tau\leq N-1\}$

$\theta_{||}^{-\mathrm{l}}$ :

$(q_{\iota\cdot \mathrm{V}}^{\prime J\prime}q\underline{9}, \ldots.q_{:}\backslash 1\cdot e_{2’\cdot\cdot \mathrm{v}_{-}1}, e)\{^{C’}J.’:rightarrow(q_{1}, q_{2}\text{、}\ldots, q.\mathrm{y}^{r}, e_{1}, e_{2}, \ldots, e.\backslash ^{r}-1)$

,

$q_{r+\downarrow}$, $=$ $\min\{(^{\supset},’,J\mathit{7}tq,t+1\}$ ,

$e_{\mathit{7}1}$ $=$ $e)_{1\tau}+q’t-q_{\prime},+1$ . (8)
$q_{n}$ $=$ $e_{71}-e_{n}^{J}+q_{l\iota}’+1$

’

$q_{r\iota}$, $=$ $q_{\gamma\gamma}’\iota.$

’
$(’ n\neq n,??_{\text{ノ}}+1)$

$C_{7n}^{J}$ $=$ $e_{\mathit{7}}’r\iota$

’
$(?n\neq?\mathrm{t})$

により式 (5) は次の逆時間発展形式になる.

$\{$

$(Q_{1}^{t}, Q_{2^{\text{、}}^{}t}\ldots.Q_{:}t\mathrm{V}’ E_{\downarrow}^{t}, Et2\cdots. .E^{\ell}.\cdot 1)\backslash ^{r}-$

(9)
$=\theta_{1}^{-1}\cdot\theta_{2}^{-1}\cdots\cdot\cdot\theta_{:\backslash ^{r}-1}^{-}.1(O_{1}t+\iota.Q_{2}\ell+1.. , Q^{\ell}:’\backslash ^{r}+\text{、}\cdot,1’ E1Et+\rfloor\ell+1, \ldots, E^{\ell}2.\backslash -\downarrow)\pm 1$ .
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ここでさらに, 中間変数 $\{q_{jk}^{\ell_{(\prime)()|}},\text{、}C^{\ell}\iota 1\leq j.l\leq N, 1\leq k\leq N-1\}$ を用意する.

$(q_{1}^{f}.(1), q^{\ell\ell\iota\ell,\ell}2(1)\tau\cdots q_{\mathrm{t}1}:-(1),$$e(1),$ $C_{2}(1),$ $\cdots,$ $(\supset.\cdot-\backslash -1(1))$

$=$ $(Q_{1}^{\ell\ell|}, Q_{2}, \ldots.Q_{\backslash }‘ r, E^{\ell\ell}1’ E_{-},, \ldots \mathrm{s}E_{:}\ell\backslash ^{r}-1)$,

$(q_{1}^{\ell_{(2}\downarrow_{(2}}),$$q2)\ldots.q_{:}\ell.(2).e_{1}\ell(2),$ $C_{2}\ell(2),$$\ldots.e\ell\backslash r\backslash r-\iota(2)\dot{})$

$=$ $\theta_{1}(q^{\ell}1(1).q_{2}^{\ell\ell\prime}(1), \ldots q_{\backslash \cdot()}\mathrm{i}’\tau 1\text{、^{}(}’\supset\dot{\downarrow}(1),$ $e_{2}^{\ell,i}(1),$
$\ldots,$

$(\supset r\backslash -1(:)1)$ ,

$(q_{1(l+}^{\ell\ell,\ell t,t}1)\text{、}q2(l+1),$$\ldots q.\backslash -(l+1),$ $e_{1}(l+1),$ $e2(l+1),$ . , . , $(^{\supset},f.\backslash ^{\tau}-1(\mathit{1}, +1))$

$\theta_{l}(q^{l}\iota(\iota),$ $q^{l}2(|,),$ $\ldots q^{l}.\backslash r(l),$ $C_{1}(’\iota),$ $C2(t\iota_{)}, . . . , C_{9}^{\ell}T^{r}-1(l,))$ ,

鴨

$(q_{1}^{p}(N), q_{2(N),\ldots q\prime}^{t}:tN),$$et\backslash ,(\mathrm{i}(N), t_{2}^{t_{(N}}\supset,),$
$\ldots,$

$C_{:}^{l}.\backslash ^{-}\cdot-1(N))$

$=$ $\theta_{N-1}$ $(q_{1}^{\ell}(N-1), q_{2(N}^{\ell} - 1)$ , . . . $q_{9}^{t}\backslash ^{r}(N-1),$ $e_{1}t(N-1),$ $C’2(N-1)\ldots.,$ $cj\ell.\cdot,\backslash ’-1(N-1))$ .
すると式 (6) と式 (7) から

$\{$

$q_{r’ \mathrm{t}}^{t}(1)$ $=$ $Q^{\ell},|\iota$

’
$(1 \leq?)1,$ $\leq N)$

$C’,,,.(1)$ $=$ $E_{\gamma||}^{t}.\cdot$ $(1\leq?7\mathrm{Z}\leq N-1)$

$q_{l}^{\ell},(?\mathrm{t}+1)$ $=$ $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\{q_{r_{1}}^{\ell_{(),(7}}?\gamma_{\text{ノ}}\subset^{\lrcorner}’\eta\ell 1,)\}$ .
$C^{(},,\cdot(??$. $+1)$ $=$ $e^{\ell},,$ (71) $+q^{t}||+1(\mathit{7}\gamma,)-q,1$

$\mathit{0}_{i1+\iota()}^{t}?7,$$+1$ $=$ $C_{\tau\iota}^{/}(?\mathrm{z}+1)-(j,(\ell 1’\gamma)+q_{\gamma}\ell_{l}(\cdot;\mathrm{t})$ ,

$q_{|}^{i},,.(n+1)$ $=$ $q_{\tau n}^{l}(_{??},)$ , $(\mathit{7}7l\neq 7?,, 7?, +1)$

$e_{\iota}^{\ell},,(?\iota+1)$ $=$ $c_{7\prime 1}’(7l)$ , $\cdot$. $(\mathit{7}??\neq,,1)$

$Q_{rr\iota}^{l}+1$ $=$ $q_{\mathrm{y}\gamma(}^{l}1N)$ . $(1 \leq?7l\leq N)$

$E_{\mathrm{t}L}^{\ell},+1$ $=$ $e_{\gamma}^{t},,.(N)$ , $(1 \leq\cdot m\leq N-1)$

(10)

を得る. また式 (8) と式 (9) から

$\{$

$q_{r’\iota}’(N)$ $=$ $Q_{\gamma 1}^{t+1}\iota$ , : $(1 \leq?)\mathrm{t}\leq N)$

$e_{r1}^{f},,(N)$ $=$ $E_{r\gamma}^{t+1},.$

’
$(1 \leq 7))\leq N-1)$

$q_{\gamma 1+}^{t}1(\mathit{7}7,)$ $=$ $\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{I}1\{q^{l},|+\mathrm{I}(n+1), e_{n}^{\ell}(t+1)\}$ ,

$c_{\gamma t}^{(}\mathrm{t}7\mathrm{z})$ $=$ $C_{1\mathit{1}}^{\ell\iota_{1}\ell}(\mathit{7}\iota+1)+q,(77, +1)-q|’+\iota(’ l)$ ,

$q_{t+\mathrm{l}}^{t},(.|\tau)$ $=$ $e_{\gamma},$$(\ell.\prime x)-C_{r}t(_{7?}|’)+1+q^{\ell},|+1(\eta, +1)\text{、}$

$q_{r’\iota}^{\ell}(.\prime x)$ $=$ $q’,|\iota(’\tau+1)$ , $(??7\neq \mathit{7}?,.?1+1)$

$(_{\gamma 1l\prime}^{j},(_{l}f,)$ $=$ $e_{\gamma}^{\ell},(_{7_{\text{ノ}}+1)_{\tau}}\iota’$ $(7n\neq’\gamma_{\text{ノ}})$

$Q_{r1l}^{\ell}$. $=$ $q_{\tau’\prime}^{\ell}.(1)$ , $(1 \leq 7n\leq N)$

$E_{rl\iota}^{l}$ $=$ $C_{\gamma\gamma}^{\ell}(l1)$ , $(1\leq\prime n, \leq N-1)$

{11)

を得る. 以降の節では式 (1) の代わりに式 (10) と式 (11) を用いる.

3 バブルソート方程式

式 (10) に特殊な代入 $Q_{,1}^{t},=A_{\gamma}tE^{\ell}|\iota’\gamma’\iota\gamma’\iota+=A^{t}1$を施そう. すると

$\{$

$q_{?}^{t}.,$ $(?\gamma_{\text{ノ}}+1)$ $=$ $\min\{q_{r}^{\ell}|(\mathit{7}l), q_{\gamma 1+\mathrm{l}}^{t}.(\gamma 7)\}$ .
$q_{7\downarrow+}^{\ell}1(?1, +1)$ $=$ $\max\{q_{\gamma}, (\ell’\gamma_{\text{ノ}}).q\ell(n)\Gamma|+1\}$ ,

$q_{r1}^{\ell}.\mathit{1}.(?\tau+1)$ $=$ $q_{7’ 1}^{t}(_{\mathit{7}}x)$ , $(rn\neq \mathit{7}\gamma_{\text{ノ}}, \mathit{7}\mathrm{t}+1)$

(12)
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(for $1\leq?7$. $\leq N-1$ ) となる. よって作用素 $\{\sigma_{1},|1\leq’ 7, \leq N-1\}$ を

$\sigma,$ , : $(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{\backslash ^{r}}.\cdot)rightarrow(a_{1}’’’, Cl.\mathit{2}, \ldots, a_{\backslash }.-)$ ,

$\{$

$a_{\gamma}’$ , $=$ $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\{an’ a7’+\iota\}$,
(13)

$a_{,+}’,1$ $=$ $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}\{a, a_{\mathit{7}}\mathcal{T}\}’+\downarrow\}$ ,

$a_{7\prime}’|$. $=$ $a_{r’\iota}$ , $(rn\neq \mathit{7}?\text{ノ}" 7\cdot+1)$

と定義すると, 変数 $\{Q^{\iota}\iota^{+1\ell}’ Q_{2^{+1..l}}\text{、}\cdot, O_{\backslash ^{r}}.,+1\}$ の値が次のように書ける.

$(Q_{1^{+}}’\iota, Q_{\underline{9}}^{\ell}+1, \ldots, Qt.+_{r}1)\backslash \cdot$ $=$ $\sigma_{9}\backslash \cdot,-\mathrm{l}$
. $\sigma_{\mathrm{V}-2}.\cdots\cdot\cdot\sigma_{1}$ (Al. , $A_{\underline{9}}\ell,$ $\ldots.A()$l $:\backslash ^{}$

$=$ $\sigma.\mathrm{v}-\downarrow\cdot\sigma_{\mathrm{V}}.-2\ldots..\sigma 1(Q_{\mathrm{l}}^{p\ell..\ell}, Q2’., Q_{\backslash }:’)$, (14)

ここで $(Q_{\iota’\backslash }^{\ell}+2Q_{\underline{?}^{+t}}\ell 2, \ldots,+_{r}Q.2)$ は $\sigma.\backslash ’‘-1^{\cdot}\sigma.\mathrm{v}_{-}2\ldots..\sigma 1(Q_{1}^{\ell++\mathit{1}+1}1, Q\mathit{1}1..Q_{\backslash }\geq’...’)$ と同じ値であるとは
限らない. なぜなら変数 $\{E_{1}^{(+\ell} [E+1, . . , ,.\ell E_{\backslash ^{-}-1}+1\}$ の値が条件 $E_{\gamma’ 1}^{f+\mathrm{l}}=Q_{\mathcal{T}’ l}^{\prime+1}+1$ を満たすとは限らな
いからである.

従って代入

$\pi^{l}$ : $\{$

$Q_{1}^{t}\vdash+A_{1}^{\ell}$ , $Q_{2}^{t}\mapsto+A^{\iota}2’$ . .. , $Q_{:}^{l}\backslash ^{r}\cdot\vdasharrow A_{\backslash ^{\mathcal{T}}}^{l}.$

’

$E_{1}^{\ell}-\succ A_{2}^{p}$ , $E_{\underline{9}}^{l}\vdash\Rightarrow A_{3}^{/}.,$ , , $E^{t}.\cdot-\backslash \cdot-\mathrm{l}-\succ A^{/}.\backslash ^{r}\text{、}$

(15)

のもとで, 式 (10) での変数 $(Q\downarrow, Q_{2}\text{、}\ldots, Q_{N})$ の 1 ステップのみ $(tarrow t+1)$ の時間発展は、次のバ
ブルソート方程式 [4] の変数 ( $A_{1},$ $A_{2}\text{、}\ldots,$ $A.\backslash ^{-)}$ の時間発展と –致する.

( $A_{1}’+\mathrm{l},$ $A_{2.\cdot-}\ell+1,$$\ldots,$
$A_{\backslash }^{t}\pm\downarrow_{)=\sigma_{\backslash 1}\mathrm{r}}\cdot\sigma.\backslash ^{r}--,\ldots..\sigma 1(A_{1}^{\ell},$ $A.(,\ldots A_{\backslash }\underline{)}\cdot l.\cdot’)$ . (16)

式 (11) に特殊な代入 $Q_{7’ 1}^{\ell+}1=B_{r}^{f+},11$ . $E_{r}^{f+},,$ $1=B_{rr}^{t+}L$ 1 を施そう. すると

$\{$

$q_{l+1}^{\ell},(|?,)$ $=$ $\min\{q_{\tau\iota+}^{\ell}1(7)+1), q^{\ell},,(7l+1)\}$ ,

$q_{n}^{\ell}(_{7\gamma_{\text{ノ}}})$ $=$ $\mathrm{m}\zeta\gamma \mathrm{x}\{q^{\ell t_{(_{?}\iota+}},,+1(_{7}1, +1), q\gamma\iota 1)\}$ ,

$q_{|}’,,\cdot.(_{7\lambda})$ $=$ $q_{m}^{\ell}(?7_{\text{ノ}}+1)$ , $(??7, \neq 7|,, 7|_{\text{ノ}}+1)$

(17)

(for $1\leq??,$ $\leq N-1$ ) となる. よって作用素 $\{\overline{\sigma}_{\prime},|1\leq?7, \leq N-1\}$ を

$\overline{\sigma}_{rt}$ : $(b_{1}’,$ $b_{2\cdots\cdot,\mathrm{v}^{)\succ}1}’b_{:}’-(b, b\underline{9}, . ‘. , b.\mathrm{v})$ .
$\{$

$b_{+1},.,$. $=$ $\min\{b’,b’1+1’ n\}$ ,
(18)

$b_{\gamma p}$ $=$ $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}\{b’,,b+1",,\}$ ,

$b_{\iota}.,.,$. $=$ $b_{rn}’$ , $(?n\neq’ 7_{\text{ノ}}, 7?, +1)$

と定義すると, 変数 $\{Q^{l}\mathrm{i}\text{、}Q_{2\text{、}^{}l}\ldots, Q^{f}.,,\backslash r\}$ の値が次のように書ける.

$(Q_{1}^{\ell\prime}.Q2\cdots\cdot iQ_{\mathrm{V}}\ell.)$ $=$ $\overline{\sigma}_{1}\cdot\overline{\sigma}_{2}\cdots\cdot\cdot\overline{\sigma}_{N-1(}B_{1}t+1B_{-:}\ell+1‘.$
‘

$\ell+1r$

$=$ $\overline{\sigma}_{1}\cdot\overline{\sigma}_{2}\cdots\cdot\cdot\overline{\sigma}_{N-\mathrm{l}(}Q\ell 1^{+}1,$ $Q_{2^{+\mathrm{l}..\ell}}l,.,$$Q_{\backslash }.\cdot\pm 1)$ , (19)

ここで $(Q_{1}’-1, Q\ell 1, \ldots, Q_{\backslash }2^{-}t.-_{\mathcal{T}}\iota)$ は $\overline{\sigma}_{1}$ . $\overline{\sigma}_{2}\cdots\cdot\cdot\overline{\sigma}_{N-1}(Q_{\downarrow’ Q_{2^{\text{、}}^{}t}\ldots,Q_{:}^{\ell}}^{\ell}\backslash ’)$ と同じ値であるとは限らな
い. なぜなら変数 $\{E^{\ell}, E_{2^{\text{、}}\cdot 1}^{f}\mathrm{l}\cdots, E_{:\backslash ^{\tau}}^{\ell}-\}$ の値が条件 $E_{\tau’\iota}^{\ell}=Q7\gamma\iota t$ を満たすとは限らないからである.
従って代入

$\overline{\pi}^{\ell+1}$ : $\{$

$Q_{1}^{t+\mathit{1}}\mapsto B_{1}^{\ell+\iota}\text{、}$ $Q_{2}^{t+1}\vdasharrow B_{2^{+1}}^{\ell}$ . $\cdot$ . . , $Q_{:\backslash }^{\iota+_{Y}1}-,-\# B_{\backslash ^{\mathcal{T}}}^{\ell}.,+1$ ,

$E_{1}^{t+1}\vdash\Rightarrow B_{1}^{t}+1$ , $E_{2}^{l+1}-*B_{\underline{9}}^{t.+1}$ , $\cdot$ . . , $E_{\mathrm{v}_{-}^{1}1}^{\ell+}.\cdot,rightarrow B_{\backslash ^{r}-\mathrm{l}}^{t+}.1$ ,
(20)

のもとで, 式 (11) での変数 $(Q\downarrow, Q_{2}, \ldots, Q.\mathrm{V})$ の 1 ステップのみ $(t+1arrow t)$ の時間発展は、次の逆
バブルソート方程式の変数 $(B_{\rfloor}.B_{2}, \ldots\text{、}B.\mathrm{v})$ の時間発展と –致する.

$(B_{1}^{t}.B_{2}^{\ell,\ldots\ell}\text{、}B)-\backslash ^{r}=\overline{\sigma}_{1}\cdot\overline{\sigma}_{2}\cdots\cdot\cdot\overline{\sigma}_{N-1(.B.)}B_{1^{+1}}^{t}.B_{2}t+1\text{、}\ldots t+\mathrm{l}\backslash r$ . (21)
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4 バブルソート方程式の非可逆性

超離散戸田分子方程式の時間発展は可逆であるが、バブルソート方程式と逆バブルソート方程
式は非可逆である. 従って式 (10) は式 (11) に書き換えられるが、式 (16) は決して式 (21) に書き

換えられない. このことが後にバブルソート方程式の保存量と逆バブルソート方程式の保存量を
別々に考える理由である.
この節ではバブルソート方程式の非可逆性を確認しておく.
まず作用素 $\{R_{\gamma}, (u)|1\leq?l\leq N-1\}$ を次のように定義する.

$R_{n}(u)$ : $(a_{1}, a_{2,\ldots,N}a)arrow*(a_{\iota’ 2.\backslash }^{\prime\prime J}a, \ldots, a_{:}.\Gamma)$ ,

$\{$

$a’,\}$ $=$ $\min\{a_{n}+\mathrm{r}x, a_{n+1}\}$ ,
(22)

$a_{r’+1}’$ $=$ $\max\{a_{\mathit{7}1}.a\eta+1-\cdot \mathrm{t}\}$ ,

$a_{\gamma\prime}’’$ . $=$ $a_{\gamma},,$ , $(m\neq\gamma?,, ?1, +1)$

この作用素は Yang-Baxter 関係式

$\{$

$R_{\gamma\}1}.(\cdot u)\cdot R_{7\prime}(\prime \mathrm{t}))=Rn(,1’)\cdot R_{r}\prime \mathrm{t}(\cdot\iota x)$ , $(2\leq|ln-n|)$

$R,,$ $(\cdot \mathrm{t}\iota)\cdot R,,+\iota(\tau\iota+v)\cdot R_{\gamma \mathfrak{l}}(_{?}J)=R_{1},+1(_{1)}.)\cdot Rn(\tau)+\cdot u)\cdot R,,+1(\cdot\iota\iota)$ ,
(23)

を満たす. 式 (23) は、 $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\{A\text{、}B\}$ と $\max\{A, B\}$ を分配束の $A\cap B$ と $A\cup B$と見なすと証明できる.

作用素 (22) で $\tau\iota=0$ と置くと、 $\acute{\dot{\iota}}^{\sigma_{\gamma 1}}=R_{t},(0)|1\leq \mathit{7}7,$ $\leq N-1\}$ が組紐関係式

$\{$

$\sigma_{\gamma\prime\prime}\cdot\sigma,,=\sigma_{r1}\cdot\sigma_{m\tau}$
$(2\leq|?\gamma \mathrm{t}-7\mathrm{t}|)$

$\sigma_{rl}\cdot\sigma_{n}+\iota\cdot\sigma_{r1}=\sigma_{n+\gamma}1^{\cdot}\sigma l$
.

$\sigma_{n}+1$ .
(24)

を満たすのは明らか. また、 $\{\sigma_{r}, |1\leq l1\leq N-1\}$ は次の関係式 (ベキ等律) を満たす (証明は分

配束の性質による) .

$\sigma,,$ $\cdot\sigma_{n}=\sigma_{\gamma\}}$ , (25)

この関係式は、$\{\sigma,, |1\leq 71\leq N-1\}$ のいずれも唯–の逆元を持ち得ないことを示している.
$N=2$ のときバブルソート方程式は

$(A_{12}^{t+1+}, Af1)=\sigma\iota(A^{\mathrm{f}}1^{\cdot}\backslash A^{t})\mathit{2}$ .

である. 式 (25) より

$(\Lambda_{12}^{f+2+}, A^{\iota})2$ $=$ $\sigma_{1}\cdot\sigma_{1}(A_{1}^{t}, A_{\mathit{2}}^{f})$

$=$ $\sigma_{1}(A_{1}^{tt_{)}},$$A_{2}$

$=$ $(A_{1^{+1}}^{t}.A^{t})2^{+1}$ .

よって全ての初期値 ( $A^{f}\mathrm{i}\backslash A^{t_{)}}2$ に対し

$(A_{\iota}^{\ell}.A^{\mathit{1}})2\neq(A_{1’ 1^{+}}^{\prime+1t}A_{\underline{9}}+1)=(A\ell 2, A_{2^{+}}^{f}2)=(A_{1}^{\ell+}.3, A’.)=\mathit{2}^{+3}\ldots$ ,

であるから非可逆である.
$N=3$ のとき、バブルソート方程式は

$(A_{1^{+1}}’, A_{2}l+1, A_{3}f+1)=\sigma_{2}\cdot\sigma\iota(A_{1}^{\ell\ell\ell}, A_{2}, A)3$ .
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である. 式 (24) と式 (25) より

$(A_{1}\ell+2.At+2, A_{3}\ell+-,)\mathit{2}$ $=$ $(\sigma_{2}\cdot\sigma_{1})\cdot(\sigma 2^{\cdot}\sigma 1)(A_{\downarrow 2}^{\ell\ell\ell}, A.A_{3})$

$=$ $(\sigma_{2}\cdot\sigma_{1}\cdot\sigma_{\mathit{2}})\cdot\sigma_{1}(A_{1}\ell, A_{2}\ell, At)3$

$=$ $(\sigma_{1}\cdot\sigma_{2}\cdot\sigma_{1})\cdot\sigma_{1}(At\iota’ A_{2’}^{\ell t}A)3$

$=$ $\sigma_{1}\cdot\sigma_{2}\cdot(\sigma_{1}\cdot\sigma\iota)(At, AtA_{3}^{f})12’$

$=$ $\sigma_{1}\cdot\sigma_{2}\cdot\sigma_{1\mathrm{t}}A_{1}^{\ell},$ $At2,$ $A\prime 3)’$ ,

$(A_{1}^{t+33}, A^{\ell+}, A^{t})23^{+3}$ $=$ $(\sigma 2^{\cdot}\sigma 1)\cdot(\sigma 2^{\cdot}\sigma\iota)\cdot(\sigma 2^{\cdot}\sigma 1)(A_{1}t,$ $At,$$A^{\ell_{)}}23$

$=$ $(\sigma_{2}\cdot\sigma_{1}\cdot\sigma_{2})\cdot\sigma_{1}\cdot\sigma_{2}\cdot\sigma\downarrow(A\ell, A\underline{l,}, A\iota\cdot\ell 3)$

$=$ $(\sigma_{1}\cdot\sigma_{2}\cdot O_{1})\cdot\sigma_{1}\cdot\sigma_{2}\cdot\sigma_{1}(A_{\iota}’, A_{2}\ell, A_{3}^{l})$

$=$ $\sigma_{1}\cdot\sigma_{\underline{)}}.$
. $(\sigma_{1}\cdot\sigma_{1})\cdot\sigma_{\underline{9}}\cdot\sigma 1(At, A1\ell, A_{3}\ell \mathit{2})$

$=$ $\sigma_{1}\cdot\sigma_{-1}’\cdot\sigma\cdot\sigma_{\underline{9}}\cdot\sigma_{1}(A^{t\ell}1\cdot A2^{\text{、}}A.t3)$

$=$ $\sigma_{1}\cdot\sigma_{2}\cdot\sigma_{1}(A_{1}^{t}, A_{\mathit{2}}\ell, A.’)3$

$=$ $(A_{1}^{\ell+2}, A^{f+},2A_{3}\ell+2)-,$ .

よって全ての初期値 $(A_{1’:’ 3}^{t}A.\ell-- A’)$ に対し

$(A_{1}^{\ell}.A_{2}^{\ell t}\text{、}A_{3})\neq(A_{1^{+t\downarrow t+}}^{\ell}1, A\text{、}A_{3}1)2^{+}\cdot\neq(A_{1}^{l+}., A^{p}\underline{)}2^{+}2.A_{3}\ell+\underline{9})=(At+\cdot 3, A‘ f\downarrow 2+3.A_{3}\iota+3)=\cdots$ ,

であるから非可逆である. ( $N=4$ 以下同様)

5 バブルソート方程式の保存量

両バブルソート方程式の保存量を与えよう. これらの保存量は、超離散戸田分子方程式で代入
写像\mbox{\boldmath $\pi$}t を施した時の $tarrow t+1$ の 1 ステップの保存量および\mbox{\boldmath $\pi$}-t+l を施した時の $t+1arrow t$ の 1 ス

テップの保存量となる.
まず全ての $\{\sigma_{n}|1\leq??_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\leq N-1\}$ と $\{\overline{\sigma}_{r}, |1\leq??_{J}\leq N-1\}$ に対し不変な母関数 $G$ が次で与えら

れる.

ガ

$G( \mathcal{E}_{l}.\cdot(a_{1}.a_{2}\ldots..a.\mathrm{v}))\equiv j=\sum\min\{\xi, a_{j}\}1$
’ (26)

ここで $\{\epsilon, a_{j}\}$ は任意の数. また $(a1, a2, \ldots\text{、}a‘"\backslash ^{r})$ に $\{\sigma_{n}\}$ および $\{\overline{\sigma}_{r},\}$ が作用するものとする.

すると確かに

$G(\epsilon:\sigma_{n}(a_{1}, a_{2,\ldots.N}a))=G(\epsilon_{}.(a_{1}, a_{2,\ldots,\backslash }a_{\wedge};.)r)$ ,

および

$G(_{\mathrm{C},}^{r}\cdot.\overline{\sigma}_{n}(b_{1\text{、}2}’’’b, \ldots\text{、}b_{\backslash ^{r}}.\cdot))=c_{(}\epsilon_{!}..(b_{\downarrow\cdot\underline{9}}Jb’\ldots.b’,)\text{、}\backslash ^{r})i$

’

となっている (証略) .
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従って

$G(\xi, (A_{\mathrm{i}.;\mathrm{v}^{+1}}^{l}+\mathrm{l}, A_{2^{+}}\ell\iota, \ldots, A^{l}))$

$=$ $G(\epsilon, \sigma_{N\downarrow}-\cdot\sigma_{:},\backslash ^{\tau},-2\ldots..\sigma_{1(-}A_{1}^{l}, A^{t}2, \ldots, A_{j}^{f}\backslash \cdot))$

$=$ $c_{(\mathit{6},\sigma_{N2}}-\cdots\cdot\cdot\sigma 1(A\ell, A1l..A_{\mathrm{V}}2\cdot.,.)\iota)$

$=$ $G(\epsilon,$ $\sigma\iota(At, A_{2’\cdots-}^{t}1’ A_{\backslash ^{\tau}}t.,)\dot{\text{ノ}}\backslash$

$=$ G(巳 $(A_{1}^{\ell\ell..t}.A_{2},..A_{\backslash }.\cdot,-)$ ),

および

$G(\epsilon, (B_{1}\ell, B_{2\cdot:\mathrm{V}}t\text{、}. . .Bf))$

$=$ $G(_{\mathrm{C}}\wedge,\overline{\sigma}_{1}\cdot\overline{\sigma}\underline{‘)}\ldots..\overline{\sigma}_{N-1}(Bt1’\cdot\backslash ’+1B_{\underline{9}}f+1\ldots.B_{;}^{l.1}+))$

$=$ $G(\epsilon.\overline{\sigma}_{2}\cdots\cdot\cdot\overline{\sigma}_{N-}1(B_{1}t+1.B\ell+1, \ldots, B_{:}t.\pm 1)2\backslash )$

$=$ $G(_{\mathrm{C}}’,\overline{\sigma}_{i}\backslash ^{r}\cdot-1(B^{t+1+1.f}BlB\backslash \cdot. ,:)1\cdot 2:\backslash )\pm 1$

$=$ $G(_{\mathrm{C}}’. (B_{1}t+\iota, B_{2}\ell+1, \ldots, B\ell.\pm 1):\backslash )$ ,

である. これにより $G$ は両バブルソート方程式の時間発展により不変である.
つぎに母関数 $G$ を 6で展開して係数を拾おう.

$G(_{\mathrm{C}}^{r}, (A\ell+1, A_{2\cdot\backslash }t+1\ldots.A\iota_{:}+_{r}11.))$

$=$ $. \sum_{j=1}^{\backslash ^{r}}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\{\epsilon \mathrm{i}:, A\ell\}j$

.

$N$

$=$ $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\{k\epsilon+H_{\backslash ^{r}k}^{\ell}.\cdot-\}$ $(H_{0}^{f}=0. H_{\mathrm{A}}\ell$. $-H_{k-}\ell 1\leq H_{k+1}^{t}.-H_{\Lambda}^{\ell}. )$

$=$
$\{^{k\cdot=0}$

$N\epsilon$ , $(-\infty\leq\xi\leq H_{1}^{p})$

$(N - 1)\epsilon+H_{1}^{\iota}$ . $(H_{1}^{\ell}\leq \mathrm{c}’\leq H_{\underline{)}}^{l}.-H_{1}^{t})$

$(N-2)\epsilon+H_{2}^{p}$ , $(H_{\supseteq}^{f}-H_{\mathrm{t}}’\leq \mathit{6}\leq H_{3}^{f}-H_{2}^{f})$

. . . . . . . . .

$(N-j)_{\mathrm{c}}’+H_{j}^{(}$ , $(H_{j}^{l}-H_{j-1}\iota\leq \mathit{6}\leq H_{j+1}^{t}-H_{j}^{t})$

. . . . . . . . .
$\epsilon+H_{:}^{l}\backslash ^{r}\cdot-1$ . $(H_{:\backslash ^{r}-}^{t}‘\cdot\iota-H_{:\backslash 2}^{\ell}r-\leq\epsilon\leq H_{\backslash :}^{\mathit{1}_{r}}. -H_{\backslash ^{7}i-}^{l}.\cdot\downarrow)$

$H_{:\mathrm{V}I}^{\ell}$ . $(H_{:}^{f}\backslash ^{r}\cdot, -H\dot{‘}t\backslash ^{r},-\downarrow\leq\epsilon\leq\infty)$

(27)

ここで $H_{j}^{l}$ は nlin-plus 代数での $\{A_{1’ 2’.\backslash }^{f}A^{\ell}\ldots.A^{\iota}r\}$
: に関する j次の基本対称式である. たとえば

$N=2$ では

$H_{1}^{\ell}$ $=$ $\min\{A_{\iota}^{t}, A^{f}2\}$ .
$H_{2}$ $=$ $A_{1}^{t}+A_{2}^{t}$ .

また $N=3$ では、

$H_{1}^{t}$ $=$ $\min\{A_{1}^{\ell\ell}, A_{23}\text{、}A^{\ell}. \}$.
$H_{2}^{t}$ $=$ $\min\{A_{1}^{t}+A_{2}^{l\ell}.A_{1}+A_{3}^{l\ell}.A_{2}+A_{3}^{t}\}$ .
$H_{3}^{t}$ $=$ $A_{1}^{\ell}+A_{2^{+}3}^{\ell}A^{t}$ ,
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などである. また $(H_{\mathrm{A}}^{t}$. $-H^{f}\mathrm{A}\cdot-\iota\leq H_{l_{L}\cdot+1}^{t}-H_{k}^{l})$ は $\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}- \mathrm{p}\mathrm{l}\iota \mathrm{l}\mathrm{s}$代数上で母関数の係数を拾うために必
要な条件である.
ここで式 (27) の表現より, 次の命題は対偶をとれば明らかである.

$\forall\epsilon$ , $G(\xi \mathrm{i}:(A_{\iota’ 2’\backslash ^{\ulcorner}}^{/.++1..+\mathrm{l}}1A’., A^{\ell}!.))=G(\epsilon:(A’\mathrm{i}, A_{\underline{9}\cdot\cdot\text{、}^{}l},.A^{l}.)T^{\gamma})$

$\Rightarrow$ $1\leq\forall.j\leq N$ , $H_{j}^{l+1}=H_{j}^{t}$ . (28)

従ってバブルソート方程式の N個の保存量どして $\{H_{j}^{\ell}+1=H_{j}^{l}|1\leq.i\leq N\}$ 力碍られた. 同様に

逆バブルソート方程式の N個の保存量は $\{\overline{H}_{j}^{\ell}=\overline{H}_{j}^{\ell+}\mathrm{l}|1\leq.?\leq N\}$ である. $\text{ここで}\overline{H}^{l}j$ は min-phls
代数での $\{B_{1}^{\ell f}, B_{2}.\text{、}\ldots, B^{\iota}.’\backslash \cdot\}$ に関する j次の基本対称式である.

6 超離散戸田分子方程式の保存量の構成

$\pi$ の引き戻しおよび\mbox{\boldmath $\pi$}-の引き戻 $\text{し}$ を用いて $H_{j}^{\ell}$および拷を変形して, 超離散戸田分子方程式の (任

意ステップでの) 保存量を構成しよう.
これから構成しようとする保存量を

$\{C_{1^{\backslash }\underline{)}}^{\ell}c^{f},,., C_{\backslash ^{r}:}\iota\}arrow\cdot\cdot.$
. と書くことにする. 任意の $f$. に対し次の

連立方程式が成り立つとして、これを解くことを考える.

1番目と二番目の式は保存量の独立性を保証する. 3番目の式は保存量の定義式である.
式 (29) を次の仮定の下で解こう : $C_{j}^{l}$ は $\{Q_{j}^{p}, E^{t},i\}$ を, $\min\{\cdots\}$ と $+$でつないで (-を使わない

で) 表される量である. つまり $C_{j}^{\ell}$ は IIlin-pllls 代数上の $\{Q_{j’ k}’E^{t}.\}$ に関する多項式である. (この

仮定により保存量の候補の集合 { $f|\pi^{\ell}$げ) $=H’,\overline{\pi}^{t}$げ) $=\overline{H}_{j}^{f}$ } は必ず有限集合となる.)

準備として次の記号を導入する.

$A\oplus B$ $\equiv$ $\min\{A.B\}$ ,

$A\otimes B$ $\equiv$ $A+B_{:}$

$\langle X_{i}|i\in\{1_{\mathrm{s}}2, \ldots, ?n\}\rangle=\langle x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{\mathit{7}’\iota}\rangle$ $\equiv$ $\{_{j\in;}\oplus x_{j}|\emptyset\neq I\subseteq\{1,2, \ldots, m\}\}$ ,

$(A_{\backslash },|\lambda\in L\rangle\otimes\langle B_{\mu}|l^{\chi}\in M\rangle$ $\equiv$ $\langle A_{\lambda}\otimes B_{\mu}|\lambda\in L./\iota\in M\rangle$ ,

$\{A_{\lambda}|\lambda\in L\}\oplus\{B_{\mu}|\}\lambda\in M\}$ $\equiv$ $\{A_{\lambda}\oplus B_{\mu}|\lambda\in L, /\iota\in M\}$,

この記号に対し、$\otimes$ と $\oplus$が結合則交換則分配則を満たす. そこで $(A\otimes B)\oplus Carrow A\otimes B\oplus C$の

ように (普通の四則演算のように) 括弧を省略して書いて良い.
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まず式 (10) と式 (11) から

$\{$

$q_{r1\prime}^{f}.(1)$ $=$ $Q_{\gamma}^{l},|^{\text{、}}$. $(1\leq 771\leq N)$

$e_{\gamma}^{/},,$ (1) $=$ $E_{71}^{t},.$

’
$(1 \leq’\gamma\leq N-1)$

$q_{?l}^{t}(r?+1)$ $=$ $q_{n}^{t}(??,)\oplus C^{\ell_{1}}(\gamma?l)$ ,

$q_{\gamma 1+r}^{\ell\ell}1(7),$$+1)\oplus C,$ $(??_{\supset}+1)$ $=$ $q_{n+1(l}^{l}’)$ .
$q_{r}^{\ell},$ $(_{l+1}’)\otimes q_{\gamma}^{l},+1(l\mathrm{t}+1)$ $=$ $q_{\eta}^{t}(_{7}\tau)\otimes q_{\gamma}1+1(t\mathit{7}\mathrm{t})$ ,

$q_{\tau n}^{\ell}(7\overline{\prime}_{\text{ノ}}+1)$ $=$ $q_{rr\iota}^{t}(?l)\text{、}$ $(7n\neq’?\text{、}n+1)$

$(^{\supset},(t\gamma|\iota 1n_{\text{ノ}}+)$ $=$ $e_{\gamma’\{}^{\ell}.(_{l}’)$ . $(’ n\neq’?_{\text{ノ}})$

$Q_{rr}^{f}+,$.
$1$

$=$ $q_{t1\iota}^{t}(N)$ , $(1\leq 7\gamma?\leq N)$

$E_{r1\iota}^{t+1}$ $=$ $c_{r11}^{t}.(N)$ , $(1 \leq \mathit{7}n\leq N-1)$

(30)

が得られることに注意する.

6.1 Case $\dot{A}\backslash ^{-};\cdot‘=2$

$N=2$ の場合の超離散戸田分子方程式の保存量を構成する. 1次の保存量は

$\{f|\pi^{f}(f)=H_{1}^{f}\}$ $=$ $\{f|\pi^{t}(f)=A_{1}^{\ell}\oplus A_{2}^{f}\}$

$=$ $\langle Q_{\mathrm{i}}^{l}\rangle\oplus\langle Q_{2^{\tau}}^{t}E_{\iota}t\rangle$

$=$ $\{Q_{\mathrm{t}}^{f}\oplus Q_{2}\ell, Q_{\iota^{\oplus}}^{t\ell}E1 , Q_{\iota}^{\mathrm{f}}\oplus(Q\ell 2\oplus E^{\ell_{)}}1\}$ ,

$\{f|\overline{\pi}^{f}(f)=\overline{H}_{\mathrm{i}\}}^{t}$ $=$ $\{f|\overline{\pi}^{\ell}(f)=B_{1}tB_{2}t\oplus\}$

$=$ $\langle Q_{11}^{t},$$E^{\iota}\rangle\oplus\langle Q_{2}^{\ell}\rangle$

$=$ $\{Q_{1}^{\ell}\oplus Q^{t}\underline{9}, E^{t}\dot{1}\oplus Qf,(-\cdot QtEt)1^{\oplus}\iota\oplus Qt2\}$.
より

$C_{1}^{t}\in$ $\{f|\pi^{\ell t}(f)=H1\cdot\overline{\pi}(tf)=\overline{H}_{1}^{t}\}$

$=$ $\{f|\pi^{\ell}(f)=H_{1}\ell\}\cap\{f|\overline{\pi}\ell(f)=\overline{H}_{1}\ell\}$

$=$ $\{Q_{1}^{t_{\oplus}}Q_{2^{\text{、}}^{}/\ell}Q_{1}\oplus Q_{2}^{t}\oplus E^{l}\mathrm{l}\}\text{、}$

であり、

$C_{1}^{l}$ $=$ $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\{f|\pi^{\ell}(f)=H_{\mathrm{i}}^{f},\overline{\pi}’(f)=\overline{H}_{1}^{\ell}\}$

$=$ $Q_{1}^{f}\oplus Q_{2^{\oplus E_{1}}}^{t\iota}$ ,

と置くと, 式 (30) より

$Q_{1^{+\downarrow}}^{t}\oplus Q_{2^{+1}}^{\ell}\oplus E_{1}^{\mathrm{f}+}$

$[$

$=$ $q_{1}^{t_{(2)\oplus q}t}2(2)\oplus C^{t_{(}}12)$

$=$ $q_{1(2)\oplus[q(2)\oplus C_{1(2)}^{\ell}}^{\ell t}2]$

$=$ $[q_{1}^{t_{()}\ell}1\oplus e_{1}(1)]\oplus q_{2()}^{t}1$

$=$ $q_{1(1)\oplus q_{2}}^{tt_{(1}\ell_{1}})\oplus C(1)$

$=$ $Q_{1}^{t}\oplus Q_{2^{\oplus}}^{t}E_{1}t$ :
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となって
$c_{\iota^{+1}}^{\ell}=C_{1}^{\ell}$ ,

である. 2次の保存量は

$\{f|\pi^{\ell_{(}}f)=H^{\ell}2\}$ $=$ $\{f|\pi^{t}(f)=A\ell_{1}\otimes A_{2}t\}$

$=$ $\langle Q_{1}^{\ell}\rangle\otimes\langle Q_{\underline{9}}^{t},$ $E_{\iota}^{\ell}\rangle$

$=$ $\{Q_{1}^{\ell}\otimes Q_{2}^{t}.Q_{\iota}^{t}\otimes E_{\mathrm{i}}^{(}, Q\ell_{1}\mathrm{f}\otimes(Q2^{\oplus}E^{\ell}1)\}$,

{月\mbox{\boldmath $\pi$}-(f) $=H_{2}^{\ell}$ } $=$ $\{f|\overline{\pi}(f)=B_{\iota}^{t}\otimes B_{2}^{\ell}\}$

$=$ $\langle Q_{1}^{\iota,\ell}E_{\mathrm{t}}\rangle\otimes\langle Q_{2}^{t}\rangle$

$=$ $\{Q_{\iota^{\otimes Q_{\mathit{2}\iota \mathit{2}}}}^{\ell t\ell_{\otimes}}‘, EQ^{t}‘, (Q_{1}^{\ell}\oplus E_{1}^{\ell_{)}}\otimes Q_{\mathit{2}}^{1}‘\}\text{、}$

より

$C_{2}^{t}\in$ $\{f|\pi^{l}(f)=H_{2}^{\ell}.\overline{\pi}^{\ell t}(f)=\overline{H}2\}$

$=$ $\{f|\pi^{t_{(}\ell_{\otimes}}f)=A1A^{(},\}-\cap\{f|\overline{\pi}\ell(f)=B_{\iota^{\otimes}}^{f}B^{\ell}2\}$

$=$ $\{Q_{\iota\underline{)}}^{tt}\otimes_{O}\cdot\}$ ,

であり

$C_{\underline{)}}^{\ell}$. $=$ $\min\{f|\pi^{f}(f)=H_{-}^{\ell l\ell},,\overline{\pi}(f)=\overline{H}_{\mathit{2}}\}$

$=$ $Q_{1^{\otimes Q_{\underline{9}}}}^{t\ell}$ ,

と置くと、式 (30) より

$Q_{1}^{\ell+.+}1\otimes Q_{-}^{\ell},\iota$

$=$ $q_{1}^{t}(2)\otimes q\underline{\cdot)}(\ell‘ \mathit{2})$

$=$ $q^{\ell}\iota(1)\otimes q_{2(}^{\ell}1)$

$=$ $Q_{\mathrm{i}}^{f}\otimes Q_{-}^{l};$ ,

となって
$C_{2}^{\ell+\downarrow}=C_{\underline{9}}^{\ell}$ ,

である.

6.2 Case $N=3$

$N=3$ の場合の超離散戸田分子方程式の保存量を構成する. 1次の保存量は

$\{f|\pi^{\ell_{(f}\iota})=H_{1}\}=$ $\{f|\pi^{t}(f)=A^{\ell}A1^{\oplus}2^{\oplus A_{3}\}}\ell\ell$

$=$ $\langle Q_{1}^{\ell}\rangle\oplus\langle Q_{2\cdot 1}^{\ell\ell}E\rangle\oplus\langle Q_{3}^{\ell}\text{、}E_{2}t\rangle$

$=$
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{ $f|\overline{\pi}^{f}$げ) $=\overline{H}_{1}^{f}$ } $=$ $\{f|\overline{\pi}((f)=B_{1}^{l}\oplus B_{2}^{t_{\oplus}}B_{3}^{l}\}$

$\langle Q_{1}^{t}.E_{\dot{1}}^{f}\rangle\oplus\langle Q^{t}2’ E^{\ell}\underline{9}\rangle\oplus\langle Q_{3}^{f}\rangle$

より

$C_{1}^{t}\in$ $\{f|\pi^{\ell}\text{げ})=H1’,\overline{\pi}^{f}(f)=\overline{H}_{1}^{t}\}$

$=$ $\{f|\pi^{t}\text{げ})$ $=A_{1^{\oplus A_{2^{\oplus}}A_{3}\}\cap}}^{t\ell\prime}\{f|\overline{\pi}^{\ell_{(}}f)=B^{t}\iota\oplus B^{\ell},\oplus Bf\}- 3$

$=$

であり

$C_{1}^{p}$ $=$ $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\{f|\pi(\ell f)=H_{1}^{f},\overline{\pi}^{\ell}(f)=\overline{H}_{1}^{f}\}$

$=$ $Q_{1}^{\ell}\oplus Q_{\mathit{2}^{\oplus}}^{t\ell \mathit{1}}Q3^{\oplus E}1^{\cdot}\oplus E_{\underline{7}}^{t}.,$,

と置くと、式 (30) より

$Q_{1}^{\ell}+1\oplus Q_{\underline{9}}^{\ell+1}\oplus Q_{3}^{\ell+1}.\oplus E_{1^{+1}}’\oplus E_{-}^{f+1}$,
$=$ $q^{t}\iota(3)\oplus q^{\ell \mathrm{f}}\underline{.\supset}(3)\oplus q_{3}(3)\oplus e\mathrm{i}l(3)\oplus c_{\underline{)}}^{\ell}.\{3)$

$=$ $q_{|(3)\oplus q\underline,(}^{f}\ell 3)\oplus[q_{s\underline{)}}’.(3)\oplus C^{\lrcorner}\cdot(\prime 3)]\oplus C_{1}^{\ell}(3)$

$=$ $q_{1(}^{\ell\ell}2)\oplus[q\mathit{2}(2)\oplus\subset.J2(f2)]\oplus q_{3}^{p}(2)\oplus \mathrm{r}^{l}\lrcorner(\prime 12)$

$=$ $q_{\mathrm{l}}^{p}(2)\oplus q^{(}2(2)\oplus q3(l2)\oplus C_{1}’,(f2)\oplus e_{\mathit{2}(}^{\ell}2)$

$=$ $q_{1}^{f}(2)\oplus[q_{2}^{\ell}(2)\oplus e_{1}^{t}(2)]\oplus q_{3}^{\ell_{(2)}}\oplus e_{2}^{\ell}(2)$

$=$ $[q_{1(1)\oplus C(1}^{\ell t}1)]\oplus q^{(}2(1)\oplus q_{3^{(1}}\ell)\oplus(^{\supset},\ell 2(1)$

$=$ $q_{1}^{l}(1)\oplus q_{2}^{l}(1)\oplus q_{3}^{\ell_{(1)}}\oplus e_{1}^{f}(1)\oplus e_{2}^{t_{(1)}}$

$=$ $Q_{1}^{f}\oplus Q_{2^{\oplus QE_{2}}}\ell\ell 3\oplus E_{\downarrow}^{tt}\oplus$ .
となって

$C_{1}^{t+}\iota=C_{1^{\tau}}^{\ell}$

である. 2次の保存量は

$\{f|\pi^{\ell f}(f)=H_{2}\}$

$=$ $\{f|\pi^{\ell}(f)=A_{1}^{\ell}\otimes A_{2^{\oplus}1^{\otimes}}^{\ell\ell\ell\ell\ell}AA_{3}\oplus A_{\underline{9}^{\otimes A_{3}\}}}$

$=$ $\langle Q_{1}^{\ell}\rangle\otimes\langle Q_{2}^{\ell},$ $E_{1}^{\ell}\rangle\oplus\langle Q_{1}^{\ell}\rangle\otimes\langle Q_{32}^{l\ell}.,$$E\rangle\oplus\langle Q_{\mathit{2}’}^{\ell\ell}E_{1}\rangle\otimes\langle Q_{3’}^{\ell f}E_{2}\rangle$

$=$ $\langle Q_{1}^{\ell}\otimes Qt2’ Q_{1}^{t}\otimes E_{1}^{t}\rangle\oplus\langle Q_{1}^{t}\otimes Q_{3}^{t},$ $Q^{\ell_{1^{\otimes}}i}E2\rangle\oplus\langle Q_{2^{\otimes Q_{3}.E_{1}\otimes}}^{tt1}Q_{\mathrm{s}2’ 12}^{t},$$Q’.\otimes E\ell E^{\ell t}\otimes E\rangle-,$ ,

$\{f|\overline{\pi}^{\ell_{(}\ell}f)=\overline{H}_{2}\}$
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$=$

$\{f|\overline{\pi}^{\ell}(f)=B_{\mathrm{I}}^{t}\otimes B_{\mathit{2}}^{l}\oplus B_{1}^{f}\otimes B_{3}^{t}\oplus B_{2}^{t}\otimes B_{3}^{\ell}\}$

$\langle Q_{1}’,$ $E_{1}^{f}\rangle\otimes\langle Q_{\mathit{2}}^{\ell},$ $E_{\underline{)}}^{f}.\rangle\oplus\langle Q_{\mathrm{i}}^{\prime\ell}.E_{\downarrow}\rangle\otimes\langle Q_{3}^{t}\rangle\oplus\langle Q_{\underline{9}}’,$ $E^{f}\mathit{2}\rangle\otimes\langle Q_{3}^{t}\rangle$

$\langle Q_{1}^{f}\otimes Q_{2}^{l},$ $E_{1}^{l}\otimes Q_{2}^{t},$ $Q_{1}^{f}\otimes E_{2\iota}^{(\ell l},$$E\otimes E2\rangle\oplus\langle Q_{1}^{f}\otimes Q_{3}^{f},$ $E_{\downarrow}\ell\otimes Q_{\dot{3}}^{f}\rangle\oplus\langle Q_{2}^{f}\otimes Q_{3’ \mathit{2}^{\otimes}}lE^{f}Q^{f}3\rangle$ ,

より

$C_{2}^{\ell}\in$ $\{f|\pi(\prime f)=H_{2}^{t},\overline{\pi}^{\ell}(f)=\overline{H}_{\mathit{2}}^{\ell}‘\}$

$=$ $\{f|\pi^{\ell}(f)=H_{\underline{9}}^{\mathit{1}}\}\cap\{f|\overline{\pi}^{t}(f)=\overline{H}_{\underline{)}}^{l}.\}$

$=$ $\langle Q_{1}^{t}\otimes Q_{2}^{\ell},$ $Q_{1}^{l}\otimes E_{1}^{f}\rangle\oplus\langle Q_{1^{\otimes Q3}’}^{t\ell\ell}Q1\otimes E_{\underline{9}}^{l}.\rangle\oplus\langle Q_{2^{\otimes}}^{\ell}Q_{3}f,$$E1^{\otimes}\prime Q_{3}\ell,$ $Q\ell 2^{\otimes}E\prime 2’ E’1\otimes E_{2\rangle}^{\ell}$

$\cap\langle Q_{1}^{f}\otimes Q_{-}^{\ell l};,$$E_{1}\otimes Q_{2’}^{ff\ell}Q_{1^{\otimes}}E-,.E_{\iota}’\otimes E_{\underline{9}\rangle\oplus}^{\ell}\langle Q_{\mathrm{I}}^{t}\otimes Q_{3}’,$ $E_{1}^{tl}\otimes Q3\rangle\oplus.f_{Q}f’\rangle\backslash 2^{\otimes Q_{3}^{\ell},E\otimes Q_{3}’}2$.

$=$ $\langle Q^{\ell}\iota\otimes Q^{\ell}2\rangle\oplus\langle Q_{1}^{/}\otimes Q_{3}^{l},$ $Q_{1}^{\ell}\otimes E_{2}^{f}\rangle\oplus\langle Q_{2}^{f}\otimes Q^{lf}3$, $E_{\mathrm{i}}\otimes Q_{3’ 1}^{t}E\ell\otimes Ef\rangle\underline{9}$

$\cap\langle Q_{1}^{t}\otimes Q_{2}^{f},$ $Q_{1}^{f}\otimes E_{\underline{)}}’.,$ $E_{1}^{l}\otimes E_{2}^{/}\rangle\oplus\langle Q_{\mathrm{I}}^{t}\otimes Q_{3}^{\ell},$ $Et\downarrow\otimes Q_{3}\ell\rangle\oplus\langle Q_{\underline{)}}^{f}.\otimes Q\prime 3\rangle$ ,

であり

$C_{2}^{\ell}$ $=$ nlin{fl\mbox{\boldmath $\pi$}f $(f)=H_{2}^{f},\overline{\pi}^{\mathit{1}}(f)=\overline{H}_{2}^{f}$ }
$=$ $Q_{\mathrm{i}}^{p}\otimes Q_{\underline{)}^{\oplus Q_{1}}}^{t}.p\otimes Q_{3}^{f}.\oplus Q_{\underline{)}}^{f}.\otimes Q_{3}^{\iota\ell}\oplus Q1\otimes E_{2^{\oplus Q3}}^{\ell fl}.\otimes E_{1}\oplus E_{1}^{\ell}\otimes E_{\underline{9}}^{f}$,

と置くと、式 (30) より

$Q_{1}^{t+1}.\otimes Q\underline{f}9^{+1}\oplus Q_{\mathrm{l}^{+1}}^{\ell}\otimes Q_{3^{+1\ell}}^{(}\oplus Q\underline{.\rangle}+1\otimes Q_{3^{+\iota_{\oplus}}}^{f}.\cdot Q_{1^{+.+}3}t\iota\otimes E^{\ell\iota_{\oplus}t+}\underline{)}Q1\otimes E_{\mathrm{I}}^{/+}1\oplus E_{1}^{f+}1\otimes E_{2}^{t+1}$

$=$ $q_{1}^{f}(3)\otimes q_{\mathit{2}()\oplus q_{1}^{\iota\ell}}^{\ell}3(3)\otimes q_{3}13)\oplus[q_{2}^{t_{(}\ell_{(3}t_{(}}3)\otimes q_{3})]\oplus q\mathrm{t})\otimes \mathrm{t}^{\supset}’\underline{\cdot)}(t3)\oplus q^{\ell}33(3)\otimes c_{1}^{\ell}(3)\oplus e_{\dot{1}}(f3)\otimes C_{-}^{\ell}.,(3)$

$=$ $q_{\mathrm{l}}^{\ell_{(2)}\prime}\otimes q2(3)\oplus q_{\mathrm{i}^{(}.’ 3}^{f}2)\otimes q_{3}t(3)\oplus qt_{()(2}\mathit{2}2\otimes q_{3}’)\oplus q_{\downarrow}(t.2)\otimes(^{\overline{J}}\underline{t,}(3)\oplus qt(3)\otimes(^{\supset},(\iota_{1}2)\oplus e_{\mathrm{i}^{(}}\prime 2)\otimes c^{l}\underline{.)}(3)$

$=$ $q_{1}^{t}(2)\otimes\{[q_{2}^{t}(3)\oplus e_{2}^{t}(3)]\oplus q_{3}^{t}(3)\}\oplus q_{-}^{\ell}.,(2)\otimes q_{3}^{\iota}(2)\oplus[(f_{3}^{\ell}(3)\oplus e_{2}^{t_{(3)]}}\otimes e_{\dot{1}}^{t}(2)$

$=$ $q_{1}^{\ell}(2)\otimes\{q_{-}^{f}’(2)\oplus[q_{3}^{f}(2)\oplus(^{\supset},2((2)]\}\oplus q_{\underline{)}}^{f}.(2)\otimes q_{3}^{t}(2)\oplus q_{3}^{\ell}(2)\otimes e_{1}^{t}(2)$

$=$ $[q_{\mathrm{I}}^{t}(2)\otimes q_{2}^{\ell}(2)]\oplus q^{f}\mathrm{i}(2)\otimes q_{3}^{t}(2)\oplus q_{\underline{9}}^{f}\mathrm{t}2)\otimes q_{3(2)}^{\ell}\oplus q_{1}^{t}(2)\otimes e_{\underline{)}}^{f}.(2)\oplus q_{3}^{\ell}(2)\otimes c_{1}’(2)$

$=$ $q_{1(1)(1)\oplus}^{\ell t}\otimes q\underline{?}q_{1(}t2)\otimes qt_{(2})\oplus qt_{(2})\otimes q_{3}\ell_{()q}1\oplus f32\mathrm{i}^{(}2)\otimes(_{J}^{\supset}\underline{.\ell)}(1)\oplus q_{3}^{\ell}(1)\otimes C_{1}t_{()}2$

$=$ $q_{1}^{f}(1)\otimes q_{\underline{9}}^{f}(1)\oplus\{q_{1}^{\ell}(2)\oplus[q_{2}^{\ell_{()}}2\oplus c_{\mathrm{i}}^{f}(2)]\}\otimes q_{3}^{p}(1)\oplus q_{1}^{\ell}(2)\otimes e_{2}^{\ell}(1)$

$=$ $q_{1}^{\ell}(1)\otimes q_{2}^{\ell}(1)\oplus\{[q_{1}^{f}(1)\oplus e_{1}^{l}(1)]\oplus q_{2}^{\ell}(1)\}\otimes q_{3}^{t}(1)\oplus[q_{\mathrm{i}}^{f}(1)\oplus(^{\supset},\ell_{1}(1)]\otimes e_{2}^{\ell}(1)$

$=$ $q_{1}^{t_{(1)\otimes}\ell}q2(1)\oplus q_{1(}t1)\otimes q_{3}\ell_{(1})\oplus qf2(1)\otimes q_{3}’|.(1)\oplus q_{1}\ell(1)\otimes C\underline{9}t_{()q^{t}()}1\oplus 31\otimes e_{\iota}(l1)\oplus(^{\overline{J}},l1(1)\otimes C,\underline{9}(f1)$

$=$ $Q_{1}^{t}\otimes Q_{\underline{9}}^{\ell}\oplus Q^{(}\mathrm{i}\otimes Q_{3^{\oplus}}^{ttl}Q_{2}\otimes Q3^{\oplus Q^{f}\mathrm{i}}\otimes E_{\mathit{2}}^{l}‘\oplus Q_{31}f\otimes E^{\ell}\oplus E_{1^{\otimes E}2}^{t\ell}$ ,

となって
$C_{2^{+^{\iota}}}^{\ell}=C_{2}^{l}$ ,

である. 3次の保存量は

$C_{3}^{\ell}\in$ $\{f|\pi^{tff}(f)=H,\overline{\pi}3(f)=\overline{H}_{3}^{f}\}$

$=$ $\{f|\pi^{t_{(f}})=A_{1}^{\ell}\otimes A_{2}^{t}\otimes A_{3}^{\ell}\}\cap\{f|\overline{\pi}^{\ell}(f)=B_{1}^{t}\otimes B_{2}^{\ell}\otimes B_{3}^{t}\}$

$=$ $\langle Q_{1}^{\ell}\rangle\otimes\langle Q_{21}^{t},$$E^{\ell}\rangle\otimes\langle Q_{3’}^{l\ell}E_{2}\rangle \mathrm{n}\langle Q_{1}^{\ell}.E_{1}^{t}\rangle\otimes\langle Q_{2}^{\ell,\ell}E_{2}\rangle\otimes\langle Q_{3}^{t}\rangle$

$=$ $\{Q_{1}^{\ell}\otimes Q_{2}\ell\otimes Q_{3}\ell\}$ ,
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より

$C_{3}^{\ell}$ $=$ $\min$ { $f|\pi^{\ell}$げ) $=H_{3}^{t},\overline{\pi}^{f}(f)=\overline{H}_{3}^{t}$ }
$=$ $Q^{p}1\otimes Q_{\underline{9}}^{f}\otimes Q^{\ell}.3$

’

と置くと, 式 (30) より

$Q_{1}^{\ell+}1\emptyset Qt2+1\otimes Q_{3}^{t+1}$

$=$ $q_{\mathrm{i}^{()}}’3\otimes q^{t_{(}}23)\otimes q_{3}^{\ell}(3)$

$=$ $q_{1}^{\ell_{(}}2)\otimes[q^{l}\underline{9^{\cdot}}(3)\otimes q_{3}^{t}(3)]$

$=$ $q_{1}^{f}(2)\otimes q^{t_{(}}22)\otimes q_{3}^{\ell}.(2)$

$=$ $[q_{1}^{t_{(}\prime}2)\otimes q^{t}2(2)]\otimes q_{3}(1)$

$=$ $q^{tt_{(1}t}\mathrm{i}(1)\otimes q_{2})\otimes q3(1)$

$=$ $Q_{1}^{\ell}\otimes Q_{\underline{)}^{\otimes Q_{3^{\text{、}}}}^{}t\ell}.$.

となって

$C_{3}^{l+1}.=C_{3}^{f}$ ,

である.

注目すべき事柄として以上の全ての保存量が次の形で表される.

$C_{j}^{\ell}= \min${ $f|\pi^{t}$げ) $=H_{j}^{t},\overline{\pi}^{f}(f)=\overline{H}_{j}^{f}$ }, (31)

(for $1\leq j\leq N(\mathrm{N}=2,3)$ )

7 まとめ

超離散戸田分子方程式の保存量を、超離散化の手続きを使わずに構成することを試みた. ここに
得られた全ての保存量が式 (31) という非常に簡明な式で表されることは興味深い. 一般的な $N$に

ついて、また他の超離散可積分系については今後の課題としたい.
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