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1 はじめに

ここではパンタグラフ方程式と呼ばれる比例的遅れを持つ微分方程式に対し、選点法
を用いた際の第1区間での誤差の達成精度について言及する。

.

遅れのある関数微分方程式に対する漸近安定性を Fox 他 [9], Kato&McLeod[17] 等が
調べ始め、 lserles[10],  I_{Ser}1es\ Terj\acute{e}ki[15] 等がパンタグラフ方程式 (由来は [9,10] 参照) と
名付けられた  y'(t)=ay(t)+by(qi)+cy'(pt) という比例的遅れのある中立型関数微
分方程式に対して研究している。 遅れが無限加算個の場合、つまり  (5.1)_{、}(5.2) の場合は
 I_{S}erles\ Liu[11,12,13] 等の結果がある (関連するものとして [6,7,8,20] 等も参照) 。

これに対して有界な変数遅れを持つ非線形微分方程式について、  Bellen[2] は Gauss‐
Legendre 点を選点にとって陰的 m‐段階 Runge‐Kutta 法を用いたときの刻み幅  h に対す
る誤差は  O(h^{2m}) となることを示し、 定数遅れのある volterra 積分方程式に対しては、
Baddour&Brunner[l] 及び  Brunner[4] が選点解  u の誤差は選点によらず  O(h^{m}) であるこ
とを示した。 しかしながら、選点を Gauss‐Legendre 点にとれば、反復選点解  u_{it} の誤差
が再び  O(h^{2m}) となることがわかっている ( B1_{0}m\ Brunner[3] も参照) 。 .  \cdot

近年、  Brunner[5] は任意の複素数  a,  b に対する比例的遅れのある微分方程式 (delay
differential equation; DDE)

 y'(t)=ay(t)+by(qt) ,  y(O)=y_{0}. ’  0<q<1 (1.1)

及び遅れのある Volterra 積分方程式 (delay Volterra integral equation; DVIE)

 y(t)=y_{0}+a \int_{0}^{t}y(s)ds+\frac{b}{q}\int_{0}^{qt}y(S)ds ,  y(O)=y_{0} ,  0<q<1 (12)
について、特に  a=0 とおいた (4.1) 及び (4.2) 式に対して選点法を用いた際の、第1区間
での分点  t_{--}h の誤差の達成精度に関して次の結果を得ている。  \overline{c}_{1},\overline{c}_{2},  \cdots ,  \overline{c}_{m} を  DDE に対
する選点、  \hat{c}_{1},\hat{c}_{2},  \cdots ,  \hat{c}_{m} を DVIE に対する反復選点解とするとき、  v(t)=u_{i\iota()}t となる必
要十分条件は  q\overline{c}_{j}=\hat{c}j,  j=1,2,  \cdots,  m であるが、  \{\overline{c}_{j}\} が Gauss‐Legendre 点で与えられ、
 q\in(0,1] に対し  \{\hat{c}_{j}\}=\{q\overline{c}_{j}\} となるときは、  |v(h)-y(h)|=|u_{i{\}}(h)-y(h)| は高々  O(h^{m+2})
にしかならない。ただし、  m=2 での選点解  v(t) が  v(h)=R_{2,2}(h)(R_{2,2}(t) は  y(i) に対す
る  (2,2)- Pad\'{e} 近似) を満たすとき、この場合、  |v(h)-y(h)|=o(h5)=O(h2m+1) となるが、
必要十分条件は  \overline{c}_{j}(q),  j=1,2 が  M_{2}(t;q)=P_{2(2s}-1)+r_{1}(q)P_{1}(2_{S}-1),  r_{1}(q)= \frac{3(1-q)^{2}}{3-2q}
の零点になることを見つけた。 ここで  P_{n}(t) は  n 次のLegendre 多項式である。

そこで彼は次の問題を提起した。それは  r_{m}\geq 3 のときに  [0,1] 区間で、選点解の点  h

における値  v(h) が  y(h) の  (m, m) ‐Padé 近似となる選点  c_{i}=c_{i(}q),  i=1,2,  \cdots,  m は存
在するのか? 存在するとき  |v(h)-y(h)|=O(h^{2+1}m) となるが、  v(th),  t\in[0,1] の選点多
項式  M_{m}(t;q)=KII_{i=1}^{m}(t-c_{i}) はどういうものか ? 」 ということである。

この [5] で H.Brunner が提起した問題に対して、本稿では2節でPade 近似と等しくな
る選点解と反復選点解の存在性を調べ、 3節では選点解  v(t) の選点多項式  M_{m}(t) と反復
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1 はじめに

ここではパンタグラフ方程式と呼ばれる比例的遅れを持つ微分方程式に対し、選点法

を用いた際の第1区間での誤差の達成精度について言及する。

遅れのある関数微分方程式に対する漸近安定性をFox他[9],Kato&McLeod[l 7]等が
調べ始め、 Iserles[lO],Iserles&Terjeki[15]等がパンタグラフ方程式（由来は[9,10]参照）と

名付けられた y'(t)= ay(t) + by(qt) + cy'(pt) という比例的遅れのある中立型関数微

分方程式に対して研究している。遅れが無限加算個の場合、つまり (5.1)、（5.2)の場合は

Iserles&Liu[ll,12,13]等の結果がある（関連するものとして[6,7,8,20]等も参照）。

これに対して有界な変数遅れを持つ非線形微分方程式について、 Bellen[2]はGauss-

Legendre点を選点にとって陰的m一段階Runge-Kutta法を用いたときの刻み幅hに対す

る誤差は O(h2m)となることを示し、定数遅れのある Volterra積分方程式に対しては、

Baddour&Brunner[l]及びBrunner[4]が選点解uの誤差は選点によらずO(hm)であるこ

とを示した。しかしながら、選点をGauss-Legendre点にとれば、反復選点解 uitの誤差

が再びO(h2m)となることがわかっている (Blom&Brunner[3]も参照）。

近年、 Brunner[5]は任意の複素数 a,bに対する比例的遅れのある微分方程式 (delay

differential equation; DDE) 

y'(t) = ay(t) + by(qt), y(O) = Yo, 0 < q < 1 (1.1) 

及び遅れのあるVolterra積分方程式(delayVolterra integral equation; DVIE) 

y(t) =Yo+ al  y(s)ds + ~ 1qt y(s)ds, y(O) = Yo, 0 < q < 1 (1.2) 
q JO 

について、特にa=Oとおいた(4.1)及び(4.2)式に対して選点法を用いた際の、第1区間

での分点t=hの誤差の達成精度に関して次の結果を得ている。互函，・・・，品をDDEに対

する選点、 c1ふ，・・・，品をDVIEに対する反復選点解とするとき、 v(t)= U;t(t)となる必

要十分条件はq匂＝伶 j= 1,2,・・・,mであるが、｛ち｝がGauss-Legendre点で与えられ、

q E (0, 1]に対し｛令｝＝ ｛qら｝となるときは、 lv(h)-y(h)I= luit(h)-y(h)Iは高々O{hm+2)
にしかならない。ただし、 m=2での選点解v(t)がv(h)= R2,2(h) (R2,2(t)はy(t)に対す

る{2,2)-Pade近似）を満たすとき、この場合、 lv(h)-y(h)I= O(hり＝O{h2m+1)となるが、
必要十分条件はCj(q),j = 1, 2が M2(t;q)= P2{2s-l)+r1(q)P1{2s-1), r1(q)＝堕二正3-2q 
の零点になることを見つけた。ここで凡(t)はn次のLegendre多項式である。
そこで彼は次の問題を提起した。それは「m2: 3のときに[O,1]区間で、選点解の点h
における値v(h)がy(h)の (m,m)-Pade近似となる選点c;= c;(q), i = 1, 2, • • •, m は存

在するのか？存在するとき lv(h)-y(h)I = O(h2m+l)となるが、 v(th),t E [O, 1]の選点多

項式Mm(t;q) = Krr::1 (t -C;)はどういうものか？」ということである。
この[5]でH.Brunnerが提起した問題に対して、本稿では2節でPade近似と等しくな

る選点解と反復選点解の存在性を調べ、 3節では選点解v(t)の選点多項式Mm(t)と反復



選点解  u_{it}(h) の選点多項式  \hat{M}_{m}(t) に対し、  v(t)=u_{it}(\iota) となる必要十分条件を具体的に
提示し、 4節で具体的に H.Brunner の問題への解答を示した。 さらに5節では、 無限加算
個の遅れのある中立型関数微分方程式 (5.1) と Volterra 積分微分方程式 (5.2) に対して、 3
節までの結果を拡張している (本稿の詳細は Takama 他 [20] 及び  Ishiwata[16] を参照) 。

2 選点癬と Pade 近似

2.1 選点解

DDE(I.I) 及び DVIE(1.2) の解析解は  y(t)= \sum_{n=0}^{\infty}\psi n\iota^{n} で表される。 ただし  \psi_{0}=

 1,   \psi_{n}=\frac{\prod_{j=1}^{n}(a+bq^{j-1})}{n!},  n=1,2,  \cdots である。
ここで第1区間での近似誤差の達成精度に着目する。 区間  [0,1] 内で選点解  v(t) は、

 t=hc_{1},hC_{2},  \cdots ,  hc_{m} 上で (1.1) を満たすとする。選点  c_{1},c_{2},  \cdots ,  c_{m} は  [0,1] . 内にあると
し、  \tilde{v}(t)=v(ht),  t\in[0,1] とおいて、  \tilde{v}(0)=1 とすると

 \tilde{v}'(t)=hv'.(ht)=h(av(ht)+bv(qht))+KM_{m}(t)=h(a\tilde{v}(i)+b\tilde{v}
(qt))+KM_{m}(t)

となる。 ただし、  K\neq 0 は定数で、選点多項式は次のようになる。

 M_{m}(t)= \sum_{i=0}^{m}\frac{M_{m}^{(i)}(0)}{i!}t^{i}=\frac{M_{m}^{(m)}(0)}
{m!}\prod_{j=1}^{m}(t-C_{j}) ,  M_{m}^{(m)}(0)\neq 0

補題2.1 十分/J| さい  h>0 に対し、選点解  v(t) が存在する。 ‐ただし  v(ht)=\tilde{v}(t)=

  \sum_{n=0}^{m}\frac{\tilde{v}^{(n)}(0)}{n!}t^{n},\tilde{v}(o)=1 かっ

 K  =  - \frac{(a+b)(a+bq)\cdots(a+bq^{m})h^{m}+.1}{M_{m}(m)(o)+(a+bq^{m})M_{m}(m-1)
(0)h+\cdots+(a+bq^{m})\cdot\cdot(a+bq)Mm(0)h^{m}}
 \tilde{v}^{(n)}(0)  =  K\{

.

 M_{m}^{\langle)}n-1(0)+h(a+bq^{n-})1M(n-m2)(0)+\cdots+h^{n-1}(a+bq^{n-1})\cdots
(a+bq)M_{m}(0)\}
 +h^{n}(a+bq)n-1(a+bqn-2)\cdots(a+bq)(a+b) ,  n=1,2,  \cdots,  m

.

定瑠2.1 (1.1) の選点解  v(i) に対して`  v(h)= \frac{\Gamma_{0}+r_{1}h+\Gamma_{2}h^{2}+\cdot.\cdot.\cdot.+rmh^{m}}
{\Lambda_{0}+\Lambda_{1}h+\Lambda 2h2++\Lambda_{m}hm} となり、

 (.\Lambda_{o=}M\Lambda_{n\{_{l}\}1,2,\cdots,m}r_{n}=\sum_{j=o}'\frac{m-
\prod_{k^{-j}}^{n}m+\prod_{-}^{)}(0n+=112(a(a++bqbq)k1l-1)}{(n-j)!}\{nm+1^{-}\}
\prod_{-j+}^{o}(a+bq^{\iota 1}-)M_{m}(==m(m)\iota=m2M_{m}(mn)(),n=m-j)(0),  n=0,1,2,  \cdots,  m

である。特に  a=0 かつ  b\neq 0 であれば、係数は次のようになる。

.  \cdot(.\Lambda_{n}\Gamma_{n}=\Gamma_{m}==b^{n}bn\frac{1}{2}n((m.-n)b^{m}qq\sum_
{j}^{(}--n\frac{q^{mj+\frac{\langle n-1)1)M_{m}1n-2j)}{2}}2m-n+}{\frac{m\{0}{}m_
{2}+1)(n-j)!,M_{m(}\frac{1}{q})}M^{(m-j}m0),)(0)  n--0,1,2,  \cdots m

} ’
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選点解U;t(h)の選点多項式Mm(t)に対し、 v(t)＝如(t)となる必要十分条件を具体的に
提示し、 4節で具体的にH.Brunnerの問題への解答を示した。さらに5節では、無限加算

個の遅れのある中立型関数微分方程式(5.1)とVolterra積分微分方程式(5.2)に対して、 3

節までの結果を拡張している（本稿の詳細はTakama他[20]及びIshiwata[16]を参照）。

2
 
選点解とPade近似

選点解

DDE(l.1)及び DVIE(l.2)の解析解は y(t)＝こ孟。叫t” で表される。ただしゅ。＝
1,叫＝皿(a+bqi-l)

n! 
, n= 1,2,...である。

ここで第1区間での近似誤差の達成精度に着目する。区間[O,1]内で選点解 v(t)は、
t = hc1, hc2, ・・・,hem上で (1.1)を満たすとする。選点 C1,C2,・・・,Cmは [O,1]内にあると

し、 ii(t)= v(ht), t E [O, 1]とおいて、 ii(O)＝ 1とすると

が(t)= hv'(ht) = h(av(ht) + bv(qht)) + KMm(t) = h(aii(t) + bii(qt)) + KMm(t) 

となる。ただし、 Ki=0は定数で、選点多項式は次のようになる。

2.1 

Mm(t)＝こm M甜(O)； M炉(0)-M i! 
t = 
m! 
Il(t -Cj) 

i=O •·.... j=l 
M炉(0)# 0 

補題 2.1 十分小さい h>Oに対し、選点解 v(t)が存在する。ただし v(ht)= v(t) = 
m :,in 

こ
v(nl(O) 
—t叫叩(0)= 1かつ
n=O n! 

K 

釦 (0)

＝ 

＝ 

定理 2.1

(a+ b)(a + bq) ・・・(a＋駅）hm+1

-M炉(O)＋（a ＋町）Mim-1)(O)h+・ • ・ +（a + b卯）・・・(a+bq)Mm(O)hm 

K { M~-ll(o) + h(a + bqn-1)M~-2l(o) +・ ・ ・ + hn-1(a + bqn-l) ・・・(a+ bq)M』o)}

＋炉(a+bq”―1)(a+bqn-2)-・・(a+bq)(a+b), n=l,2,・・・,m. 

(1.1)の選点解v(t)に対して、 v(h)
ro +r1h+r2が＋・・・＋rmhm
＝ 
Ao十ふh+A炉＋・・・＋Amhm

となり、

Ao=M炉(0),

An= {]＝m叫(a+bq呵｝狐m-n)(O)，
J几＝こ叩 (a+bqk-1) (r;:!;-1 i=。（n-j)！{Il(a+bq叫｝狐m-j)（O)，

l=m-j+2 

である。特にa=Oかつ b# Oであれば、係数は次のようになる。
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補題21及び定理2.1の証明は [20] を参照のこと。 ., :

 \Lambda_{0} ,  \Lambda_{1} ,  \cdot . . ,  \Lambda_{m} が見つかれば、  \Gamma_{0},  \Gamma_{1},  \cdots ,  \Gamma_{m} は次のように決定できる。

 (\begin{array}{l}
\psi_{0}\backslash 
\psi_{1}\psi_{0}
\psi_{2}\psi_{1}\psi_{0}
.\cdot.
.\cdot.
.\cdot.
\psi_{m}\psi_{m-1}\psi_{m-2}\psi_{0}
\end{array}  (\begin{array}{l}
\Lambda_{0}
\Lambda_{1}
\Lambda_{2}
\vdots
\Lambda_{m}
\end{array})=(\begin{array}{l}
\Gamma_{0}\backslash 
\Gamma_{1}
\Gamma_{2}



\Gamma_{m}
\end{array} (2.1)

注意21 定理2.1は選点多項式  M_{m}(t) が—度見つかれば、 (1.1) の選点解  v(t) が簡単に
定まることを意味している。選点  \{c_{i}\}_{i}^{m}=1 が実数で  0\leq c_{1}<c_{2}<\cdots<c_{m}\leq 1 という条
件は  M_{m}(t) に対して必ずしも成り立たない。 しかしながら、  a=0 かつ  b\neq 0 のときは
必ず成り立つ (定理24参照) 。

例21( a=0 のときは [5] 参照)  m=1 のとき  v(h)= \frac{M_{\iota}^{J}(0)+\{(a+b)M^{J}t(0)+(a+bq)M1(0)\}h}{M_{1}'(0)+(a+bq)
M_{1}(0)h} であ
り、  m=2 のときは次のようになる。

v(ん)  =  [M_{2}' \prime(o)+\{(a+b)M'\prime(20)+(a+bq)2M_{2}\prime(0)\}h+\{\frac{(a+b)(a+
bq)}{2}M_{2}^{\prime/}(0)
 +(a+b)(a+bq^{2})M_{2'}(o)+(a+bq)(a+bq^{2})M2(0)\}h2]
 /\{M_{2}"(o)+(a+bq^{2})M_{2}'(0)h+(a+bq)(a+bq^{2})M2(0)h^{2}\} .

2.2 Pade 近似と解の存在性

  y(t)=\psi_{0}+\psi_{1}t+\psi_{2}t^{2}+\cdots の罧級数に対し、 有理関数

  \frac{\gamma_{0}+\gamma_{1}l+\gamma_{2}t^{2}+\cdot.\cdot.\cdot.+\gamma_{m}
l^{m}}{\lambda_{0}+\lambda_{1}\iota+\lambda_{2}t2++\lambda_{n}tn} (2.2)

が次式を満たすならば、

 (\lambda_{0}+\lambda_{1}t+\lambda_{2}t+2. . .  +\lambda_{n}t^{n})(\psi_{0}+\psi_{1}t+\psi 2t^{2}+\cdots)-(\gamma_{0}+
\gamma_{1}t+\gamma 2i^{2}+ \cdot..+\gamma_{m}.i^{m})
 =\xi_{m+n+1}tm+n+1+\xi m+n+2t^{m++2}n+\cdots

有理関数 (2.2) を  y(i) に対する  (m, n)‐Padé 近似と呼び、  R_{m,n}(t) と表す。

補題22 上記の  y(t) に対する  (m, m) ‐Pade’近似

 R_{m,m}(t)= \frac{\gamma_{0}+\gamma_{1}t+\gamma_{2}t2+\cdot.\cdot.\cdot.+
\gamma_{m}t^{m}}{\lambda_{0}+\lambda_{1}t+\lambda_{2}t2++\lambda_{m}tm}
が存在する必要十分条件は、  \lambda_{0}\neq 0 とするとき、係数  \lambda_{1},  \lambda_{2},  \cdots,  \lambda_{m} が次の連立方程式

 (\begin{array}{l}
\psi_{1}\psi_{2}\psi_{3}\psi_{m}\backslash 
\psi_{2}\psi_{3}\psi_{4}\psi_{m+1}
\psi_{3}\psi_{4}\psi_{5}\psi_{m+2}
.\cdot..
.\cdot..
...\cdot
\psi_{m}\psi_{m+1}\psi_{m+2}\psi_{2m-1}
\end{array}  (\begin{array}{l}
\lambda_{m}\backslash 
\lambda_{m-1}
\lambda_{m-2}



\lambda_{1}
\end{array}  =(\begin{array}{l}
-\psi_{m+1}\backslash 
-\psi_{m+2}
-\psi_{m+3}



-\psi_{2m}
\end{array}  \lambda_{0} (23)
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補題2.1及び定理2.1の証明は[20]を参照のこと。

A。,A1，・・・，ふ1が見つかれば、 r。,rぃ..,rmは次のように決定できる。

珈
剌

珈

軌

妬 炒。

ゆm ゆm-1 叱m-2 ゅ。

A。
A1 
A2 

A
 
m
 

＝ 

rorlE“ 

rm 

(2.1) 

注意2.1 定理2.1は選点多項式Mm(t)が一度見つかれば、 (1.1)の選点解v(t)が簡単に

定まることを意味している。選点 {cぷ出が実数でOS cl く c2<··•<cm:Sl という条
件は Mm(t)に対して必ずしも成り立たない。しかしながら、 a=Oかつ b# 0のときは
必ず成り立つ（定理2.4参照）。

例2.1(a=Oのときは[5]参照） m=1のとき v(h)＝駅(O)＋｛（a+b)M{（O)＋（a+bq)Ml(O)｝hであMi (O)+(a+bq)M1 (O)h 
り、 m=2のときは次のようになる。

(a+ b)(a + bq) 
v(h) =［均(0)+{(a+ b)M;(o) +(a+ bq2)MHO)}h+｛叩(0)2 

+(a+ b)(a + bq2)M~(O) +(a+ bq)(a + bが）島（O）｝叶

/{M~1(0) +(a+ bq2)MHO)h +(a+ bq)(a + bq2)M2(0)h2}. 

2.2 Pade近似と解の存在性

y(t)＝心o＋印＋ゆ炉＋．．．の幕級数に対し、有理関数

'Yo+叩＋"(2t2+・・・十"/mtm

入。＋入1t+入2炉＋・・・＋入ntn
(2.2) 

が次式を満たすならば、

（入。＋入1t十ふt2+・・・十ふt”)（珈＋剌t十妬t2+ ・・・)-bo +叩＋"(2t2+・・・+"Im『)

= tm+n+ltm+n+l + tm+n+2tm+n+2 + ・ ・ ・ 

有理関数(2.2)をリ(t)に対する (m,n)-Pade近似と呼び、凡n,n(t)と表す。

補題 2.2 上記の y(t)に対する (m,m)-Pade近似

凡，m(t)= 
'Yo＋叩＋叫2+... +1m『

入。＋ふt十入炉＋・・・＋入m炉

が存在する必要十分条件は、入。ヂ0とするとき、係数入hふ，・・・，入m が次の連立方程式

剌 ゆ2 如 ゅm 入m ーゆm+l

如 伽 如 ゆm+l 入m-1 一ゆm+2
如 ゆ4 珈 ゆm+2 入m-2 ＝ 予m+3I入。 (2.3) 

ゆm ゆm+1 ゆm+2 ゆ2m-l 入1 ーゆ2m



を満たすことであり、  \gamma 0,  \gamma 1,  \gamma 2,  \cdots,  \gamma_{m} は次式より求まる。

 (\begin{array}{l}
\psi_{0}\backslash 
\psi_{1}\psi_{0}
\psi_{2}\psi_{1}\psi_{0}
.\cdot\cdot
.\cdot\cdot\cdot
.\cdots
\psi_{m}\psi_{m-1}\psi_{m-2}\psi_{0}
\end{array}  (\begin{array}{l}
\lambda_{0}\backslash 
\lambda_{1}
\lambda_{2}



\lambda_{m}/
\end{array}  =(\begin{array}{l}
\backslash 
\gamma_{0}
\gamma_{1}
\gamma_{2}



\gamma_{m}./
\end{array} (2.4)

このとき、  |R_{m,m}(t)-y(t)|=O(t^{2}m+1) を得る。

 a=0 かつ  b\neq 0 ならば任意の  0<q\leq 1 に対し、 (2.3) の係数行列の行列式の値は  0

ではない。 ‐方で  a\neq 0 ならば、 (2.3) の解  \lambda_{1},  \lambda_{2},  \cdots,  \lambda_{m} は存在するが、 (2.3) の係数行
列の行列式の値が  0 となる場合がある。 ここで  y(t) は多項式で  R_{m,m}(t)=y(t) である。

定理22

 \lambda_{0}=M_{m}^{(m)}(0)\neq 0 ,   \lambda_{n}=\{\prod_{i=m-n}^{m}+1+2(a+bq^{i-1})\}M_{m}^{(n}m-)(o) ,  n=1,2,  \cdots,  m

が (2.3) を満たすならば、  v(h)=R_{m,m}(h) かつ  |v(h)-y(h)|=O(h^{21}m+) となる。 ここで
 v(h) は定理21により、次の選点多項式に対して定まる。

 M_{m}(t) \equiv\frac{M_{m}^{(m)}(0)}{m!}t^{m}+\frac{M_{m}^{(m-1})(o)}{(m-1)!}t^
{m-1}+\cdots+\frac{M_{m}^{(1)}(0)}{1!}t+Mm(o)
注意22 任意の複素数  a,  b と  0<q\leq 1 に対し、  v(ん)=R_{m,m}(h) . は、 (2.3) の解

 \lambda_{1},  \lambda_{2},  \cdots,  \lambda_{m} が見つかれば、 定理21から簡単に求まる (例23参照)。

例22( a=0 の場合は [5] 参照)  \lambda_{0}=1 とする。 このとき、  m=1 では

 R_{1,1}( \iota)=\frac{1+\{(a+b)-\frac{a+ba}{2}\}t}{1-\frac{a+bq}{2}t} であり、 特に  a+b=0 ならば  R_{1,1}(t)=y(t)\equiv 1 となる。

 m=2 のとき  a\neq-(3-2q)qb ならば、  R_{2,2}(t)= \frac{1+\gamma_{1}t+\gamma 2t^{2}}{1+\lambda_{1}t+\lambda_{2}t2} が存在し、

 \{\gamma_{1}=(a\gamma_{2}=\lambda_{1}=-\frac{(a+bq^{2})(a+2bq-b^{s}q)}{+b)+2(a+
3bq2b\lambda_{1}^{-},q^{2})},\frac{(a+bq)(a+b^{2}q)(a-3bq^{3}+4bq)2}{bq)+(a+
b12(a+3bq-2bq))\lambda_{1}+\lambda_{2}2}\frac{(a+b)(\lambda_{2}=a+}{2}
である。特に  a+b=0 ならば  R_{2,2}(t)=y(t)\equiv 1 であり、  a+bq=0 ならば  R_{2,2}(t)=
 y(t)=1+(a+b)t となる。

例23  a=-(3-2q)qb で  q\neq 1 ならば、 Padé 近似は  m=2 のとき存在しない。

定理2.3  M_{m,n}(t) が

 \{  M_{m,1}(t)= \int_{0^{M_{m}}}^{t}(X)dX
 M_{m,n}(t)=a \int_{0}^{t}M_{m,n}-1(x)dX+\frac{b}{q}\int_{0m,n}qtM-1(x)dX ,  n=2,3,  \cdots,  m

と定義されるとき、

 M_{m,n}(0)=0 ,  n=1,2,  \cdots,  m ,

 M_{m,1}'(t)=M_{m}(t) ,  M_{m,n}'(t)=aM_{m,n-}1(t)+bM_{m},n-1(qt) ,  n=2,3,  \cdots,  m  \} (25)
である。 さらに (2.3) 式は  M_{m,n}(1)=0,  n=1,2,  \cdots,  m と同等である。
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を満たすことであり、 'Yo,'Y1,'Y2,''','Ymは次式より求まる。

珈

剌

仰

…

如 ー

…

m
 

0

1

 

ゅ

ゅ
ゅ ゅ。
： 
ゆm-2 ゅ。

入。

ふ
入2

： 
入m

＝ 

'Yo 
"'fl 

'Y2 

： 
'Ym. 

(2.4) 

このとき、 1凡n,m(t)-y(t)I = O(t2m+l)を得る。

a=Oかつb# Oならば任意の0<q<1に対し、 (2.3)の係数行列の行列式の値は0
ではない。一方でa:/:0ならば、 (2.3)の奮心ふ，・・・，心は存在するが、 (2.3)の係数行

列の行列式の値が0となる場合がある。ここでy(t)は多項式でRm,m(t)= y(t)である。

定理 2.2

入。＝M炉(0)-Io, 
m+l 
ふ＝｛ II （a+bq呵｝狐m-n)（O)，
9=m-n+2 

n = 1,2,・・・,m 

が(2.3)を満たすならば、 v(h)= Rm,m(h)かつlv(h)-y(h)I = O(h2m+l)となる。ここで
v(h)は定理2.1により、次の選点多項式に対して定まる。

M炉(0).,m'M!r,m-1)(0) 
Mm(t)三『＋ tm-1+,.. ＋ 

M叫0)
(m -1)! 1! 

t+ Mm(O) 
m. 

注意 2.2 任意の複素数 a,bと0< q ~ lに対し、 v(h)= Rm,m(h)は、 (2.3)の解
ふ，知...，入mが見つかれば、定理2.1から簡単に求まる（例2.3参照）。

例2.2(a=Oの場合は[5]参照） 入。＝ 1とする。このとき、 m=lでは

恥 (t)＝雪であり、特にa+b=Oならば恥(t)= y(t)三 1となる。

1 ＋叫＋研
m=2のとき叶ー(3-2q)qbならば、 R2,2(t)＝ が存在し、

1十ふt十ふt2

｛入1＝一亨声立ふ＝ （a＋bq)畠？儡言り;+4bq2)
"{1 =(a+ b)＋入1, "{2 = ~三＋（a+b)入1 ＋ふ

である。特にa+b=Oならば R2,2(t)= y(t)三 1であり、 a+bq=Oならば R2,2(t)= 
y(t) = 1 +(a+ b)tとなる。

例2.3 a= -(3 -2q)qbでq-/-1ならば、 Pade近似はm=2のとき存在しない。

Mm,n(t)が

{ Mm,1(t)＝巳（x）dx
Mm,n(t) = aJJ Mm,n-1(x)dx + ! ~。“Mm,n-1(x)dx,

と定義されるとき、

定理2.3

n = 2,3, • • •,m 

Mm,n(O) = 0, n = 1, 2, ・ ・ ・,m, 
M:,,,1(t) = Mm(t), M:,,,n(t) = aMm,n-1(t) +bMm,n-l(qt), 

である。さらに (2.3)式は Mm,n(l)= 0, n= 1,2,・・・,m 

n = 2,3, • •·,m } (2.5) 

と同等である。



系2.1 定理23で  a=0 かつ  b\neq 0 のとき、

 M_{m,1}'(t)=M_{m}(t) ,  M_{m,n}'(t)=bM_{m},n-1(qt) ,  n=2,3,  \cdots,  m (2.6)

から、  M_{m,n}(t)= \frac{b^{n-1}}{q^{\frac{\{n-1)n}{2}}(n-1)!}\int^{q^{n-}t}0(q-1t-
nto)n-1M_{m}(1.t0)dt0 ,  n=1,2,  \cdots,  m

を得る。 また (2.3) は

  \int_{0}^{q^{n-1}}(q^{n-1}-t_{0})^{n-}1M_{m}(to)dt_{0}=0 ,  n=1,2,  \cdots,  m

と同等である。

 y(t) に対する  (m, m)‐Padé 近似  R_{m,m}(t) の存在性に関する次の定理を得る。

定理24  a=0 かつ  b\neq 0 を仮定する。 このとき任意の  0<q\leq 1 に対して、 (2.3) の係
数行列の行列式の値は  0 でない。 よって (2.3) は唯—解を持ち、  y(t) に対する  (m, m) ‐Padé
近似  R_{m,m}(t) が存在する。

さらに  (0,1) 区間で  0<c_{1}<c_{2}<\cdots<c_{m}<1 となる  M_{m}(t) の解  c_{1},  c_{2},  \cdots ,  c_{m} は
 m 個の単根として存在し、  M_{m,n}(t),  n=1,2,  \cdots,  m については  m-n 個の単根が存在す
る。 ここで、  M_{m}(t) と  M_{m,n}(t) は定理2.2と定理2.3で定義されたものである。.,

注意23 定理2.4の証明より、  t=0 は  M_{m,n}(t)=0 の  n 重根  (n=1,2, \cdots, m) となり、
 0<q<1 に対し、 1つの単根  t=1 と  ( \frac{1}{q}, +\infty) において  n-1 個の単根を持つことがわ
かる。 さらに、  0<c_{1}<q^{m-1}\xi_{1}^{m},  c_{2}<q^{m-2}\xi_{2'-1}^{m}-1\ldots, C_{m}<q\xi_{m-1}^{2} となる  \circ

定理24は  a=0 かつ  b\neq 0 の場合に任意の  0<q\leq 1 に対し、定理22の選点解  v(t)
に対する選点  \{c_{i}\}_{i=}^{m_{1}} は唯—つ決まり、 かっ  0<c_{1}<c_{2}<\cdots<c_{m}<1 を満たしている
ことを示すものである。

これらの選点  \{c_{i}\}_{i1}^{m}= と選点多項式  M_{m}(t)= \frac{M_{m}^{(0)}(0)}{m!}\Pi^{m}j=1(t-C_{j}) に対し、 提起された
問題を完全に解くための残る課題は (4.3) の  r_{k}(q) ,  k=0,1,  \cdots,  m-1 の決め方である。

3  v(t) . と  u_{it}(t) の関係

定理31 (1.1) の選点解  v(i) に対して、 選点多項式を

 M_{m}(t) \equiv\sum_{k=0}^{m}\frac{M_{m}^{(k)}(0)}{k!}t^{k}=\frac{M_{m}^{(m)}
(0)}{m!}(t-c_{1})(t-C_{2})\cdots(t-c_{m})=0 ,  M_{m}^{(m)}(0)\neq 0 ,

(1.2) の反復選点解  u_{it}(t) に対して、選点多項式を

  \hat{M}_{m}(t)\equiv\sum_{k=0}\frac{\hat{M}_{m}^{(k)}(0)}{k!}mt=\frac{\hat{M}_
{m}^{(m)}(0)}{m!}k(t-\hat{c}_{1})(t-\hat{C}_{2})\cdots(t-\hat{c}_{m})=0 ,  \hat{M_{m}^{(m)}.}(.0)\neq 0

とする。 このとき  v(t)=u_{it}(t) となるための必要十分条件は

 \kappa M_{m}(i)=a\hat{M}_{m}(t)+b\hat{M}_{m}(qt) , ただし  \kappa は定数 (3.1)

である。  a=0 かつ  b\neq 0 の場合、  u_{it}(t)=v(t) となる必要十分条件は  \hat{c}_{i}=qc_{i},  i=

 1,2,  \cdots,  m となることである  (cf.[5]) 。
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系2.1

から、

定理2.3でa=Oかつ b-:f 0のとき、

M:,.,1(t) = Mm(t), M:,.,n(t) = bMm,n-1(qt), n= 2,3,・・・,m (2.6) 

bn-1 q”―lt 
叫(t)=~1q・ ・i (qn-lt -to)正 1Mm(to)dt。,

q=-f=(n-1)!。
を得る。また(2.3)は

と同等である。

Jq”ー1(qn-1 -torー1Mm(to)dto = 0, 

゜

n = 1,2,・・・,m 

n= 1,2,・・・,m 

y(t)に対する (m,m)-Pade近似Rm,m(t)の存在性に関する次の定理を得る。

定理 2.4 a= 0かつb-/0を仮定する。このとき任意のO<q::;1に対して、 (2.3)の係

数行列の行列式の値は0でない。よって (2.3)は唯一解を持ち、 y(t)に対する(m,m)-Pade 

近似 Rm,m(t)が存在する。

さらに（0,1)区間で Q< Ct < C2 < ・ ・ ・ < Cmく 1となるMm(t)の解 Ct,C2, ・・・,Cmは

m個の単根として存在し、 Mm,n(t),n = 1, 2, ・ ・ ・, m についてはm-n個の単根が存在す

る。ここで、 Mm(t)とMm,n(t)は定理2.2と定理2.3で定義されたものである。

注意2.3 定理2.4の証明より、 t=OはMm,n(t)= 0のn重根(n=l,2,・・・,m)となり、

O<q<lに対し、 1つの単根t=lと（占＋00）においてn-1個の単根を持つことがわ

かる。さらに、 0< c1< qm-lく化 C2< qm-2窃―1,・・・,Cm-1 < q乱＿1となる。

定理2.4はa=Oかつb-/0の場合に任意のO<q::;1に対し、定理2.2の選点解v(t)

に対する選点 {cぷらは唯一つ決まり、かつ0< Ct < C2 < ・ ・ ・ < Cmく 1を澗たしている

ことを示すものである。

これらの選点{cぷ凸と選点多項式Mm(t)＝旱且虹II品（t-ら）に対し、提起された
問題を完全に解くための残る課題は(4.3)のrk(q),k = 0, 1, • • •, m-1の決め方である。

3
 
v(t) 

定理 3.1

と叩(t)の関係

(1.1)の選点解v(t)に対して、選点多項式を

Mm(t)三こ t = 
m M炉(O)K M炉(0)

k=O 
K! m! 

(t -釘）（t -C2) ・・ •(t-cm)=O, M炉(0)# 0, 

(1.2)の反復選点解 U;t(t)に対して、選点多項式を

＾ Mm(t)三
m 卿 (O).,k M炉(0)五 K! t = m! (t —釘）（t- 約）・・ •(t-cm)=O, M炉(0)::/= 0 

とする。 このときv(t)= uit(t)となるための必要十分条件は

Yi,Mm(t) = aMm(t)＋嶋(qt), ただしんは定数 (3.1) 

である。 a=Oかつ b=f= Oの場合、 uit(t)= v(t)となる必要十分条件はと＝ qc;,i = 

1,2,・・・,mとなることである (cf.[5]）。



例3.1  a+b\neq 0 と  a+bq\neq 0 を仮定する。

i)  m=1 ならば、  \kappa M_{1}(t)=a\hat{M}_{1}(t)+b\hat{M}_{1}(qt) より、
  \kappa\hat{M}_{1}^{()}(10)(t-C_{1})=a\hat{M}_{1}^{(1)}(o)(t-\hat{c}i)+b\hat{M}
_{1}^{(1)}(o)(qt-\hat{c}_{1})=(a+bq)\hat{M}_{1}^{(1)}(0)(t-\frac{a+b}{a+bq}
\hat{C}_{1})

を得る。 よって   \hat{c}_{1}=\frac{a+bq}{a+b}C_{1} となる  \circ

ii)  q=1 ならば  \kappa M_{m}(t)=(a+b)\hat{M}_{m}(t) であり、  \hat{c}_{i}=c_{i},  i=1,2,  \cdots,  m となる。
iii)  a=0 かつ  b\neq 0 ならば  \kappa M_{m}(t)=b\hat{M}_{m}(qt) より、  \hat{c}_{i}=qc_{i},  i=1,2,  \cdots,  m である。

4 H. Brunner の提起した問題への解答

(1.1) と (1.2) 式で  a=0 かつ  b\neq 0 の場合、

 y'(t)..=by(qt) ,  y(O)=1 ,  0<q\leq 1 (4.1)

 y(t)  =  1+ \int_{0}^{qt}\frac{b}{q}y(s)ds ,  y(O)=1 ,  0<q\leq 1 (4.2)

における Brunner の提起した問題への解答をここで与えよう。
 m\geq 1 で  0<q\leq 1 と仮定する。選点  c_{1},  c_{2,}\ldots, c が定理24の  m 次多項式   M_{m}(t)\equiv

 K_{2}M_{m}(t;q) の解として与えられるとき、  K_{2}\neq 0 は定数であり、

 M_{m}(t;q)= \sum_{k=0}^{m}r_{k(}q)P_{k}(2t-1) ,  r_{m}(q)=1 (4.3)

となる。 この,(q) が決定できれば、解答が与えられたことになる。

補題4.1  r_{0}(q)=0 である。

定理4.1  t=h で  y(t) に対する  (m, m) ‐Padé 近似  R_{m,m}(t) と—致する選点解  v(t) が存
在する. このとき、  |v(h)-y(h)|=O(h^{21}m+) である。  r_{1}(q),  r_{2}(q),  \cdots,  r_{m}-1(q) は

 (\begin{array}{llll}
\tilde{P}_{1,1}   \tilde{P}_{1,2}      \tilde{P}_{1,m-1}
\tilde{P}_{2,1}   \tilde{P}_{2,2}      \tilde{P}_{2,m-1}
|   |   \ddots   |
\tilde{P}_{m-1,1}   \tilde{P}_{m-1,2}      \tilde{P}_{m-1,m-1}
\end{array})(\begin{array}{l}
r_{1}(q)
r_{2}(q)
|
r_{m-1}(q)
\end{array})=(\begin{array}{l}
-\tilde{P}_{1,m}\backslash 
-\tilde{P}_{2,m}



-\tilde{P}_{m-1,m}/
\end{array} (4.4)

より定まる。 ただし   \tilde{P}_{i,j}=\int_{0}^{q^{*}}(q-it)^{i}Pj(2t-1)dt であり、 (4.3) で  r_{0}(q)=0 である。

(4.4) は唯—解を持ち、  v(t) は  M_{m}(t) \equiv K_{2m}M(t;q)=\Sigma_{i}m\frac{M_{m}^{(i)}(0)}{i!}=0t^{i} に対して決定され
る。 ここで、選点  c_{1},  c_{2,}\ldots, c は  0<c_{1}<\cdots<c_{m}<1 となる。

 qarrow+O ならば、  C_{1},  C_{2},  \cdots,  C_{m-}1arrow 0 かつ  c_{m} arrow\frac{m}{m+1} となる。
 t=h において、 さらに (4.2) の  y(t) に対する  (m, m) ‐Padé 近似塩,m  Q ) と —致す

る反復選点解  u_{it}(t) が存在し、 このとき  |u_{it}(h)-y(h)|=O(^{2}m+1) となる。 u,t(のは定理
31の  \hat{M}_{m}(t) により決められ、その選点  \hat{c}_{1},\hat{c}_{2},  \cdots,\hat{c}_{m} は  \hat{c}_{i}=qc_{i},  i=1,2,  \cdots,  m かつ
 0<\hat{c}_{1}<\hat{c}_{2}<\cdots<\hat{c}_{m}<1 である。 もし、  qarrow+O ならば  \hat{c}_{1},\hat{c}_{2,m}\ldots,\hat{C}arrow 0 となる。
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・例3.l a+b#0とa+bq#0を仮定する。
i) m = 1ならば、 1'i,島 (t)= aM1(t) + bM1(qt)より、

虚い（O)(t....:.c1) = a叩 (O)(t-ci) + b叩 (O)(qt玉）＝（a+bq)Mい（O)(t-織釘）
を得る。よってc1=芍倍C1となる。
ii) q = 1ならば社fm(t)=(a+ b)Mm(t)であり、と＝C;,i = 1, 2, ・ ・ ・, m となる。
iii) a= 0かつb=f: 0ならば KMm(t)= blvlm(qt)より、＆ ＝qc;, i=l,2,・・・,mである。

4 H. Brunnerの提起した問題への解答

(1.1)と(1.2)式でa=Oかつb=f: Oの場合、

y'(t) = by(qt), y(O) = 1, 0 < q :$ 1 
qt b 

y(t) = 1 + /oq, ~y(s)ds, y(O) = 1, ・ 0 < q :$ 1 
0 q 

におけるBrunnerの提起した問題への解答をここで与えよう。

m~ 1で0< q :$ 1と仮定する。選点Ct,C2，・・・，Cmが定理2.4のm次多項式Mm(t)三
K2Mm(t;q)の解として与えられるとき、 K2#0は定数であり、

,1,

、ー，

1

2

 

4

4

 

，
ー
、
、

m 

Mm(t;q)＝こ噴）Pk(2t-1),. rm(q) = 1 
k=O 

(4.3) 

となる。このrk(q)が決定できれば、解答が与えられたことになる。

補題4.1 ro(q) = 0 である。

定理4.1 t = hでy(t)に対する(m,m)-Pade近似Rm,m(t)と一致する選点解v(t)が存
在する．このとき、 lv(h)-y(h)I = O{h2m+l)である。 r1(q)，乃(q),…，rm-1(q)は

(:： l p／□ q p／口／）（口[:))＝ （＿／／：/） (4 4) 

より定まる。ただし凡＝J（qi-t)方(2t-l)dtであり、（4.3)でro(q)= 0である。
〇

(4.4) は唯一解を持ち、 v(t) は Mm(t) 三 K虚~(t;q)＝四こ。竿幽．がに対して決定され
る。ここで、選点C1,C2,・・・,CmはQ< C1 < ・ ・ ・ < Cm < 1となる。

q → +0ならば、 C1,C2, ・ ・ ・, Cm-1→ 0かつ％ →土Tとなる。
t=hにおいて、さらに(4.2)のy(t)に対する (m,m)-Pade近似凡n,m(t)と一致す
る反復選点解知(t)が存在し、このとき I匹 (h)-y(h)I = o(2m+l)となる。如(t)は定理
3.1のMm(t)により決められ、その選点c1ぶ，・・・，品は＆ ＝qc;, i = 1, 2, • • •, m かつ
0 < c1く令<..． <6mく1である。もし、 q→ +0ならば年約，・・・，位→ 0となる。



例41  m=2 に対して  r_{1}(q)= \frac{3(1-q)^{2}}{3-2q} であり、  m=3 に対しては

 M_{3}(t;q)=P_{3}(2t-1)+r_{2}(q)P_{2}(2t-1)+r_{1}(q)P_{1}(2t-1)=0 ,  0<q\leq 1

ただし、

 r_{2}(q)=r_{1}(q)= \frac{3(1-q)^{2}(20-15q-30q+224q+312q-140q^{s})}{\frac{5(1-
q)^{2}(20-5^{-}q-18q^{2}+2^{a}q+4^{4}q4060q+33^{3}q-12q^{4})}{40-60q+33q^{3}-
12q^{4}}}
,

である。

選点解  c_{1},  c_{2} ,  c_{3} は右のグラフの通り。

例4.2  q=1 で  b=1 もしくは
 b=-1 の場合の  h=2^{-n} に対する 図4.1  c_{1},  c_{2},  c_{3} の解のグラフ
誤差  e(h)=v(h)-y(h) を表4.1に、
また  m=2,3 のとき、  q=0.75,0.5,0.25 で  b=1 の場合を表4.2に、  b=-1 の場合を表
43に示す。 尚、 各表中の数値についた  * 印は丸め等計算上の誤差を含んでいることを表
す。参考のため、   \frac{1}{2^{5}}=0.03125 ,   \frac{1}{2^{7}}=0.oo78125 である。

夷4‐1   a=\rceil かつ  h.  =9^{-n} の詔姜  \rho/h.)
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例4.1 m = 2に対して r1(q)＝翌碧こであり、 m=3に対しては

Ma(t; q) = Pa(2t -1)＋乃(q)P2(2t-1) + r1(q)P1(2t -1) = 0, 0 < q ~ 1 

ただし、 q cl c2 c3 

r1(q) = 
3(1-q)2(20-15q-30q2+24砂＋12が一10が）

40-60q十33砂ー12q4 9 

叫q)= 5(1-q)2(20-5q-18q2+2砂十4が）40-60q+33q3-12q4 0.8 

である。 0.6 
選点解 C1,C2, C3は右のグラフの通り。

0.4 

0.2 

0.2 0.4 0.6 ー t 

例4.2 q = 1でb=lもしくは

b= -1の場合のh=2-nに対する 図4.1ci,c2, c3の解のグラフ

誤差 e(h)= v(h) -y(h)を表4.1に、

またm=2,3のとき、 q= 0.75, 0.5, 0.25でb=lの場合を表4.2に、 b=-1の場合を表

4.3に示す。尚、各表中の数値についた＊印は丸め等計算上の誤差を含んでいることを表

す。参考のため、 fr;=0.03125,歩＝ 0.0078125である。

表4.1 q = 1かつ h=2―”の誤差e(h)

b= 1 b= -1 

m n e(h) 呻e¥ti) e(h) 詞e¥h) 

1 7.26220515E-05 2.67173365E-05 
2 1. 7 4804869E-06 0.0240.. l. 0602465 7E-06 0.0396.. 
3 4.8073761E-08 0.0275.. 3. 7 439884E-08 0.0353.. 
2 4 1.410301..E-09 0.0293.. 1.244586.. E-09 0.0332.. 
5 4.2708.. E-ll 0.0302.. 4.0121.. E-ll 0.0322.. 
6 1.314.. E-12 0.0307.. 1.273.. E-12 0.0317.. 
7 4.0.. E-14 0.0309.. 4.0.. E-14 0.0316.. 
1 l.29030693E-07 4. 7 467735.. E-08 
3 2 7.79378.. E-10 0.00604.. 4.72716.. E-10 0.00995.. 
3 5.363.. E-12 0.00688.. 4.176.. E-12 0.00883.. 
4 3.9.. E-14 0.00732.. 3.4.. E-14 0.00831.. 

表4.2 b = 1かつ h=2―”のときの誤差e(h)

q = 0.75 q = 0.5 q = 0.25 

m n e(h) 可e(h) e(h) 呵e(h) e(h) X 
可e(h) 

1 2.49184698E-05 2.45103885E-06 2. 7380625E-08 

2 6.93968178E-07 0.0278.. 7.3678776E-08 0.0300.. 8.49489.. E-10 0.0310.. 

2 3 2.04739.. E-08 0.0295.. 2.258078.. E-09 0.0306.. 2.6450.. E-11 0.0311.. 
4 6.21685.. E-10 0.0303.. 6.9880.. E-ll 0.0309.. 8.25.. E-13 0.0311.. 

5 1.9150.. E-ll 0.0308.. 2.173.. E-12 0.0310.. 2.5.. E-14 0.0314.. 

6 5.93.. E-13 0.0310.. 6.7.. E-14 0.0310.. 0.0 ＊ 

1 1.22118184E-08 6.79862.. E-11 3.3.. E-15 

3 2 8.80486.. E-ll 0.00721.. 5.224.. E-13 0.00768.. 0.0 ＊ 

3 6.610.. E-13 0.00750.. 3.9.. E-15 0.00764.. * 0.0 ＊ 



婁13   h=-\rceil 六| つ  h.  =9^{-n} の  k 去の雪[論  \rho(h.)

5 中立型関数微分方程式への応用

無限加算個の遅れを持つ中立型関数微分方程式 (neutral functional‐differential  eq. ;NFDE)

 y'(t)=ay( \iota)+\sum_{i=1}biy(qit)+\sum_{i=1}C_{i}y'(p_{i}t) ,  y(0)=1 ,  0<_{Pi},  q_{i}<1 (5.1

と Volterra 積分微分芳程式 (delay Volterra integro‐differential  eq. ;DVIDE)

 y(t)=1+ \int_{0}^{t}ay(S)dS+\sum^{\infty}\int^{t}o(biyq_{i}S)i=1ds+\sum_{i=1}^{
\infty}\int_{0}tc_{iy}/(pi^{\mathcal{T}})d\mathcal{T} ,  0<p_{i},  qi\leq 1 (5.2)

に2節の結果を拡張する (詳細は FOX 他[9], Kato&McLeod[17],  Liu[19] とその文献を参照) 。
級数   \sum_{i=1i}^{\infty}bq_{i}^{j-}1 と   \sum_{i=1}^{\infty}c_{i}p_{i}^{j}-1 が収束し、複素数  a,  b_{i},  c_{i} に対して  \Sigma_{i=1^{C}i}^{\infty}p_{i^{-}}j1\neq 1,  j=

 1,2,  \cdots が成り立つと仮定すると. NFDE(5.1) と DVIDE(5.2) の解析解は  y(t)=\Sigma_{k=}\infty\psi_{k}otk
で与えられる。 ここで  \psi_{0}=1,   \psi_{k}=(\Pi^{k}j=1\frac{a+\Sigma_{i=1}\infty b\dot{.}qj-1}{1-\sum^{\infty}=
1c_{i}p^{-1}}\dot{.}j\dot{.})\frac{1}{k!} ,  k=1,2,  \cdots である。

5.1 中立型関数微分方程式の選点解

DDE, DVIE の場合と同様、 NFDE(5.1) の選点解  v(t) と DVIDE(5.2) の反復選点解
 u_{it}(t) を定義する。 用いる選点法は  \Pi_{N}=\{t_{n}=nh:n=0,1, \cdots, N\} 上で計算されると
し、  (Nm+1)- 次元空間  S_{m}^{(0)}(H_{N}) 上で  m\geq 1 次の連続区分的多項式の選点は

 X_{N}=\{t_{n,j}=t_{n}+\overline{c}_{j}h:0\leq\overline{c}_{1}
<\cdots<\overline{c}_{m}\leq 1; n=0,1, \cdots, N-1\}

により与えられる。  v を集合  X_{N} 上の (5.1) を満たす選点解とし、
 q_{n,j}=[q(n+\overline{c}_{j})]\in N_{0} ,  \gamma_{n,j}=q(n+\overline{c}_{j})-q_{n,j}\in[0,1) ,  j=1,2,  \cdots,  m

と定義する。 ここで  [x] は  x\in R を超えない最大整数のこと。 上記の定義より、  qt_{n,j}=
 h(q_{n,j}+\gamma_{n,j})=t_{q_{n}},j+\gamma_{n,j}h となり、 区間  [t_{n}, t_{n+1}] では、 (5.1) に対する選点の方程式は

 v'(t_{n},j)=av(tn,j)+ \sum_{i}\infty=1biv(q_{i}t_{n},j)+\sum_{=i1}c\infty 
iv'(pit_{n},j) ,  j=1,2,  \cdots,  m (5.3)

と与えられ、同様にDVIDE (5.2) に対する反復選点解  u_{it}(t) は (1.2) の選点解  u\in S_{m-1}^{(1}-)  (\Pi_{N})
に対し、 次式で与えられる。

  u_{it}(t)=1+ \int_{0}^{t}au(S)ds+\sum_{i=1}^{\infty}\int^{t}0)biu(q_{i}sd_{S}+
\sum_{i=1}^{\infty}\int^{t}0)C_{i}u'(pi\tau d\tau ,  t\in[0, T] (5.4)
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表4.3 b = -lかつh=2―nのときの誤差e(h)

q = 0.75 q = 0.5 q = 0.25 
m n e(h) 呻e(h) e(h) 亭e(h) e(h) 縞
1 l.57487645E-05 2.09692114E-06 2.6598504E-08 
2 5.51607836E-07 0.0350.. 6.8147278E-08 0.0324.. 8.37268.. E-10 0.0314.. 
2 3 l.8253196E-08 0.0330.. 2.171654.. E-09 0.0318.. 2.6259.. E-11 0.0313.. 
4 5.86999.. E-10 0.0321.. 6.8530.. E-11 0.0315.. 8.22.. E-13 0.0313.. 
5 1.8608.. E-11 0.0317.. 2.152.. E-12 0.0314.. 2.5.. E-14 0.0311.. 
6 5.85.. E-13 0.0314.. 6.7.. E-14 0.0313.. 0.0 ＊ 

1 8.848373.. E-09 6.3592.. E-11 3.3.. E-15 
3 2 7.4947.. E-11 0.00847.. 5.05.. E-13 0.00794.. 0.0 ＊ 

3 6.09.. E-13 0.00813.. 4.l..E-15 0.00813.. * 0.0 ＊ 

5 中立型関数微分方程式への応用

無限加算個の遅れを持つ中立型関数微分方程式(neutralfunctional-differential eq.; NFDE) 
00 00 

y'(t) = ay(t)＋こ婦(q;t)＋LC;y'(p;t), y(O)=l, O<p;ふく 1 (5.1) 
i=l i=l 

とVolterra積分微分方程式 (delayVolterra integro-differential eq.; DVIDE) 

y(t) = 1 + l ay(s)ds +'£; l b;y(q;s)ds +'£; l c;y'(p汀）dr, 0 < p;, q; ~ 1 (5.2) 
i=l i=l 

に2節の結果を拡張する（詳細はFox他[9],Kato&McLeod[17], Liu[19]とその文献を参照）。

級数I::1b;q{―1とここ1c討―1が収束し、複素数a,b;, c;に対して1:::1C;p{-1 f-1, j = 
1,2,…が成り立つと仮定すると、 NFDE(S.1)とDVIDE(S.2)の解析解はy(t)＝区こ。ゅ出

で与えられる。ここで珈＝ 1, ゅk= (rr;=l茫§:号二）か k= 1,2, ・ ・ ・である。

5.1 中立型関数微分方程式の選点解

DDE, DVIEの場合と同様、 NFDE(5.l)の選点解 v(t)とDVIDE(5.2)の反復選点解

如 (t)を定義する。用いる選点法は ITN= {tn = nh: n = 0, l, ・ ・ ・, N}上で計算されると

し、 (Nm+l)一次元空間S附(ITN)上でm2: 1次の連続区分的多項式の選点は

ふ＝｛tn,j=tn ＋研： 0~ 釘＜．．．＜品~ 1; n = 0, l, ・ ・ ・, N -l} 

により与えられる。 vを集合 XN上の(5.1)を満たす選点解とし、

知＝［q(n+ cj)] EN,。,"ln,j= q(n +ち)-Qn,j E [O, 1), j = 1, 2,.. ・, m 
と定義する。ここで [x]はxERを超えない最大整数のこと。上記の定義より、 qtn,j= 

h(qn,j + "/n,j) = iq,.,; + "fn,jhとなり、区間[tn,tn+l]では、（5.1)に対する選点の方程式は
(X)(X)  

v'(tn,j) = av(tn,j)＋こ如(q凸）＋こ耀(p出，J, j = 1, 2, • • •, m (5.3) 
i=l i=l 

と与えられ、同様にDVIDE(5.2)に対する反復選点解uit(t)は(1.2)の選点解uES!;,判(rr刈
に対し、次式で与えられる。

如 (t)= 1 + l au(s)ds +;合［bル(q;s)ds+喜［C;U1(p;r)dr, t E [O, T] (5.4) 



5.2 選点解  v(t)

(5.1) と (5.2) に対して、 2節と同様に第1区間  t=h に着目する。  0\leq t\leq h 上での
(5.1) の選点解  v(t) に対して、  \tilde{v}(t)=v(ht),  0\leq t\leq 1 を考える。 このとき行(0)  =1 かっ

  \tilde{v}](t)=hv'(んt)=h\{av(ht)+.\sum biv(qiht)+\sum_{i=1}^{\infty}c_{i}
v(\prime.htp_{i})\}+KMmi=1\infty(t) ,  0\leq t\leq 1

であり、

  \tilde{v}'(t)-\sum^{\infty}C_{i}i=1\tilde{v}(_{P}\prime ti)=h\{a\tilde{v}(t)+
\sum_{i1}\infty=b_{i}\tilde{v}(q_{i}t)\}+KMm(t) (5.5)

となる。 ここで  K\neq 0 は定数であり、選点多項式は次のようになる。

 M_{m}(t)= \sum_{i=0}^{m}\frac{M_{m}^{(i)}(0)}{i!}t^{i} ,  0\leq t\leq 1 ,  M_{m}^{(m)}(0)\neq 0 .

補題51 十分小さい  h>0 に対し、 選点解  v(t),  0\leq t\leq h が存在する。 ここで

 v(ht)= \tilde{v}(t)=\sum_{n=0}^{m}\frac{\tilde{v}^{(n)}(0)}{n!}t^{n} ,  0\leq t\leq 1 ,  \tilde{v}(0)=1

  K=- \frac{(1-\Sigma_{i_{-}^{-1}}^{\infty}c_{i}p_{i}^{m})(\Pi_{j^{-}}m\frac{a+
\Sigma_{i--1}^{\infty}b_{i}qj}{1-\Sigma_{i_{-}}^{\infty}-1c_{ip}}-0.j)ん^{}m+1}
{M_{m}^{(m)}(0)+\frac{a+\Sigma_{i=1}^{\infty}biq_{i}m}{1-\Sigma_{i=1}^{\infty}
cip_{i}^{m}-1}M(mm-1)(0)^{ん+}\cdot\cdot+(\Pi_{j=1}m\frac{a+\Sigma_{i1}^{\infty}
=biq_{i}j}{1-\Sigma_{i=}^{\infty j}1^{Cp}i.-1})Mm(0)h^{m}}.\cdot.

かつ、  l=1,2,  \cdots,  m に対して、次の関係が得られる。

 \tilde{v}^{(l)}(0)  =  K \{\frac{1}{1-\sum_{i1^{qp_{i}}}^{\infty l_{-1}}=}M_{m}^{()}l-1(0)+h\frac{a+
\sum^{\infty}i=1biq_{i^{-1}}l}{(1-\sum_{i=1}\infty c_{i}pl-1i)(1-\sum 
i\infty\iota_{-}2)=1c_{i}p_{i}}M^{()}m\iota_{-}2(o)
 + \cdots+h-1\frac{(a+\sum_{i=}^{\infty_{1}}biq^{\iota-}i)1\ldots(a+\sum_{i=1}^{
\infty}b_{iq_{i})}}{(1-\sum_{i=1}\infty cip^{l}i)-1\ldots(1-\sum i\infty=1^{C}i)
}lM_{m}(0)\}+h^{l}j=0\prod^{l}\frac{a+\sum_{i=}^{\infty_{1}}b_{i}q^{j}i}{1-\sum_
{i1}^{\infty}=C_{i}P_{i}^{j}}-1.\cdot

定理51  0\leq t\leq h 上での (5.1) に対する選点解 v(科に対して、

 v(h)= \frac{\Gamma_{0}+r_{1}h+r_{2^{ん+}}2...\cdot.+\Gamma_{m}h^{m}}
{\Lambda_{0}+\Lambda_{1}h+\Lambda 2h2+\cdot+\Lambda_{m}hm}

 \{
 \Lambda_{0}=M_{m}^{()}m(0) ,

  \Lambda_{l}=(\prod_{j=m-l+1}^{m}\frac{a+\Sigma_{i=1}^{\infty}b_{i}q_{i}^{j}}{1
-\sum_{i=}^{\infty}1C_{ip^{j-}}i1})M_{m}^{(}m-l)(0) ,  l=1,2,  \cdots,  m ,

  \Gamma_{l}=\sum_{k=0}\frac{1}{(l-k)!}(\prod_{1=}^{-}\frac{a+\sum^{\infty}i=
1biq_{i^{-}}^{j1}}{1-\Sigma_{i=}^{\infty}1c_{i}p_{i^{-}}j1}\iota\iota jk)(_{j}=m
\prod^{m}\frac{a+\sum^{\infty}i=1biii}{1-\Sigma_{i1^{C}}^{\infty}=ip_{i^{-}}
^{j1}})M(m-k-k+1m)(0) ,
 l=0,1,2,  \cdots,  m .

2節と同様に  \Lambda_{0},  \Lambda_{1} ,  \cdot . .,  \Lambda_{m} が見つかれば、  \Gamma_{0},  \Gamma_{1},  \cdots,  \Gamma m は (2.1) より求まる。

注意5.1 定理51は (5.1) の選点解  v(t) は選点多項式  M_{m}(t) が求まれば、簡単に決まる
ことを意味している。 しかしながら、  M_{m}(t) の  \{\overline{c}_{j}\}_{j=1}^{m} は実で  0\leq\overline{c}_{1}<\overline{c}_{2}<\cdots<\overline{c}_{m}\leq 1
は必ずしも成り立つとは限らない。
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5.2 選点解v(t)

(5.1) と (5.2) に対して、 2 節と同様に第 1 区間 t=h に着目する。 O~t~h 上での
(5.1)の選点解v(t)に対して、 v(t)= v(ht), o ~ t ~ 1を考える。このとき v(O)= 1かつ

00 00 

v'(t) = hv'(ht) = h{av(ht)＋こ如(q;ht)＋こば'(p;ht)}+KMm(t), 0臼:$1 
i=l i=l 

であり、

が(t)-f:研'(p;t)= h{av(t) + f:紅 (q;t)}+ KMm(t) (5.5) 
i=l i=l 

となる。ここでK-::fOは定数であり、選点多項式は次のようになる。

Mm(t)＝こm M糾(O)i
i! 
ti,. O ~ t ~ 1, M炉(0)-::f 0. 

i=O 

補題 5.1 十分小さいh>Oに対し、選点解v(t),O :St :Shが存在する。ここで

m o(n)（O) 
v(ht) = v(t)＝こ t叫 0:S t :S 1, 耶（0)= 1 

n=O n! 

K=一 （1-江崎）（II'J'=。叫）hm+1
M炉(0)＋趙ら翌MS,.m-l)(O)h+ ・ ・ ・ + (IJ';=1喜竺号）叩O)hm

かつ、 l= 1,2,…，m に対して、次の関係が得られる。

1 
詞 (O) ＝ I(｛ Mい(0)+ h a+E芦拉iqi-1

l-2 M戸 (0)1-江こ臼p¥一1mm ¥V/ I •• (1-L~戸iP臼）（1-E芦げiPi ) 
1-1 

+…+hい (a+Eこlb,qい）・・・(a＋ここ贔）Mm(O)}+ hl IIa＋ここ凸q:
(1 -江芦げiP：一1)…（1-江こ1c;) i=0 1- 江~1 c;pf 

定理 5.1 0 ::; t :S h上での(5.1)に対する選点解v(t)に対して、

v(h) = r。+r1h+ r択＋・・・＋rmhm
A。＋ふh+A如＋・・・+Amhm

A。=M炉(0),
Al =( i a＋ここ池%r)M:i-11(0), l = 1, 2, ・ ・ ・, m, 
j=m-l+1 1 -E口げi叶―1)

rl＝こ 1 （廿a＋ここlbぷ―l)（m 
II 

a+I:~1耀
k=。（l-K)！j=1 1 -Eご匹;p)(j=1t+l ~) 

l = O, 1, 2, ・ ・ ・, m. 

狐~-k)(0), 

2 節と同様に A。,A1,···,Am が見つかれば、 r。,r1,··•,Tm は（2.1) より求まる。

注意5.1 定理5.1は(5.1)の選点解v(t)は選点多項式Mm(t)が求まれば、簡単に決まる
ことを意味している。しかしながら、 Mm(t)の｛ち｝芦1は実で0~ C1 く為＜．．．＜品 ~1
は必ずしも成り立つとは限らない。



5.3 Pade 近似

補題22により (5.1) 及び (5.2) に対して2節と同様な次の結果を得る。

定理5.2 次式が (2.3) を満たすとき  v(h)=Rm,m(ん) で  |v(h)-y(h)|=O(h^{21}m+) となる。

 \lambda_{0}=M_{m}(m)(0)\neq 0 ,   \lambda_{l}=(_{j=m}\prod_{1-^{\iota}+}^{m}\frac{a+\sum_{i=1}^{\infty}b_{iq_{i}
^{j}}}{1-\sum_{i=1}^{\infty\dot{\mu}}c_{i}i-1})M(m)m-^{\iota}(0) ,  l=1,2,  \cdots,  m

ここで  v(h) は定理51より、 次の選点多項式で決定される。

 M_{m}(t) \equiv\frac{M_{m}^{(m)}(0)}{m!}t^{m}+\frac{M_{m}^{(m-1})(o)}{(m-1)!}t^
{m-1}+\cdot,  ,  + \frac{M_{m}^{(1)}(0)}{1!}t+Mm(o) .

注意5.2 (2.3) の解  \lambda_{1},  \lambda_{2},  \cdots,\lambda_{m} が複素数  a,  b_{i} , ci と  0<p_{i},  q_{i}\leq 1 に対して求まるな
らば、  v(h)=R_{m,m}(h) は定理51より簡単に決まる。

定理23を拡張した結果を次に示す。

定理5.3 (2.3) 式が  M_{m,n}(1)=0,  n=1,2,  \cdots,  m となるとすると、  \{M_{m,n}(t)\}_{n}^{m}=1 は

 \{
 M_{m,1}(t)- \sum_{i=1}^{\infty}\int_{0}^{t}ciM_{m,1}\prime(p_{i}\tau)
d_{\mathcal{T}}=\int_{0}^{t}M_{m}(X)dX
 M_{m,n}(t)- \sum_{1i=,:}^{\infty}.\int_{0}^{t}CiM'(m,npi\mathcal{T})d\tau=\int^
{t}0a\{M_{m},-1(nx)+\sum^{\infty}biM_{m,n}-1(qiX)\}i.=1dX ,

 n=2,3,  \cdots,  m .

より求められる。 よって  k=0,1,2,  \cdots,  m,  n=1,2,  \cdots,  m に対し、 次を得る。

 M_{m,n}(t)^{--} \sum_{k=0}\gamma k,ntm.k+n ,   \gamma_{k,n}=\frac{M_{m}^{(k)}(0)}{(k+n)!\{1-\sum^{\infty k}i=1c_{i}p_{i}\}}(^
{n}\prod_{j=1}^{1}\frac{a+\sum^{\infty}i=1biq_{i}^{k+}j}{1-\Sigma_{i=}^{\infty}
1c_{ip_{i}}k+j})- .

 J  =

(5.1) の有限個の多くの遅れを持つ特別な場合について、すなわち、  c_{i}=0,  i\geq l+1
の場合に対しては  \{M_{m,n}(\iota)\}_{n}^{m}=1 は具体的に次のように表される。

 \{
 M_{m,1}(t)  = \int_{0}^{t}\sum_{k=0\prime_{1}=0}^{\infty}\sum^{k}(\begin{array}{l}
k
\prime 1
\end{array})C_{1}^{kt}-1\sum_{0\Gamma 2=}(\begin{array}{l}
r_{1}
\prime 2
\end{array})c^{r_{1}-}2\ldots\cross\sum_{0}^{-}r_{2}(\begin{array}{l}
r_{l- 2}
r_{l- 1}
\end{array})c^{r_{l-2}}f1f\iota-1=r_{l2}l-1l-rl-1l-c^{r}1

 \cross M_{m}(p_{1pp^{r}px}^{k\ldots r_{l^{\lrcorner}1}r}2\iota-1l)-r_{1}r1-f2l-
2-\iota-1d_{X}

 M_{m,n}(t)  = \int_{0}^{t}\sum_{k=0\prime 1}^{\infty}\sum^{k}(\begin{array}{l}
k
r_{1}
\end{array})C_{1}-r_{1}\sum_{=}^{r}k(\begin{array}{l}
r_{1}
r_{2}
\end{array})C^{r-f2}2\sum^{r}1\ldots\cross(\begin{array}{l}
r_{l- 2}
r_{l-1}
\end{array})c_{\iota^{l-2^{-}}}^{r}-1C=0r210rl-1\iota-2=0r_{l}-1rl-1\iota
 \cross\{aM_{m,n-1}(p1p^{r1}-r_{1}-r2\ldots\iota-2-rl-1rXp\iota_{-1}p_{\iota})kr
\downarrow 2-1

 + \sum_{1i=}^{\infty},b_{i}M_{m},n-1(q_{i}p^{k}1^{-r_{1}r_{1^{-r}}}p_{2}2\ldots
p_{\iota_{-}}r_{l-1}2-Tl-1r_{l-1}p\iota x)\}d_{X} ,  n=2,3,  \cdots,  m .

特に、  l=1 ならば

 .\{  M_{m,1}(t)= \int_{0}\sum_{k=0}^{t}C_{1m}M(kkX\infty p_{1})d_{X}
 M_{m,n}(t)= \int 01'\}\sum_{k=0}^{f}C^{k}\{aM_{m}-1(np_{1}^{k}x)+\infty 1,\sum_
{i=}b\infty iM_{m}n-1(qip1kX)dX ,  n=2,3,  \cdots,  m
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5.3 Pade近似

補題2.2により(5.1)及び(5.2)に対して2節と同様な次の結果を得る。

定理5.2 次式が(2.3)を満たすときv(h)= Rm,m(h)でlv(h)-y(h)I= O(h2m+l)となる。

入o=M炉(0)# 0, 入1= (._Ji,,.~)M~-ll(O), l = 1, 2, ・ ・ ・, m 
j=m-l+11 -E口凸尻―1)

ここでv(h)は定理5.1より、次の選点多項式で決定される。

M炉(O)Mim-1)（O)
Mm(t)三 tm+ ~tm-1 +... 

m! -'(m-1)! 
＋ 

M~l(O) 
1! 
t + Mm(O). 

注意5.2 (2.3)の解入bふ，…，入mが複素数a,b;,c;とO<p叫li51に対して求まるな

らば、 v(h)＝如，m（h)は定理5.1より簡単に決まる。

定理2.3を拡張した結果を次に示す。

定理5.3 (2.3)式が Mm,n{l)= 0, n = 1,2, ・ ・ ・,mとなるとすると、 {Mm,n(t)｝閉=1は

°° t 

叫 (t)一苔le,Mば，1(p疇＝「凸）dx
゜oo 

Mm,n(t)一苔lC;M:,.,n(p,r)dr = l{aMm,n-1(x)＋言b,M□-1(qぶ）｝dx,
n = 2,3,・ • •,m. 

より求められる。よって k= 0, 1, 2, • • •, m, n = 1, 2,…，m に対し、次を得る。

叫 (t)＝江，ntk+”，叫＝ M岱(O) (nn漏＋こ，こlb,q,K+J
k=。 （K+n)！｛1 -Eこ疇｝ j＝1 1 -EこlCiP:+i)．

(5.1)の有限個の多くの遅れを持つ特別な場合について、すなわち、 C;= 0, i 2'. l + 1 
の場合に対しては {Mm,n(t)}~=l は具体的に次のように表される。

叫(t) ＝「~tn (~Jct-r1 tn (;~)c2'-r2... X.. I: n (;:=~)c;:_:-/ • l-1C;i-1 

゜
T1)cf→1こ(;;)c;1-T2.．． x〉 (TI-1)cl-1 cl 

k=Or1=0 r2=0 r1-1=0 
XMm(p圧p戸・・・p四―TI-lp□)dx

T/-2 
Mm,n(t) = l ~ t←)c↑-TIと（月）c戸・..X -I:（勾）c四―内ー1c[l-I
゜k=Or1=0 r2=0 r1-1=0 
x{aMm,n-1(pt-r1p戸・・ •P:L-1戸1-lp戸）
00 

＋こbiMm,n-1(qiP丘Pが―”・・・p四―r,_,p;'-'x)}dx, n=2,3,・・・,m. 
i=l 

特に、 l= 1ならば

｛瓜(t)=［い(pix)dz
Mm,n(t) = lt~ 叶{aMm,n-1(PiX)+t瓜，n-1(q.;pix)}dx,. n = 2, 3,.. ・, m 
゜
こ
k=O i=l 



 M_{m,n}(t)=k=0 \sum m\frac{M_{m}^{(k)}(0)}{(k+n)!(1-c_{1p_{1}^{k}})}(\prod_{j=
1}^{n-}\frac{a+\sum_{i}^{\infty}--1biq_{i}^{k+}j}{1-C_{1p_{1}^{k+}}j})tk+n1 ,  n=1,2,  \cdots,  m

となる。 また  l=2 ならば、 次の通りである。

 \{  M_{m,1}(t)= \int_{0}^{t}\sum_{k=0}^{\infty}\sum_{f=0}^{k}(\begin{array}{l}
k
r
\end{array})c1^{-r}c_{2m}M(p^{k}kr1^{-}p_{2^{X}})r\prime dx
 M_{m,n}(t)= \int_{0}\sum_{k=0r0}^{t}\sum^{k}(\begin{array}{l}
k
f
\end{array})c_{1^{-r}}C_{2}^{r}\{aMm,n-1(p_{1^{-}}p_{2}^{r}x)+\sum_{i==1}biMm,n-
1(\infty\infty\}qip^{k-}1p_{2}^{r}X)dXr ,

 n=2,3,  \cdots,  m

 M_{m,n}(t)= \sum_{k}m=0\frac{M_{m}^{(k)}(0)}{(k+n)!(1-c1p_{1}-c2p_{2})kk}(n-
\prod_{j=1}\frac{a+\sum_{i_{-}}^{\infty}-1biq^{k+}ij}{1-c_{1}p_{1}^{k+j}-C2p_{2^
{+}}kj})tk+n1 ,  n=1,2,  \cdots,  m .

例5.1  m=2 について、  3( \frac{a+\sum_{t=1}^{\infty}b_{iq};}{1-\Sigma_{*1}^{\infty}=cipi}.)\neq 
2(\frac{a+\sum_{i.=1}^{\infty}b_{i}q_{i}2}{1-\Sigma_{=1}^{\infty}c_{ip}}.\dot{.}
) ならば、 定理23より、

 M_{2}(t)= \frac{M_{2}^{(2)}(0)}{2}t^{2}+M_{2}^{(1)}(o)t+M_{2}^{(0)}(0) を得る。 ここで  M_{2}^{(2)}(0)\neq 0 かつ

 \{
  \frac{M_{2}^{(0)}(0)}{M_{2}^{(2)}(0)}=\frac{1}{12}(\frac{1-\Sigma_{;_{=
\uparrow c}}^{\infty}}{1-\Sigma_{i1}^{\infty}=c_{P_{i}^{2}}}\dot{.}.\cdot)A_{0} ,

  \frac{M_{2}^{(1)}(0)}{M_{2}^{(2)}(0)}=-\frac{1}{2}(_{1.p}^{1\Sigma_{=}
^{\infty}c}-.\overline{\varpi}_{C}^{ip}=1ii)2A_{1} ,

である。 よって定理2.1より  v(h)=R_{2,2}(h)= \frac{\Gamma_{0}+\Gamma 1h+\Gamma_{2}ん^{}2}{\Lambda_{0}+
\Lambda_{1}h+\Lambda_{2}h2} となる。 ただし

 \Lambda_{0}=1,  \Gamma_{0}=1l^{\ovalbox{\tt\small REJECT} a}\supset

 \{   \Lambda_{1}=-\frac{1}{2}(\frac{a+\Sigma_{i1}^{\infty}=b.q^{2}}{1-\Sigma_{i1}^{
\infty}=c\dot{.}p^{2}}..\dot{.}')A_{1} ,   \Lambda_{2}=\frac{1}{12}(\frac{a+\Sigma_{i=}^{\infty}1b_{iq}i}{1-\Sigma_{i1}^{
\infty}=c_{ip;}})(\frac{a+\Sigma_{i=1}^{\infty}b_{iq^{2}}}{1-\Sigma_{=1}
^{\infty}Cip^{2}}\dot{.}.\dot{.}.)A_{0} ,
  \Gamma_{1}=(\frac{a+\Sigma_{i1}^{\infty}=b\dot{.}q_{i}}{1-\Sigma_{i=1}\infty 
c_{i}})+\Lambda_{1} ,   \Gamma_{2}=\frac{1}{2}(\frac{a+\Sigma_{i=1}^{\infty}b\dot{.}q}{1-\Sigma_{*=1}^
{\infty}C}.\dot{.}\dot{\cdot})(\frac{a+\Sigma_{i=1}^{\infty}biq}{1-\Sigma_{=
1^{Cp}}^{\infty}i}.\cdot\dot{\cdot}\dot{.})+\Lambda_{2}

である。   \frac{12}{M_{2}^{(2)}(0)}M_{2}(t)=P_{2}(2t-1)+r_{1}P_{1}(2t-1)+r_{0}P_{0}(2t-
1) が成り立つとき、

  \{r_{1}=3\{1+2\frac{\frac{M_{2}^{(1)}(0)}{M_{2}M(0)7^{t}2)1)(0)}}{M_{2}^{(2)}
(0)}\}=(\frac{--2\{_{\infty}1-\sum i=1^{-}q1.p}{1-\sum_{i1^{C}}^{\infty}=\dot{.}
p^{2}}..\int r_{0}=2\{1+3+6\frac{M^{(0)}(0)}{M_{2}^{(2)}(0),3\{1-}\}.1-\sum 
i\infty_{2)}^{-i}-\dot{.}c\}1-\sum\infty 3-(A1\}p1^{C}=\dot{\cdot}\frac{\sum_{i-
-1}^{\infty}Ci(1-p_{i})}{1-\sum_{i=1^{Ci}}^{\infty}p_{i}2})A1

5.4  v(t) と  u_{ib}(t) の関連性について

3節と同様に (5.1) に対する  v(t) と (5.2) に対する u,t(のの関連をここで示す。
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Mm,n(t) = t 如 (O) (nna＋ここlb,q炉
k=。(k+ n)!(l -C1pr) ¥f-=1 1 -C1P炉 )tk十",n=1,2,··•,m 

となる。また l=2ならば、次の通りである。

t oo k 

叫 (t)= lt江）c↑→エ（応P如）dx
゜k=Or=O Mm,n(t)=［文文じ）c↑賃{aMm,n-1(pt-rp;x)+ t b;Mm,n-1 (q;pt-r P如）｝dx,
゜k=Or=O i=l 

n= 2,3,・・・,m 

Mm,n(t) ='t, ⑫ (O) （nn a＋ここ池q,K+J
k=。(k+ n)!(l -C1Pf -C2P~) ¥}:¥ 1 -c1p朽ーC2P炉

)tk+n, n= 1,2,・・・,m. 

例5.1 m = 2について、 3（茫せ己詈） ＃ 2（茫§已岳）ならば、定理2.3より、

島 (t)＝土加＋MJ1l(o)t+M四(0)を得る。ここでM戸(0)f, 0かつ

琴＝的毛三）A。,

琴＝ー順（宅号）A1,

4（立）ー3（~)
Ao= 
心＝呪 l-E= C,p? 
3(g己丘)-2(a+Eヒ：~'心 c;p;

） 
2(a＋ご竺 b,q,

1-Eふe,pf
~)-( 心＝叫でテゴ

A1=3（モ知ー2(g白崎)
ro + r1h + r2h2 

である。よって定理2.1より v(h)= R2,2(h)＝ となる。ただし
A。+A1h+A2h2 

A。=1,r。=1かつ

｛ふ＝一紅（屯）紅ふ＝合（三）（三）A。，
E =（舌）＋ふ， r2= ½（ぞ←州（叶-号)＋A2 

である。 12 島 (t)= P2(2t-1) + r1P1(2t -1)＋祖(2t-1) が成り立つとき、叩 (0)

『o=2{1十青＋6琴｝＝2{1-三斎）｝ー3（三）ふ
r1 = 3{1 + 2言｝＝3｛1-（宅戸ふ｝

が定まるが、 3（ド§ふ竺L)＝ 2(a＋江：： b，qf 
i=l c;p; 

巧デ→ならば、 y(t)に対する (2,2)-Pade近似は存在
i=l c;p; 
） 

しない。これは [5]の定理と例2.2の砿張になっている。

5.4 v(t)と叩(t)の関連性について

3節と同様に(5.1)に対する v(t)と(5.2)に対する加(t)の関連をここで示す。



定理54 (5.1) の選点解  v(t) についての選点多項式を

 M_{m}(t) \equiv\sum_{k0}m=\frac{M_{m}^{(k)}(0)}{k!}t^{k} ,  0\leq t\leq 1 ,  M_{m}^{(m)}(0)\neq 0

とし、 また (5.2) の反復選点解 u,t(のについての選点多項式を

  \hat{M}_{m}(t)\equiv\sum_{k0}m=\frac{\hat{M}_{m}^{(k)}(0)}{k!}t^{k} ,  0\leq t\leq 1 ,  \hat{M}_{m}^{(m)}(0)\neq 0

とする。  v(t)=u_{it}(t),  0\leq t\leq h となる必要十分条件は

 M_{m}(t)=K_{1} (   a \hat{M}m(t)+\sum_{i=1}\infty bi\hat{M}_{m}(q_{i}t)+i,=1\sum C_{i}\hat{M}_{m}
\infty\prime (pit)) (5.6)

となること (ただし  K_{1} は定数) 、すなわち、

 M_{m}^{(k)}(0)=K_{1}(a+ \sum^{\infty}biq_{i})k\hat{M}_{m}(k)(i=10)+\sum_{=i1}^{
\infty}Cip_{i^{+1}}\hat{M}_{m}k(k+1)(o) ,  k=0,1,2,  \cdots,  m

である。  R_{m,m}(t) が (5.2) の  y(t) に対する  (m, m) ‐Padé 近似であり、  v(t) と  M_{m}(i) が定
理52により定義され、  u_{it}(i) に対する  \hat{M}_{m}(t) が (5.6) を満たすならば、  u_{it}(ん)=R(m,m.h)
かつ  |u_{it}(h)-y(h)|=O(h^{21}m+) が成立つ。

例5.2  m=3 で  h=2^{-n} に対して、誤差  e(h)=v(h)-y(h) を示したものが表51で
ある。 参考までに   \frac{1}{2^{\tau}}=0.0078125 である。

表5.1  m=3 かつん  =2^{-n} の場合の誤差 e(ん)

参考文献

[1] Baddour, N. and Brunner, H.: Continuous Volterra‐Runge‐Kutta methods for integral
equations with pure delay. Computing 50, 213‐227 (1993).
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定理 5.4 (5.1)の選点解v(t)についての選点多項式を

m 

Mm(t)三こ
k=O 

M炉(O)K 
t 

k! 
0 ~ t ~ 1, M炉(0)=/= 0 

とし、また(5.2)の反復選点解 uit(t)についての選点多項式を

Mm(t)三こm M炉(O)K 
K! 
t¥ o ~ t ~ 1, M炉{O)ヂ0

k=O 

とする。 v(t)＝如(t),O ~ t ~ hとなる必要十分条件は

00 00 

Mm(t) = K1(aMm(t)＋Lb息 (q;t)＋LC;M:,, (p;t)) 
i=l i=l 

となること（ただし氏は定数）、すなわち、

00 00 

M岱(0)＝瓦(a＋と以）M炉（O）＋こciPf+1M圧 (0), k = 0, 1, 2, ・ ・ ・, m 
i=l i=l 

(5.6) 

である。加，m(t)が(5.2)のy(t)に対する (m,m)-Pade近似であり、 v(t)とMm(t)が定

理5.2により定義され、如(t)に対するMm(t)が(5.6)を澗たすならば、 U;t(h)= Rm,m(h) 

かつ I如(h)-y(h)I = O(h2m+l)が成立つ。

例5.2 m = 3でh=2―”に対して、誤差 e(h)= v(h) -y(h)を示したものが表5.1で

ある。参考までに叔＝0.0078125である。

表5.1 m = 3かつ h=2-nの場合の誤差 e(h)

a= -1.1, b = 1.0, c = 0.55 a= -0.7, b = 0.49, c = 0.35 

n e(h) 織 e(h) 縞
p=l 1 1.55561943E-05 4.12830686E-06 

q=l 2 3.66137508E-07 0.0235.. 7.8897329E-08 0.0191.. 

3 5.422264.. E-09 0.0148.. 1.032746.. E-09 0.0130.. 

4 6.0367.. E-ll 0.0111.. 1.0678.. E-11 0.0103.. 

5 5.68.. E-13 0.00942.. 9.6.. E-14 0.00904.. 

p=0.5 1 l.17592008E-06 2.67331934E-07 

q = 0.25 2 9.520699.. E-09 0.00809.. 2.468446.. E-09 0.00923.. 

3 7.7527.. E-ll 0.00814.. 2.1263.. E-11 0.00861.. 

4 6.25.. E-13 0.00806.. 1.75.. E-13 0.00824.. 

5 4.9.. E-15 0.00799.. l.4.. E-15 0.00823.. 

p=0.75 1 2.446569.. E-09 4.27549.. E-10 

q=0.25 2 1.9487.. E-ll 0.00796.. 3.383.. E-12 0.00791.. 

3 1.53.. E-13 0.00789.. 2.6.. E-14 0.00790 .. 

p=l 1 2.9167.. E-11 4.462.. E-12 

q = 0.25 2 2.29.. E-13 0.00786.. 3.5.. E-14 0.00791.. 
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