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第 1 章

序論

水銀やナトリウムなどの液体金属を使った直接発電システム [1]-[3]は回転する機械

部品が無く高温高圧下での信頼性・耐久性に優れており、実用化が期待されてい

る。特に、誘導型の Magnetohydrodynamic (MHD) 発電機 [4]-[14]は電極が不要で

あることや実用に適した高電圧の交流電力が得られることなどの利点を有する。

平行平板型発電ダクト†の形状および磁場の概略を図 1.1 に示す。流れに交

差する正弦波磁場が外部から印加される。磁場は波形を保ったまま x∗ 方向に等

速度 Us で移動する。 y∗ = ±h にある絶縁体壁の上・下には固定子が設置される
が、図では省略されている。誘導型の発電機の固定子は外部印加磁場を発生させ

るだけでなく、同時に電力を取り出す役目も果たす。流体中では z∗ 方向の移動

正弦波交流電流が誘起され、z∗ = ±b にある導体側壁に流れ込む (あるいは導体

側壁から流れ出る)。 導体側壁中で x∗ 方向に電流が流れることにより電荷が保

存される。

誘導型MHD発電機の発電原理は固体金属の回転子を使った誘導型発電機と

同じである。移動正弦波磁場の位相速度 Us を上回る流速で作動流体である液体

金属が運動するとき、固定子巻線の交流電圧と交流電流との位相差が 90゜以上

になり、電力が発生する。

誘導型MHD発電機の入力エネルギーは、圧力が流体を駆動することによっ

†この他に２重同心円筒型や螺旋ダクト型などがある。
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図 1.1: 平行平面型発電ダクトの形状および磁場の概略.
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てなされる仕事である。 これを電力に変換し外部に取り出す際には

• 作動流体中でのジュール熱による損失,

• 固定子巻線内でのジュール熱による損失,

• 絶縁体壁境界層 (磁場に垂直, y∗ = ±h 付近に存在)での損失,

• 導体側壁境界層 (磁場に平行, z∗ = ±b 付近に存在)での損失,

• 発電区間の流入・流出口付近での損失,

によりエネルギーの一部が失われる。誘導型MHD発電システムを設計する際に

は、気液２相式駆動系 [1]-[3](作動流体に運動エネルギーを与える)や高電圧電気系

(自励発振 [10]-[14]により移動正弦波磁場を維持するのに必要とされる)などを含め

たシステム全体の安全性や耐久性などの要求を満足しつつ、上述の損失をできる

だけ小さく抑えなければならない。

これらの損失のうち、固定子巻線内の損失および流入・流出口付近での損失

についてはこれまでにも理論的および実験的に研究されている。[7]-[14] それらの

理論的研究は発電ダクト内の流れが一様流, すなわち剛体運動という大胆な仮定

(電気力学的近似)のもとで展開されたが、解析結果は発電性能の改善に一定の役

割を果たした。しかし、これらの理論的研究では流速の分布を考慮していないの

で、境界層での損失や作動流体中でのジュール熱による損失を正しく評価するこ

とはできない。これらの損失を正しく評価し、より損失の小さい発電機を設計す

るためには、発電ダクト内の流速分布を正確に把握する必要がある。

誘導型MHD発電機と同じ原理で作動する誘導型MHDポンプ [15]-[17]に関連

した研究のいくつかでは、平行流の仮定のもとでナビエ・ストークス方程式を解

き、壁面上の境界層を考慮した流速分布を求めている。[18]-[25] しかし、平行流の

仮定の根拠や適用限界については言及されていない。

そこで、この論文では作動流体中でのエネルギー損失を正しく評価するため

に、誘導型MHD発電機の内部の流れを詳しく調べる。
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この論文では、作動流体として単相の（気泡が混入していない）液体金属∗を

使った発電機を考える。発電機の内部の温度変化は小さいと仮定し、作動流体の

導電率, 密度, 粘性率を定数として取り扱う。

誘導型MHD発電機の実験機については流れ場の乱れに関する詳細なデータ

が見あたらず、流れが層流であるか乱流であるか明らかでない。安定性や乱れに

関する議論はまだ充分でなく、信頼できる臨界レイノルズ数は得られていない†。

しかしながら、磁場には流れを安定化させる作用があることはよく知られており、

近年の超伝導技術の発達でより強い磁場を発生させることが可能になったことを

考慮すると、将来の開発される実用機は層流状態で稼働することが期待できる。

そこで、この論文では誘導型MHD発電機が層流の状態で運転されることを仮定

し、流れ場を調べる。

この論文では、正弦波磁場の波長に比べ充分に長い発電区間をもつ発電機を

考える。そして、発電区間の流入・流出口の影響はその周辺部にとどまり、発電

区間の大部分では流れ場および電磁場が x∗ および時間 t∗ に関して周期的である

と仮定する。このとき、移動磁場とともに移動する座標系では定常な流れ場およ

び電磁場が観測できるので、問題の取扱いは著しく簡単化する。

また、この論文で考える発電機はダクト断面の縦横比 b/h が充分に大きく,

導体側壁の導電率が充分に高く, 外部印加磁場が充分に強いものとする。そして、

導体側壁境界層は非常に薄く、それが主流にあたえる影響は無視できると仮定す

る。このとき、導体側壁境界層を除いた大部分の領域では２次元的な流れ場およ

び電磁場が実現されるので、問題の取扱いは著しく簡単化する。

上述のように、流入・流出口付近および導体側壁境界層を無視すると、磁場

とともに移動する座標系では問題の取扱いが簡単化し２次元定常問題となる。そ

れでもなお、以下のような理由で誘導型MHD発電機内部の流れは複雑である:

(i) 粘性の効果により絶縁体壁境界層が形成される,

∗作動流体として気泡が混入した（分離されていない）液体金属を使う発電システムも提案さ
れている。この場合、発電機自体の性能は落ちるが、発電区間以外での流体の粘性による損失は
改善される。
†直流型MHD機器 (一様磁場)の場合も未解決である。
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(ii) 流れは平行流ではありえないので、慣性力が力の釣合にかかわる,

(iii) 誘導磁場は流速分布に影響を与える,

(iv) 外部印加磁場は２次元的に分布する (調和関数).

上の (i)はハルトマン流れ (流れを横切る一様な磁場のもとでの平行２平板の間の

MHD流れ [26],[27])にも現れるが、(ii)-(iv)はこの問題に特有の性質である‡。

この問題を特徴づけ、力学的相似解を特定する無次元パラメータは５つであ

る: ハルトマン数 Ha, 相互作用パラメータ N , 磁気レイノルズ数 Rm, 無次元波

長 Λ, スリップ S. Ha, N , Rm, Λ はそれぞれ上述の粘性の効果, 慣性の効果, 誘

導磁場の効果, 外部印加磁場の効果を特徴づける。また、S はハルトマン流れで

の電圧負荷率に対応し、電磁エネルギーの出入りに関係するパラメータである。

この論文では充分に長い発電区間をもつ誘導型MHD発電機の通常の作動状

態を想定し、議論の対象を次のような場合に限定する:

• 流れを駆動するのは上流-下流間の圧力差である,

• 強い横断磁場によって生じるローレンツ力が圧力勾配に対抗するので、粘
性力が流れ場全域を支配することはない,

• チャネル内の電流によって生じる誘導磁場は、外部から印加される磁場に
比べて小さい.

これらの条件を上述の無次元パラメータで表すと

Ha
>
∼5, Rm

<
∼1, Λ2>

∼10. (1.1)

このような場合についての研究結果は誘導型MHD発電機のみならず誘導型MHD

ポンプやMHD冶金システム [28]などにも有益な知識を与える。
‡ハルトマン流れでは、誘導磁場は圧力分布にのみ影響をあたえる。
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この論文では、主流で慣性の効果が無視できる場合と慣性が流れ場全域を支

配する場合とで流れ場の様子が大きく異なることを示す。第３章では前者につい

て議論し、“節領域”と呼ばれる速度勾配が非常に大きい領域が現れることを示

す。解析的な考察により節領域の流れを４つのタイプに分類し、それぞれのタイ

プについて詳しく調べ、それらを数値実験で検証する。 一方、慣性が支配的な

場合は平行流に近い流れが現れることを明らかにする。 第４章ではこのような

流れについて議論する。漸近展開により従来の解析結果 (あらかじめ平行流を仮

定)に詳細な補正を与えるとともに、多重構造の境界層が存在することを示す。

第５章では、エネルギーの損失について議論する。 第３章および第４章の

結果を使ってエネルギーの損失を評価し、発電機の設計の際に要求される条件を

明らかにする。さらに、この論文の解析で取り扱っていない導体側壁境界層およ

び流速の乱れについて議論する。

第６章ではこれまでの章の主な結果を要約する。



第 2 章

問題の定式化

この章では、壁面での磁場の法線成分が既知であると考え、発電機内部の流れ場

および電磁場を支配する方程式系を導く。発電チャネルの上下に設置される固定

子については第５章で議論する。

2.1 移動座標系へのローレンツ変換

絶縁体壁 y∗ = ±h で、移動正弦波磁束密度の法線成分

B∗y = B0 sin[2π(x∗ − Ust∗)/λ] (2.1)

を与える。 ここで B0, λ, Us はそれぞれ磁束密度の振幅, 波長および位相速度を

表し、t∗, x∗ = (x∗, y∗, z∗) は静止座標系での時刻および空間座標を表す。 通常

の電磁気学の問題であれば支配方程式が線形なので、解を B∗y(t
∗,x∗) = f ∗(x∗) ·

exp(2πiUst
∗/λ) と置いて変数分離することが可能であり、問題は x∗ のみを独立

変数とする境界値問題に帰着する。しかし、MHDの問題は支配方程式が非線形

であり高調波成分が発生するので、この手法は有効でない。したがって、静止座

標系では t∗ に関して周期的であるにもかかわらず、通常の初期値境界値問題を

取り扱わなければならないので、解析には大きな労力を要する。
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2.1. 移動座標系へのローレンツ変換 11

この困難を避けるために、磁場の位相速度 Us で x∗方向に移動する座標系

から流れ場および電磁場を観測する。

誘導型MHD発電機内部の流れについては充分に良い精度でMHD近似 [29]

が成り立つので、両座標系の変数は、以下のように簡単化されたローレンツ変換
[30]で関係づけられる:

t′ = t∗, x′ = x∗ − Use∗xt∗,
u′ = u∗ − Use∗x, p′ = p∗,

B′ = B∗, j′ = j∗,

E′ = E∗ + Use
∗
x ×B∗.

(2.2)

ここで u∗, p∗, B∗, j∗, E∗ はそれぞれ静止座標系での流速, 圧力, 磁束密度, 電流

密度, 電場を表し、e∗x は x∗ 方向の単位ベクトルを表す。 また、移動座標系での

各変数をプライム記号 “ ′ ” を付けて表す。 MHDの座標変換では電場が座標系

に依存することに注意を要する。

境界条件 (2.1)を移動座標系の変数で表すと、絶縁体壁 y′ = ±h での磁束密
度は時刻 t′ に依らない形

B′y = B0 sin(2πx′/λ) (2.3)

で与えられる。したがって、流れが層流で発電区間の流入・流出口の影響が無視

できるならば、流れ場および電磁場には x′ 方向に周期的な定常状態が存在する。

この論文ではそのような流れ場および電磁場が安定に存在することを仮定し、議

論を展開する。

流れ場および電磁場は以下の方程式系に支配される:

∇′ · u′ = 0, (2.4)

ρ
L
(u′ · ∇′)u′ = −∇′p′ + η

L
∇′2u′ + j′ ×B′, (2.5)
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j′ = σ
L
(E′ + u′ ×B′), (2.6)

∇′ ·B′ = 0, (2.7)

∇′ × B′

µ
L

= j′, (2.8)

∇′ × E′ = 0. (2.9)

ここで ρ
L
, η

L
, σ

L
, µ

L
はそれぞれ液体の密度, 粘性率, 導電率, 透磁率を表し、い

ずれも定数とする。

磁束密度を、流速分布に依存しない外部印加成分とダクト内部の電流によっ

て発生する誘導成分とに分けて考える:

B′ = ∇′φ′ +∇′ ×A′. (2.10)

ここで φ′ は外部印加磁束密度のスカラー・ポテンシャルを表し、A′ は誘導磁束

密度のベクトル・ポテンシャルを表す。これらを使うと、アンペールの法則 (2.8)

より電流密度は

j′ =
1

µ
L

[∇′(∇′ ·A′)−∇′2A′] (2.11)

で表される。 また、A′ のゲージを適当に選ぶことにより、電場を

E′ =
1

σ
L
µ

L

∇′(∇′ ·A′) (2.12)

で表すことができる。 さらに、式 (2.10)-(2.12)をオームの法則 (2.6)に代入する

と、誘導方程式

−σ
L
u′ × (∇′ ×A′) =

1

µ
L

∇′2A′ + σ
L
u′ × (∇′φ′) (2.13)
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を得る。 また、式 (2.10)を磁束密度に対するガウスの法則 (2.7)に代入すると

∇′2φ′ = 0 (2.14)

を得る。式 (2.4), (2.5), (2.13), (2.14)は u′, p′, A′, φ′ に対する閉じた方程式系で

あり、式 (2.10), (2.11)が補助変数 B′ および j′ を与える。

2.2 ２次元問題と電場

流れ場および電磁場が２次元的であること,すなわちすべての変数に対して ∂/∂z′ =

0 を仮定する。 さらに、矛盾の無い２次元問題を構成するために

w′ = 0, B′z = 0, E ′x = 0, E ′y = 0 (2.15)

を仮定する。

これらの仮定のもとでは、ファラデーの法則 (2.9)よりただちに E ′z = const.

が得られる。 ハルトマン流れなどでは外部から電場を加えない場合でも導体側

壁が帯電し E ′z が現れる。 しかし、この問題では外部印加磁場が x′ 方向に周期

的で、y′ に関して対称なので導体側壁は帯電しない。 したがって、定常状態で

は電場が消失する:

E ′z = 0. (2.16)

このことは、磁場とともに移動する座標系を採用した利点の１つである。

２次元流れ場および２次元磁場を支配する方程式系を書き下すと:

∂u′

∂x′
+
∂v′

∂y′
= 0, (2.17)

ρ
L

(
u′
∂u′

∂x′
+ v′

∂u′

∂y′

)
= −∂p

′

∂x′
+ η

L

(
∂2u′

∂x′2
+
∂2u′

∂y′2

)
− j′zB′y, (2.18)
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ρ
L

(
u′
∂v′

∂x′
+ v′

∂v′

∂y′

)
= −∂p

′

∂y′
+ η

L

(
∂2v′

∂x′2
+
∂2v′

∂y′2

)
+ j′zB

′
x, (2.19)

σ
L

(
u′
∂A′z
∂x′

+ v′
∂A′z
∂y′

)
=

1

µ
L

(
∂2A′z
∂x′2

+
∂2A′z
∂y′2

)
+ σ

L

(
u′
∂φ′

∂y′
− v′∂φ

′

∂x′

)
, (2.20)

∂2φ′

∂x′2
+
∂2φ′

∂y′2
= 0. (2.21)

ここで

B′x =
∂φ′

∂x′
+
∂A′z
∂y′

, B′y =
∂φ′

∂y′
− ∂A′z
∂x′

, (2.22)

j′z = − 1

µ
L

(
∂2A′z
∂x′2

+
∂2A′z
∂y′2

)
. (2.23)

境界条件

u′ = −Us, v′ = 0, A′z = 0, ∂φ′/∂y′ = B0 sin(2πx′/λ) (2.24)

が絶縁体壁 y′ = ±hで要求される。磁束密度の法線方向成分 B′y の境界条件 (2.3)

を φ に負わせた。 磁束密度の接線方向成分 B′x は拘束されない。 また、移動座

標系では、絶縁体壁が x′ 軸に沿って負の方向に等速度 Us でスライドする。 移

動座標系から見た２次元的な流れ場および磁場の概略を図 2.1 に示す。各変数は

x′ に関する周期関数で、u′, v′, ∂p′/∂x′ の周期は 1
2
λ 、また A′z, φ

′, B′x, B
′
y, j

′
z の

周期は λ である。 ただし、圧力には平均圧力勾配

〈∂p′/∂x′〉av = −p0/λ (2.25)

が存在し、これが流体を駆動する。 ここで、p0 は１波長あたりの圧力降下を表

す定数で、外部から与えられる。
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図 2.1: 磁場とともに移動する座標系から見た２次元的な流れ場および磁場の概略.
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2.3 規格化と無次元パラメータ

この論文では、主流で圧力勾配とローレンツ力とが釣り合う場合を考えているの

で、運動方程式 (2.18)の主要項は −∂p′/∂x′ と −j′zB′y である。 また、誘導方程
式 (2.20)では湧き出し項 σ

L
u′∂φ′/∂y′ と拡散項 µ−1

L
∂2A′z/∂y

′2 とが主要項である。

したがって、流速 u′ の代表量 U0 および誘導磁束密度ポテンシャル A′z の代表量

A0 は次のように評価できる:

U0 = 2p0/(σL
λB2

0), A0 = σ
L
µ

L
h2U0B0. (2.26)

主流で各変数が 1 程度の値になるように配慮し、以下のような規格・無次元

化を行う:

x′ = (λ/2π)x, y′ = h y,

u′ = U0 u, v′ = (2πhU0/λ) v, p′ = (p0/2π) p,

A′z = σ
L
µ

L
h2U0B0 Az, φ′ = hB0 φ,

B′x = (λB0/2πh)Bx, B′y = B0 By,

j′z = σ
L
U0B0 jz.

(2.27)

式 (2.17)-(2.23)を無次元変数で表すと、支配方程式系は以下のようになる:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, (2.28)

1

N

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −∂p

∂x
+

1

H2
a

(
1

Λ2

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− 2jzBy, (2.29)

1

NΛ2

(
u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂p

∂y
+

1

H2
aΛ2

(
1

Λ2

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
+ 2jzBx, (2.30)

Rm

(
u
∂Az
∂x

+ v
∂Az
∂y

)
=

(
1

Λ2

∂2Az
∂x2

+
∂2Az
∂y2

)
+

(
u
∂φ

∂y
− 1

Λ2
v
∂φ

∂x

)
, (2.31)
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1

Λ2

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= 0. (2.32)

ここで

Bx =
1

Λ2

∂φ

∂x
+Rm

∂Az
∂y

, By =
∂φ

∂y
−Rm

∂Az
∂x

, (2.33)

jz = −
(

1

Λ2

∂2Az
∂x2

+
∂2Az
∂y2

)
. (2.34)

境界条件

u = −S, v = 0, Az = 0, ∂φ/∂y = sin x (2.35)

が絶縁体壁 y = ±1 で要求される。 u, v, ∂p/∂x の周期は π で、Az, φ, Bx, By,

jz の周期は 2π である。 また、平均圧力勾配を無次元形で表すと

〈∂p/∂x〉av = −1 (2.36)

となる。

式 (2.28)-(2.35)に現れる５つの無次元パラメータは次のように定義される:

Ha =

(
σ

L

2η
L

)1/2

hB0, N =
σ

L
λB2

0

4πρ
L
U0

,

Rm =
2πσ

L
µ

L
h2U0

λ
, Λ =

λ

2πh
, S =

Us

U0

.

(2.37)

ハルトマン数の２乗 H2
a は主流でのローレンツ力と粘性力との比を評価した値で、

粘性の効果を特徴づけるパラメータである。相互作用パラメータ N は主流での

ローレンツ力と慣性力との比を評価した値で、慣性の効果を特徴づけるパラメー

タである。 磁気レイノルズ数 Rm は誘導方程式の対流項と拡散項との比を評価
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した値である。 これは誘導磁場と外部印加磁場との比を評価した値に一致して

おり、誘導磁場の効果を特徴づけるパラメータである。 無次元波長 Λ は波長と

チャネル高さの比で、外部印加磁場の２次元性を特徴づけるパラメータである。

また、スリップ S は磁場の位相速度と流体の代表速度との比で、電磁エネルギー

の出入りを特徴づけるパラメータである。

この問題の力学的相似解は５つの独立な無次元パラメータで特定できるが、

それらの選び方は一通りではない。 従来の研究では、上述の定義と異なり、波

長 λ かあるいはチャネル高さ 2h かのいずれか一方を代表長さに選び、代表速度

には磁場の位相速度を使って形式的に (一様磁場の場合をまねて)無次元パラメー

タが定義されていた。 しかし、そのようにして定義された無次元パラメータは

それぞれの役目が不明確であり、好ましくない。 一方、この論文の無次元パラ

メータの定義式 (2.37)の中には２種類の代表長さ, すなわち波長 λ とチャネル高

さ 2h が混在している。 また、流体の代表速度 U0 は式 (2.26)で定義されてお

り、磁場の位相速度 Us と独立である。これらのことは、有次元形の支配方程式

(2.17)-(2.21)の各項の大きさを評価する過程で必然的に生じたことである。誘導

型MHD発電機の２次元問題を整理するには、式 (2.37)で定義された５つの無次

元パラメータが最適であると確信する。

この論文では誘導型MHD発電機の通常の作動状態を想定し、議論の対象を

式 (1.1)のような場合に限定する。 そして、第３章では N >
∼1 の場合について、

また第４章では N � 1 の場合∗について議論する。

∗発電区間の長さが正弦波磁場の波長と同程度の発電機は議論の対象外である。なぜなら、そ
のような発電機を N � 1 の条件で稼働させた場合、流れ場を x の周期関数とする取り扱いが不
適当になると予想できるからである。この場合、流入口での流速分布が発電区間全域に強く影響
すると予想できる。



第 3 章

節領域のある流れ

この章では、N >
∼1 の場合について議論する。[31]-[33]

3.1 局所ハルトマン流れ

まず最初に解析が一番簡単な N → ∞, Rm → 0, Λ → ∞ の場合、すなわち慣性
の効果, 誘導磁場の効果, および外部印加磁場の２次元性の効果が流れ場全域で充

分に小さく、無視できる場合を考える。

この場合、外部印加磁束密度のスカラー・ポテンシャルの式 (2.32)の解は容

易に求めることができ、

φ = y sin x. (3.1)

磁束密度の誘導成分は無視できるので、式 (2.33)より以下のような磁束密度を

得る:

Bx = 0, By = sin x. (3.2)

このとき、連続の式 (2.28)および運動方程式 (2.29), (2.30)は簡単になり

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, (3.3)

19
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0 = −∂p
∂x

+
1

H2
a

∂2u

∂y2
− 2u sin2 x, (3.4)

0 = −∂p
∂y
. (3.5)

u = ∂ψ/∂y, v = −∂ψ/∂x で定義される流れ関数 ψ を使うと、式 (3.3)は自動的

に満足される。 式 (3.4), (3.5)から p を消去すると渦度方程式

∂4ψ

∂y4
−H2

l

∂2ψ

∂y2
= 0 (3.6)

を得る。 ここで

Hl(x) =
√

2Ha sin x. (3.7)

式 (3.6)は形式的にハルトマン流れに対する渦度方程式に似ており、Hl(x) を Ha

と置き換えると両者は一致する。このことより、ここでは Hl(x) を “局所ハルト

マン数” と呼ぶ。式 (3.6)は Hl(x) をパラメータとして含む y に関する常微分方

程式とみなして取り扱うことが可能である。すなわち、流れ関数は上流や下流の

影響を受けず、x = const. の断面内でローカルに決定される。ただし、絶縁体壁

y = ±1 での境界条件

ψ = ±Q, ∂ψ/∂y = −S (3.8)

はいずれの断面でも満足されなければならない。 ここで 2Q は無次元流量を表

す。 式 (3.6)には解析的な厳密解が存在し

ψ = Qy − (Q+ S)
sinh(Hly)− y sinhHl

Hl coshHl − sinhHl

. (3.9)

流れ関数の定義式に代入すると、以下のように流速 u の分布を得る:

u = Q− (Q+ S)
Hl cosh(Hly)− sinhHl

Hl coshHl − sinhHl

. (3.10)
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この流れを “局所ハルトマン流れ” と呼ぶ。

無次元流量 2Q を決めるために、運動方程式 (3.4) を x = −π から x = π ま

で, y = 0から y = 1までの矩形領域で積分する。平均圧力勾配が 〈∂p/∂x〉av = −1

であることを考慮すると

0 = 1 +
1

2πH2
a

[∫ π

−π

(
∂u

∂y

)
dx

]

y=1

−Q. (3.11)

流速分布 (3.10)を代入し、整理すると、以下のように Q が求められる:

Q = 1− 2
√

2

π
(1 + S)

q

Ha + (2
√

2/π)q
. (3.12)

ここで、

q =
1

4

∫ π

−π
H2
l tanhHl

Hl − tanhHl

sin x dx. (3.13)

もし Ha � 1 ならば、q = 1 +O(H−1
a ) と評価できるので、

Q = 1− 2
√

2

π
(1 + S)H−1

a +O(H−2
a ). (3.14)

局所ハルトマン流れの一例として Ha = 31.6 の場合の流速 u の分布を図 3.1

に示す。各断面内の流速 u の分布はハルトマン流れと同様に双曲線関数で表され

る。 ただし、境界層の厚さはハルトマン流れの場合には H−1
a 程度であったが、

局所ハルトマン流れでは [Hl(x)]−1 程度であり、流れ方向に周期的に変化する。

局所ハルトマン数が小さい |Hl(x)| < 5 の区間では境界層がチャネル断面全域を

覆う。 特に、Hl = 0 断面にはポアズイユ流れと同様の２次関数の流速分布が現

れる。

局所ハルトマン流れは一様流はおろか平行流ともかけ離れている。したがっ

て、従来の理論的研究のように予め一様流あるいは平行流の仮定を置くことは運

動量保存則に反する。このことより、従来の理論的研究は、条件によっては誤っ

た結果を与えることが明らかになった。
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図 3.1: 局所ハルトマン流れの流速 u の分布 (解析解): Ha = 31.6.



3.2. 節領域での力の釣り合い 23

3.2 節領域での力の釣り合い

Ha � 1, N � 1, Rm � 1, Λ� 1 であるが、いずれのパラメータも有限値の場合

を考える。

N−1, Rm, Λ−1 のいずれかで単純な漸近展開を試みると、その初項は局所ハ

ルトマン流れに一致する。 ところが、局所ハルトマン流れは磁場の向きが変わ

る x = nπ (n は整数)の断面付近で速度勾配が O(Ha) の大きな値になるので、

これが高次の項に極めて大きな影響を与える。 実際の誘導型MHD発電機を考

えると、このような漸近展開はほとんど利用価値がない。したがって、Ha � 1,

N � 1, Rm � 1, Λ� 1 の場合の流れを考えるときには、(a) 流れ場の大部分を

占める速度勾配が穏やかな領域と, (b) x = nπ の断面を含む速度勾配が極めて大

きい領域とに分けて解析する必要がある。この論文では、前者を “主流領域”, 後

者を “節領域” と呼ぶ (図 3.2)。

主流領域では局所ハルトマン流れに微小な補正を加えた流速分布が実現され

る。 特に、漸近展開の初項は Ha, N , R−1
m , Λ の大小関係にかかわらず、局所ハ

ルトマン流れで x を固定して Ha →∞ の極限をとったものに一致する（付録 A

を参照）。

一方、節領域では Ha, N , R−1
m , Λ の大小関係に依り流れが大きく様変わり

する。

節領域を解析するのに適した方程式系を得るために

x = ε x̃, y = ỹ (3.15)

で座標を引き伸ばす。ここで ε は節領域の厚さ (x方向)を表し、ε� 1 を仮定す

る。 座標の引き伸ばしに伴って各変数を

u = ũ, v = ε−1ṽ, p = ε3p̃,

Az = εÃz, φ = εφ̃,

Bx = Λ−2B̃x, By = εB̃y, jz = ε ̃z.

(3.16)
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図 3.2: 節領域のある流れ.
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で置き換える。 各変数 ũ, ṽ, p̃, Ãz, φ̃, B̃x, B̃y は x̃ と ỹ に関する O(1) の関数と

期待する。 さらに、各パラメータを

Ha = ε−m, N = ε−n, Rm = εk, Λ = ε−l. (3.17)

で置き換え、微小量 ε を使って表現する。 式 (3.15)-(3.17)を支配方程式 (2.28)-

(2.34)に代入すると、次のように節領域に対する方程式を得る:

∂ũ

∂x̃
+
∂ṽ

∂ỹ
= 0, (3.18)

εn−3

(
ũ
∂ũ

∂x̃
+ ṽ

∂ũ

∂ỹ

)
= −∂p̃

∂x̃
+ ε2m−2

(
ε2l−2∂

2ũ

∂x̃2
+
∂2ũ

∂ỹ2

)
− 2̃zB̃y, (3.19)

ε2l+n−5

(
ũ
∂ṽ

∂x̃
+ ṽ

∂ṽ

∂ỹ

)
= −∂p̃

∂ỹ
+ ε2l+2m−4

(
ε2l−2 ∂

2ṽ

∂x̃2
+
∂2ṽ

∂ỹ2

)
+ 2̃zB̃x, (3.20)

εk−1

(
ũ
∂Ãz
∂x̃

+ ṽ
∂Ãz
∂ỹ

)
=

(
ε2l−2∂

2Ãz
∂x̃2

+
∂2Ãz
∂ỹ2

)
+

(
ũ
∂φ̃

∂ỹ
− ε2l−2ṽ

∂φ̃

∂x̃

)
,(3.21)

ε2l−2∂
2φ̃

∂x̃2
+
∂2φ̃

∂ỹ2
= 0. (3.22)

ここで

B̃x = ε2l−2∂φ̃

∂x̃
+ εk−1∂Ãz

∂ỹ
, B̃y =

∂φ̃

∂ỹ
− εk−1∂Ãz

∂x̃
, (3.23)

̃z = −
(
ε2l−2∂

2Ãz
∂x̃2

+
∂2Ãz
∂ỹ2

)
. (3.24)

境界条件

ũ = −S, ṽ = 0, Ãz = 0, ∂φ̃/∂ỹ = x̃− 1

6
ε2x̃3 + · · · (3.25)
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が壁面 ỹ = ±1 で要求される。節領域の流れには境界条件の他に x̃→ ±∞ での
主流との接続条件 [36]-[37]が課せられる（付録 A を参照）。

各変数が矛盾なく接続された場合、主流の x → ±0 での力の釣り合いと節

領域の x̃→ ±∞ での力の釣り合いは一致する。主流領域（境界層を除く）では
圧力勾配の x 成分とローレンツ力の x 成分が運動方程式の主要項であることよ

り、節領域の運動方程式 (3.19)においても、圧力勾配の x 成分とローレンツ力の

x 成分を微小項として無視することは許されない。 したがって、m, n/3, k, l は

いずれも 1 以上の値でなければならない。

上述の制限の範囲内で、節領域の式 (3.18)-(3.24)中のいずれの項が主要項と

なるかによって、節領域の流れを以下の４つのタイプに分類できる∗: (i) m = 1,

n > 3, l > 1, k > 1, (ii) n = 3, m > 1, l > 1, k > 1, (iii) l = 1, m > 1, n > 3,

k > 1, (iv) k = 1, m > 1, n > 3, l > 1. 粘性力が流れを支配する (i)の場合を粘

性型節領域流れ、また慣性力が流れを支配する (ii)の場合を慣性型節領域流れと

呼ぶ。 (iii)および (iv)の場合は、節領域の反転磁束線 (チャネルを横切らずに反

転し、同じ側の絶縁体壁に戻ってくる磁束線)が流れに大きな影響を与える。 後

に示す流線の形状より (iii)の場合を対称ノズル型節領域流れ、また (iv)の場合を

非対称ノズル型節領域流れと呼ぶ。

上述の分類をもとのパラメータで表すことにより、各タイプの節領域流れが

現れる条件および節領域の厚み ε を表 3.1 のように予想できる。後に示す数値実

験の計算結果について詳細に調べたところ、表 3.1 の予想に反する計算例は一つ

も無く、それぞれの流れタイプで無視した項が残した項に比べ微小であることが

確認された。

以下の節でそれぞれのタイプの節領域流れについて論じ、対応する条件の数

値実験の計算結果を示す。

∗m, n/3, k, l のうちの複数が 1 の場合も存在する。 しかし、そのような場合の節領域流れは
上述の４つの基本タイプの中間的な流れであるので、詳しい議論は省略する。
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表 3.1: 各タイプの節領域流れが現れる条件および節領域の厚さ ε ( 解析的な評
価).

タイプ 条件 ε

粘性型 1� Ha � N1/3, 1� Ha � R−1
m , 1� Ha � Λ O(H−1

a )

慣性型 1� N1/3 � Ha, 1� N1/3 � R−1
m , 1� N1/3 � Λ O(N−1/3)

対称ノズル型 1� Λ� Ha, 1� Λ� N1/3, 1� Λ� R−1
m O(Λ−1)

非対称ノズル型 1� R−1
m � Ha, 1� R−1

m � N1/3, 1� R−1
m � Λ O(Rm)
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3.3 粘性型節領域流れ

式 (3.18)-(3.24)で m = 1, すなわち ε = H−1
a とすると粘性型節領域流れに対する

方程式系を得る。議論の複雑化を避けるために、表 3.1 に記された粘性型の条件

を考慮して、これらの式中の微小項を無視する。

この場合、外部印加磁束密度のポテンシャル φ̃ の解は容易に求められ

φ̃ = x̃ỹ. (3.26)

磁束密度の誘導成分は無視できるので、磁束密度は次のように得られる:

B̃x = 0, B̃y = x̃. (3.27)

このとき、連続の式 (3.18)および運動方程式 (3.19), (3.20)は

∂ũ

∂x̃
+
∂ṽ

∂ỹ
= 0, (3.28)

0 = −∂p̃
∂x̃

+
∂2ũ

∂ỹ2
− 2ũx̃2, (3.29)

0 = −∂p̃
∂ỹ

(3.30)

のように簡単になる。境界条件および接続条件を考慮すると、以下のような解を

得る（付録 A を参照）:

ũ = 1− (1 + S)

√
2x̃ cosh(

√
2x̃ỹ)− sinh(

√
2x̃)√

2x̃ cosh(
√

2x̃)− sinh(
√

2x̃)
. (3.31)

この流速分布は、局所ハルトマン流れ (3.10)で Hax と y を固定して Ha → ∞
の極限をとったものに一致する。したがって、節領域が粘性型の場合には、主流

領域だけでなく節領域でも局所ハルトマン流れにわずかな補正を加えた流れが実

現する。
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上述の考察を検証するために数値実験をおこなった。 解析的に流れ場を調

べる場合にはあらかじめ主流領域と節領域に分けたが、数値実験では両者を区別

することなく式 (2.28)-(2.34)の解を求め、その計算結果として節領域（流れ方向

の速度勾配が非常大きい領域）を捕えた。その際には、x に関する周期性および

y に関する対称性を考慮して −π/2 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y ≤ 1 の範囲で解を求めた†。

数値実験の方法については付録 B で詳しく述べる。

計算結果の一例として Ha = 31.6, N = 5.03× 104, Rm = 0, Λ→∞, S = 1

の場合の流速 u の分布を図 3.3 に示す。表 3.1 に記した粘性型節領域の条件を満

足する全ての計算例について、流れ場全域で流速分布が局所ハルトマン流れに良

く一致することが確かめられた。

3.4 慣性型節領域流れ

式 (3.18)-(3.24)で n = 3, すなわち ε = N−1/3 とすると慣性型節領域流れに対す

る方程式系を得る。議論の複雑化を避けるために、表 3.1 に記された慣性型の条

件を考慮して、これらの式中の微小項を無視する。

この場合、外部印加磁束密度のポテンシャル φ̃ の解は容易に求められ

φ̃ = x̃ỹ. (3.32)

磁束密度の誘導成分は無視できるので、磁束密度は次のように得られる:

B̃x = 0, B̃y = x̃. (3.33)

このとき、連続の式 (3.18)および運動方程式 (3.19), (3.20)は

∂ũ

∂x̃
+
∂ṽ

∂ỹ
= 0, (3.34)

†直観的な流れの把握を助けるために、作図時には周期条件および対称条件を考慮して描画範
囲を広くとった。
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図 3.3: 粘性型節領域のある流れの流速 u の分布 (数値解): Ha = 31.6, N =
5.03× 104, Rm = 0, Λ→∞, S = 1.
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ũ
∂ũ

∂x̃
+ ṽ

∂ũ

∂ỹ
= −∂p̃

∂x̃
− 2ũx̃2, (3.35)

0 = −∂p̃
∂ỹ

(3.36)

のように簡単になる。 ところが、上式は境界条件 (3.25)を満足する自由度が無

い。なぜなら、運動方程式で粘性項を微小と評価して無視したことにより、方程

式の階数が下がったからである。 このことは、慣性型節領域内に境界層が存在

し、そこでは式 (3.34)-(3.36)の簡単化が不適当になることを示唆する。壁面付近

では N2/3H−2
a ∂2u/∂y2 で表される粘性力が x方向の運動方程式の主要項と同程

度となり境界層が形成されると予想できる。この予想にしたがえば、慣性型節領

域流れの境界層の厚さ δ は次のように評価できる:

δ = O(H−1
a N1/3). (3.37)

この評価は、慣性型節領域の境界層は主流領域の境界層 (H−1
a 程度)より厚いが、

局所ハルトマン流れのようにチャネル断面全域が境界層に覆われはしないという

ことを示している。また、慣性型節領域の境界層の構造は主流領域の境界層の構

造と異なり、むしろ通常 (MHDでない)の粘性流体の境界層の構造に近いと予想

できる。 なぜなら、ローレンツ力が x̃2 に依存しているので、x̃ = 0 に近づくに

つれてローレンツ力が影響力を失うと考えられるからである。

数値実験の計算結果を使い上述の考察を検証する。

数値実験の計算結果の一例として Ha = 31.6, N = 50.3, Rm = 0, Λ → ∞,

S = 1 の場合の流速 u の分布を図 3.4 に示す。表 3.1 に記した慣性型節領域の

条件を満足する全ての計算例について、主流領域では良い近似で局所ハルトマン

流れに一致した。 また、節領域流れには主流領域の境界層よりも厚い境界層が

存在するが、チャネル断面全域が境界層に覆いつくされはしないことが確かめら

れた。

数値実験の計算結果を使い境界層の厚みを定量的に評価するために、x = 0
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図 3.4: 慣性型節領域のある流れの流速 u の分布 (数値解): Ha = 31.6, N = 50.3,
Rm = 0, Λ→∞, S = 1.
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断面での境界層の厚さ δ を

δ =
∫ 1

0

u(0, 0)− u(0, y)

u(0, 0) + S
dy, (3.38)

で定義する。 H−1
a N1/3 に対する δ の変動を図 3.5 に示す。図より慣性型節領域

の境界層の厚さ δ が 2H−1
a N1/3 にほぼ等しいことが確かめられた。

図 3.5 には慣性型節領域の条件からはずれた計算例についても δ の値をプ

ロットしてある。節領域が粘性型の場合、x = 0 断面の流速分布は２次関数なの

で δ = 1
3
となる。このことは、H−1

a N1/3 > 1 の計算例で確認された。また、図

中の 0.1 < H−1
a N1/3 < 1 の各点は、粘性型に対応する直線 δ = 1/3 と慣性型に

対応する直線 δ = 2H−1
a N1/3 とを滑らかに接続する曲線上に存在する。したがっ

て、これらの点に対応する計算例の節領域流れは、慣性型と粘性型の中間的な流

れであると解釈できる。

一方、N <
∼1 の場合、境界層の厚さ δ は H−1

a にほぼ等しい (図 3.5 の左側

で水平な破線と重なっている計算例)。 この場合、流れの性質は慣性型節領域の

それと本質的に異なっている。 このことをより明確に把握するために、種々の

N の場合について、中心面 y = 0 上の流速 u の分布を図 3.6 に示す。N が小さ

くなるにつれて慣性の効果で節領域の厚さ (x方向)が増し、流速の周期変動が小

さくなる。 特に、N <
∼1 の場合の流れでは節領域と主流領域の区別がなくなって

いる。したがって、この章で展開してきた “節領域のある流れ” に関する議論を

N <
∼1 の場合の流れに適用することはできない。 このような流れを “慣性が支配

的な流れ” と呼び、第４章で詳しく議論する。

3.5 対称ノズル型節領域流れ

式 (3.18)-(3.24)で l = 1, すなわち ε = Λ−1 とすると対称ノズル型節領域流れに

対する方程式系を得る。議論の複雑化を避けるために、表 3.1 に記された対称ノ

ズル型の条件を考慮して、これらの式中の微小項を無視する。
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図 3.5: x = 0 断面の境界層の厚さ δ (数値解): Rm = 0, Λ→∞, S = 1.
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図 3.6: 種々の N の場合についての中心面 y = 0 上の流速 u の分布 (数値解):
Ha = 31.6, Rm = 0, Λ→∞, S = 1.
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この場合、外部印加磁束密度のポテンシャル φ̃ の解は容易に求められ

φ̃ = x̃ỹ. (3.39)

磁束密度の誘導成分は無視できるので、磁束密度は次のように得られる:

B̃x = ỹ, B̃y = x̃. (3.40)

このとき、連続の式 (3.18)および運動方程式 (3.19), (3.20)は

∂ũ

∂x̃
+
∂ṽ

∂ỹ
= 0, (3.41)

0 = −∂p̃
∂x̃
− 2(ũx̃− ṽỹ)x̃, (3.42)

0 = −∂p̃
∂ỹ

+ 2(ũx̃− ṽỹ)ỹ (3.43)

のように簡単になる。流れは圧力勾配とローレンツ力の釣り合いで決定されるが、

主流領域と異なり、力の釣り合いは２次元的である。 ũ = ∂ψ̃/∂ỹ, ṽ = −∂ψ̃/∂x̃
で定義される流れ関数 ψ̃ を使うと、式 (3.41)は自動的に満足される。 式 (3.42),

(3.43)から p̃ を消去すると

(
ỹ
∂

∂x̃
+ x̃

∂

∂ỹ

)2

ψ̃ = 0 (3.44)

を得る。 運動方程式 (3.42), (3.43)で粘性項を微小と評価して無視したために、

方程式の階数が下がっているので、上式は境界条件を満足する自由度が無い。こ

のことは、対称ノズル型節領域内に境界層が存在するとを示唆するが、ここでは

深く立ち入らない。 ここでは無次元流量 2Q が一定であること、すなわち壁面

ỹ = ±1 での境界条件

ψ̃ = ±Q (3.45)
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だけを要求し、壁面上での流速の滑りを許す。このとき、式 (3.44)には以下のよ

うな弱解が存在する:

ψ̃ = Q · g̃(x̃, ỹ) for x̃ > |ỹ|,
ψ̃ = −Q · g̃(x̃, ỹ) for x̃ < −|ỹ|,
ψ̃ = Q for ỹ ≥ |x̃|,
ψ̃ = −Q for ỹ ≤ −|x̃|.

(3.46)

ここで

g̃(x̃, ỹ) =
log |x̃+ ỹ| − log |x̃− ỹ|

2 log
(
1 +
√
x̃2 − ỹ2 + 1

)
− log(x̃2 − ỹ2)

. (3.47)

解析解 (3.46), (3.40)の流線および磁束線を図 3.7 に示す。ỹ2 > x̃2 の領域に

は反転磁束線が存在し、そこでは流体が静止 (死水領域)する。 このため、上下

一組の死水領域に挟まれてノズル流れに似た加速流れが発生する。 この加速流

れの流線の形状は x = 0 断面に対して対称である。 このことより、このタイプ

の節領域を対称ノズル型と呼んでいる。

数値実験の結果を使い、解析解 (3.46)の妥当性を検証する。

数値実験の計算結果の一例として Ha = 3.16× 103, N = 1.0× 1010, Rm = 0,

Λ = 3.16, S = 1 の場合の流速 u の分布を図 3.8 に示す。表 3.1 に記した対称ノ

ズル型節領域の条件を満足する全ての計算例について、主流領域では良い近似で

局所ハルトマン流れに一致した。一方、節領域の流速分布は粘性型や慣性型の場

合と著しく異なり、原点付近では流速が非常に大きな値になった。

数値解の節領域の流線および磁束線の一例として Ha = 3.16 × 103, N =

1.0 × 1010, Rm = 0, Λ = 3.16, S = 1 の場合を図 3.9 に示す。上下一組の反転磁

束線領域には再循環流れが生じた。このため、２つの再循環領域に挟まれてノズ

ル流れに似た加速流れが発生した。 流線の形状は x = 0 断面に対してほぼ対称

だった。このことより、簡単化された方程式に対する解析解 (3.46)が対称ノズル

型節領域流れの基本的性質を捉えていることが確認された。
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図 3.7: 対称ノズル型節領域の流線 (実線)および磁束線 (破線), 解析解.
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図 3.8: 対称ノズル型節領域のある流れの流速 uの分布 (数値解): Ha = 3.16×103,
N = 1.0× 1010, Rm = 0, Λ = 3.16, S = 1.
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図 3.9: 対称ノズル型節領域の流線 (実線)および磁束線 (破線), 数値解: Ha =
3.16× 103, N = 1.0× 1010, Rm = 0, Λ = 3.16, S = 1.
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しかしながら、解析解 (3.46)は ỹ = ±1, ỹ = ±x̃ および (x̃, ỹ) = (0, 0) で流

速の不連続や発散を起こし破綻する。 数値実験の計算結果ではこの付近に微細

構造が現れた。計算データを詳細に調べた結果、それらの微細構造では運動方程

式 (3.42),(3.43)の簡単化が不適当になっていることが確かめられた。 ỹ = ±1 付

近には壁面境界層が、ỹ = ±x̃ 付近には内部境界層が、また (x̃, ỹ) = (0, 0) 付近

にはこの流れに特有の微細構造が現れた。 これらの微細構造に取り囲まれた反

転磁束線領域では、粘性剪断力により角運動量が持ち込まれたために再循環流れ

が生じたと解釈できる。

(x̃, ỹ) = (0, 0) 付近に現れた微細構造は他にあまり例の無いものである。 流

線の形状がノズル流れのスロート部分に似ているので、この微細構造を通常のノ

ズル流れの場合にならって “スロート” と呼ぶ。ただし、ここで呼ぶ “スロート”

は通常のノズル流れのように流管が最小面積になる断面だけを指すのではなく、

運動方程式 (3.42),(3.43)の簡単化が不適当になる一定の領域を指す。以下ではス

ロートについて詳しく調べる。

スロートの y 方向の幅を 2d で表し d� 1 を仮定する。 磁束線の形状より

x 方向の長さは Λ−1d 程度と予想できる。そこで、スロートを調べるためにさら

に引き伸ばした座標

x = Λ−1d x̂, y = d ŷ (3.48)

を導入する。 これに伴い、各変数を

u = d−1û, v = Λd−1v̂, p = Λ−3d2 p̂. (3.49)

で置き換える。 置き換え後の各変数 û, v̂, p̂ は x̂ と ŷ に関するO(1)の関数と期

待する。 磁束密度および電流密度は対称ノズル型節領域内の他の部分と同様に

Bx = Λ−2d ŷ, By = Λ−1d x̂, (3.50)

jz = Λ−1(ûx̂− v̂ŷ). (3.51)
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さらに、粘性項および慣性項の係数を d を使い

Λ2

H2
a

= dα,
Λ3

N
= dβ. (3.52)

で表す。式 (3.48)-(3.52)を (2.28)-(2.30)に代入すると、以下のようなスロートを

調べるのに適した方程式系を得る:

∂û

∂x̂
+
∂v̂

∂ŷ
= 0, (3.53)

dβ−4

(
û
∂û

∂x̂
+ v̂

∂û

∂ŷ

)
= −∂p̂

∂x̂
+ dα−4

(
∂2û

∂x̂2
+
∂2û

∂ŷ2

)
− 2(ûx̂− v̂ŷ)x̂, (3.54)

dβ−4

(
û
∂v̂

∂x̂
+ v̂

∂v̂

∂ŷ

)
= −∂p̂

∂ŷ
+ dα−4

(
∂2v̂

∂x̂2
+
∂2v̂

∂ŷ2

)
+ 2(ûx̂− v̂ŷ)ŷ, (3.55)

対称ノズル型節領域の流れ (3.46)の x̃2 + ỹ2 → 0 での力の釣り合いとスロー

ト流れの x̂2 + ŷ2 →∞ での力の釣り合いは一致しなければならない。 対称ノズ
ル型節領域の流れ（内部境界層を除く）では圧力勾配とローレンツ力が運動方程

式の主要項であることより、スロートの運動方程式 (3.54), (3.55)において圧力勾

配とローレンツ力を微小項として無視することは許されない。したがって、α お

よび β は 4 以上の値でなければならない。

この制限の範囲内で、式 (3.53)-(3.55)で何れの項が主要項となるかによって、

スロート流れを以下の２つのタイプに分類できる‡: (i) α = 4, β > 4, (ii) β = 4,

α > 4. 前者の場合、運動方程式で微小項を無視すると

0 = −∂p̂
∂x̂

+

(
∂2û

∂x̂2
+
∂2û

∂ŷ2

)
− 2(ûx̂− v̂ŷ)x̂, (3.56)

0 = −∂p̂
∂ŷ

+

(
∂2v̂

∂x̂2
+
∂2v̂

∂ŷ2

)
+ 2(ûx̂− v̂ŷ)ŷ. (3.57)

‡α と β が同時に 4 である場合も存在する。 しかし、この場合のスロート流れは上述の２つ
の基本タイプの中間的な流れであるので、詳しい議論は省略する。
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粘性の効果によりスロートが有限の幅に押し広げられる。一方、後者の場合運動

方程式で微小項を無視すると

(
û
∂û

∂x̂
+ v̂

∂û

∂ŷ

)
= −∂p̂

∂x̂
− 2(ûx̂− v̂ŷ)x̂, (3.58)

(
û
∂v̂

∂x̂
+ v̂

∂v̂

∂ŷ

)
= −∂p̂

∂ŷ
+ 2(ûx̂− v̂ŷ)ŷ. (3.59)

慣性力の効果によりスロートが有限の幅に押し広げられる。

上述の分類をもとのパラメータで表すことにより、２つのタイプのスロート

流れが現れる条件およびスロートの半値幅 d を表 3.2 のように予想できる。

数値実験の計算結果を使い、表 3.2の予想を検証する。

計算結果には、流速が最大になる点を含む x = const. の断面内に、４つの

変曲点 (∂2u/∂y2 = 0)が存在した。外側の２つは再循環流れの内部に位置し、内

側の２つはノズル状の流れの縁付近に位置した。スロートの幅 2d を内側の２つ

の変曲点の間の距離で定義する。 N−1/4Λ3/4 対する数値解の d の変化を図 3.10

に示す。スロートの半値幅 d は N−1/4Λ3/4 にほぼ等しいが、下限が存在し、そ

れはほぼ 3
2
H−1/2
a Λ1/2 だった。これにより、表 3.2 の予想が正しいことが確認さ

れた。

3.6 非対称ノズル型節領域流れ

式 (3.18)-(3.24)で k = 1, すなわち ε = Rm とすると非対称ノズル型節領域流れ

に対する方程式系を得る。議論の複雑化を避けるために、表 3.1 に記された非対

称ノズル型の条件を考慮してこれらの式中の微小項を無視すると、各式は以下の

ように簡単化される:

∂ũ

∂x̃
+
∂ṽ

∂ỹ
= 0, (3.60)
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表 3.2: 各タイプのスロート流れが現れる条件およびスロートの半値幅 d ( 解析
的な評価).

スロートを 条件 d
おし広げる力

粘性力 1� Λ3 � H2
aΛ� N O(H−1/2

a Λ1/2)

慣性力 1� Λ3 � N � H2
aΛ O(N−1/4Λ3/4)
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図 3.10: 対称ノズル型節領域のスロートの半値幅 d (数値解): Ha = 3.16 × 103,
Rm = 0, S = 1.
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0 = −∂p̃
∂x̃
− 2̃zB̃y, (3.61)

0 = −∂p̃
∂ỹ

+ 2̃zB̃x, (3.62)

(
ũ
∂Ãz
∂x̃

+ ṽ
∂Ãz
∂ỹ

)
=
∂2Ãz
∂ỹ2

+ ũ
∂φ̃

∂ỹ
, (3.63)

∂2φ̃

∂ỹ2
= 0, (3.64)

ここで

B̃x =
∂Ãz
∂ỹ

, B̃y =
∂φ̃

∂ỹ
− ∂Ãz

∂x̃
, (3.65)

̃z = −∂
2Ãz
∂ỹ2

. (3.66)

対称ノズル型節領域と同様に圧力勾配とローレンツ力が２次元的に釣り合う。し

かし、非対称ノズル型節領域では誘導磁束密度が外部印加磁束密度と同程度の大

きさになるので、磁束密度の分布は対称ノズル型節領域のそれと異なる。

誘導磁束密度を決定する誘導方程式は非線形なので解析解を求めることは困

難である。 そこで、流れの様子を知るために数値実験を行った。

数値実験の計算結果の一例として Ha = 1.0×103, N = 1.0×1012, Rm = 0.1,

Λ = 100, S = 1 の場合の流速 u の分布を図 3.11 に示す。表 3.1 に記した非対称

ノズル型節領域の条件を満足する全ての計算例について、主流領域では良い近似

で局所ハルトマン流れに一致した。一方、節領域の流速分布は対称ノズル型のそ

れと似ているが、流れは x = 0 断面に対して非対称であった。

節領域の流線および磁束線の一例として Ha = 1.0 × 103, N = 1.0 × 1012,

Rm = 0.1, Λ = 100, S = 1 の場合を図 3.12 に示す。流れの基本的性質は対称ノ

ズル型節領域のそれと同様であった: 上下一組の反転磁束線領域の付近には再循
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図 3.11: 非対称ノズル型節領域のある流れの流速 u の分布 (数値解): Ha = 1.0×
103, N = 1.0× 1012, Rm = 0.1, Λ = 100, S = 1.
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図 3.12: 非対称ノズル型節領域の流線 (実線)および磁束線 (破線), 数値解 : Ha =
1.0× 103, N = 1.0× 1012, Rm = 0.1, Λ = 100, S = 1.
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環流れが生じ、２つの再循環領域に挟まれてノズル流れに似た加速流れが発生し

た。 しかしながら、誘導磁束密度の効果によって反転磁束線は下流側にゆがみ

x = 0 断面に対する対称性を失った。これに対応して、流線も x = 0 断面に対し

て非対称であった。このことより、このタイプの節領域を非対称ノズル型と呼ん

でいる。
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慣性が支配的な流れ

N ∼ 1 の場合、慣性の効果で流速の周期変動は抑制され、それに伴い主流領域と

節領域の区別が無くなることが、3.4節の数値実験によって示された。 この章で

は、さらに慣性が大きい N � 1 の場合について論じる。[31],[33]-[35]

4.1 周期変動成分と非周期成分の分離

N � 1 の場合には、慣性による運動量流束は O(N−1) の大きな値であるが、そ

の勾配である慣性力は平均圧力勾配 (流体を駆動)と同様に O(1) であると予想で

きる。 この予想にしたがえば、流速 u は O(1) であるが、慣性の効果により流

速の周期変動は微小な値に抑制され

∂u/∂x = O(N), v = O(N) (4.1)

と評価できる。この評価が正しければ、流れは慣性に強く支配されているにもか

かわらず、そのことは力の釣り合いに陽には現れない∗。

∗発電区間の流入・流出口付近やチャネルの断面積が流れ方向に変化する部分などがあれば
O(N−1) の強い慣性力が現れるので、慣性が支配的であることが容易に理解できる。

50
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上述のような流速の周期変動が小さい流れを詳しく調べるには、流速および

圧力を周期変動成分と非周期成分に分離して取り扱う必要がある:

u(x, y) = U(y) +Nũ(x, y), v(x, y) = Nṽ(x, y),

p(x, y) = −x+ P (y) + p̃(x, y),
(4.2)

ここで、ũ, ṽ, p̃は周期が π の変動成分を表し、xと y に関する O(1)の関数と期

待する; U および P は非周期成分を表し、y に関する O(1) の 関数と期待する。

式 (4.2)を式 (2.28)-(2.30)に代入し、非周期成分と周期変動成分に分離すると

N

〈
ũ
∂ũ

∂x
+ ṽ

∂ũ

∂y

〉
= 1 +

1

H2
a

d2U

dy2
− 2〈jzBy〉, (4.3)

N

Λ2

〈
ũ
∂ṽ

∂x
+ ṽ

∂ṽ

∂y

〉
= −dP

dy
+ 2〈jzBx〉, (4.4)

∂ũ

∂x
+
∂ṽ

∂y
= 0, (4.5)

U
∂ũ

∂x
+ṽ

dU

dy
+N

[[
ũ
∂ũ

∂x
+ ṽ

∂ũ

∂y

]]
= −∂p̃

∂x
+
N

H2
a

(
1

Λ2

∂2ũ

∂x2
+
∂2ũ

∂y2

)
−2[[jzBy]], (4.6)

1

Λ2
U
∂ṽ

∂x
+
N

Λ2

[[
ũ
∂ṽ

∂x
+ ṽ

∂ṽ

∂y

]]
= −∂p̃

∂y
+

N

H2
aΛ2

(
1

Λ2

∂2ṽ

∂x2
+
∂2ṽ

∂y2

)
+2[[jzBx]]. (4.7)

ここで、アングルは非周期成分,すなわち１波長にわたる平均値 〈f〉 = (1/2π)
∫ π
−π fdx

を表し、２重の角括弧は周期変動成分 [[f ]] = f − 〈f〉 を表す。

一方、式 (2.31)-(2.34)の各項は周期 2π の周期関数であり、非周期成分は存

在しない。特に、式 (2.32)は他の方程式から独立しており、解析的に厳密解を求

めることができ

φ = sin x
Λ sinh(Λ−1y)

cosh Λ−1
. (4.8)
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式 (4.2)および (4.8)を代入すると、式 (2.31), (2.33), (2.34)は以下のように表さ

れる:

RmU
∂Az
∂x

+NRm

(
ũ
∂Az
∂x

+ ṽ
∂Az
∂y

)
=

(
1

Λ2

∂2Az
∂x2

+
∂2Az
∂y2

)

+U sin x
cosh(Λ−1y)

cosh Λ−1
+N

(
ũ sin x

cosh(Λ−1y)

cosh Λ−1
− ṽ cosx

sinh(Λ−1y)

Λ cosh Λ−1

)
, (4.9)

Bx = cos x
sinh(Λ−1y)

Λ cosh Λ−1
+Rm

∂Az
∂y

, By = sin x
cosh(Λ−1y)

cosh Λ−1
−Rm

∂Az
∂x

,(4.10)

jz = −
(

1

Λ2

∂2Az
∂x2

+
∂2Az
∂y2

)
. (4.11)

式 (4.3), (4.5)-(4.7), (4.9)は５つの変数 U , ũ, ṽ, p̃, Az に対する閉じた方程式系で

あり、式 (4.10)および (4.11)が補助変数 Bx, By, jz を与える。 もし、P の分布

が必要ならば、これらの方程式の解を式 (4.4)に代入し y で積分すればよい。

非周期成分に対する式 (4.3)では、粘性項に微小係数 H−2
a が掛かっている。

このことは、流れに厚みが H−1
a 程度の境界層が存在することを示唆する。 一

方、周期変動成分に対する式 (4.6)では、粘性項に微小係数 H−2
a N が掛かってい

る。このことは、流れに厚みが H−1
a N1/2 程度の境界層が存在することを示唆す

る。したがって、流れ場は、粘性力が微小な “中心領域”, 非周期成分の粘性力が

主要オーダーになる “MHD境界層”, 周期変動成分の粘性力が主要オーダーにな

る “Sublayer” で構成される (図 4.1)。

4.2 漸近解

Ha � 1, N � 1, Rm � 1, Λ� 1 の場合について漸近解を求める。 単一の微小

パラメータ ε に対する通常の手法で漸近展開を得るために、ε を以下のように定

義する:

ε = H−1
a +N1/2 +Rm + Λ−1. (4.12)
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図 4.1: 慣性が支配的な流れ.
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さらに、O(1) の定数

ch = H−1
a /ε, cn = N1/2/ε, cr = Rm/ε, cl = Λ−1/ε (4.13)

を導入する。 微小量 ε の定義より ch, cn, cr, および cl の和は 1 である。

y = −1 付近に現れる MHD境界層および Sublayer を考慮して、解を以下

のような形に仮定する:

U =
∞∑

k=0

εkU
(c)
k (y) +

∞∑

k=0

εkU
(b)
k (η) +

∞∑

k=2

εkU
(s)
k (ζ),

ũ =
∞∑

k=0

εku
(c)
k (x, y) +

∞∑

k=0

εku
(b)
k (x, η) +

∞∑

k=0

εku
(s)
k (x, ζ),

ṽ =
∞∑

k=0

εkv
(c)
k (x, y) +

∞∑

k=1

εkv
(b)
k (x, η) +

∞∑

k=2

εkv
(s)
k (x, ζ), (4.14)

p̃ =
∞∑

k=0

εkp
(c)
k (x, y) +

∞∑

k=1

εkp
(b)
k (x, η) +

∞∑

k=2

εkp
(s)
k (x, ζ),

Az =
∞∑

k=0

εkA
(c)
k (x, y) +

∞∑

k=2

εkA
(b)
k (x, η) +

∞∑

k=4

εkA
(s)
k (x, ζ).

ここで、η および ζ は引き伸ばされた座標で

η = c−1
h ε−1(1 + y), ζ = c−1

h c−1
n ε−2S1/2(1 + y) (4.15)

で定義される。 中心領域の解 U
(c)
k , MHD 境界層の補正 U

(b)
k , Sublayer の補正

U
(s)
k はそれぞれ y, η, ζ に関する O(1) の関数である。また、U (b)

k および U
(s)
k は

それぞれ η → ∞ と ζ → ∞ のとき 0 の収束する。 式 (4.14)で導入されたその

他の変数も同様である。

式 (4.12)-(4.15)を (4.3), (4.5)-(4.7), (4.9)-(4.11)に代入し、初項から順番に

解くと、以下のような漸近解を得る (付録 C を参照):

U = 1− (1 + S)e−η +
1

6
c2
rε

2(1− y4) + c2
l ε

2(1− y2) +O(ε3), (4.16)
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ũ =
1 + S

2S
[e−η sin(2x)− e−ζ sin(2x+ ζ)] +O(ε), (4.17)

ṽ = O(ε), (4.18)

p̃ =
1

2
sin(2x) +O(ε), (4.19)

Az =
1

2
(1− y2) sin x− 1

24
crε(5− y2)(1− y2) cos x

− 1

144
c2
rε

2(1− y2)3 sin x− c2
hε

2(1 + S)(1− e−η) sin x+O(ε3). (4.20)

もとのパラメータともとの座標 y を使うと、磁束密度の y 成分は次のよう

に表される:

By = sinx− 1

2
Rm(1− y2) cos x

−
[

1

24
R2
m(5− y2)(1− y2) +

1

2
Λ−2(1− y2)

]
sin x+O(ε3). (4.21)

右辺の第２項は、誘導磁場の効果によりチャネル内では正弦波磁場の位相が下流

側にずれることを示す (図 4.2)。第３項は、誘導磁場の効果および外部印加磁場

の２次元性の効果によりチャネル内では正弦波磁場の振幅が負の補正を受けるこ

とを示す。この補正は、磁束線の一部が反転磁束線になることにより、横断磁束

線の本数が減ることに対応している。

y = −1 付近の境界層だけでなく y = 1 にも同様の境界層が存在することを

考慮すると、流速 u は以下の式で表される:

u = 1 +
[
1

6
R2
m(1− y4) + Λ−2(1− y2)

]
− (1 + S)

cosh(Hay)

coshHa

+
N(1 + S)

2S

cosh(Hay)

coshHa

sin(2x)

+
N(1 + S)

2S

[
sinh(R1/2

e y)

sinhR
1/2
e

sin(R1/2
e y) cos(2x+R1/2

e )

−cosh(R1/2
e y)

coshR
1/2
e

cos(R1/2
e y) sin(2x+R1/2

e )

]
+O(ε3), (4.22)
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図 4.2: 慣性が支配的な場合の磁束線 (漸近解): Rm = 0.3, Λ = 3.5.
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ここで、式中の Re は

Re = H2
aN
−1S (4.23)

で定義されるパラメータで、Sublayer を特徴付けるレイノルズ数と解釈できる。

式 (4.22)より、流速の周期変動成分は O(N) の微小な値という仮定に矛盾

が無いことが確かめられた。特に、中心領域では流速の周期変動はさらに高次の

微小量となる。

右辺の第２項は、誘導磁場の効果および外部印加磁場の２次元性の効果によ

り流速の非周期成分が正の補正を受けることを示す (図 4.3)。これは、チャネル

内で正弦波磁場の振幅が負の補正を受けたことに対応している。 流体を駆動す

る圧力勾配は Rmや Λ に依存しないので、これに対抗するローレンツ力を発生

させるには上述の流速の補正が必要とされる。このような流速の補正は、正弦波

磁場の場合に特有のもので、ハルトマン流れ (一様磁場の場合)には見られない。

一方、流速の周期変動成分に関しては、誘導磁場の効果や外部印加磁場の２

次元性の効果は無視できる。 また、境界層内部では、周期変動成分のみならず

非周期成分についても誘導磁場の効果や外部印加磁場の２次元性の効果は無視で

きる。

境界層は多重構造である。右辺第３項はMHD境界層の非周期成分を表す。

この成分はローレンツ力と粘性力の釣り合いで分布が決定する。 この成分の分

布はハルトマン流れの境界層と同様で、境界層の厚さは H−1
a 程度である。 第４

項はMHD境界層の周期変動成分を表す。 この成分も境界層の厚さは H−1
a 程度

であるが、分布はローレンツ力と慣性力の釣り合いで決定される。 このような

境界層は他に例が見あたらない。 第５項は Sublayer を表し、周期変動成分のみ

が存在する。 Sublayer の厚さは R−1/2
e = H−1

a N1/2S−1/2 程度である。 この成分

の分布は、粘性力と慣性力の釣り合いで決定しており、ローレンツ力は関与しな

い。 力学的には、振動平板上に発達する通常の (導電性でない)粘性流体の境界

層 [38]と相似である†。 MHD境界層の周期変動成分および Sublayer の存在はこ
†この問題の x 微分を時間微分に読みかえる必要がある。
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図 4.3: 慣性が支配的な流れの流速 u の分布 (漸近解): Ha = 50, N = 0.1, Rm =
0.1, Λ = 3, S = 1.
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れまで知られていなかった。 これらの流速成分は O(N) の微小量であるが、こ

れらによって発生する慣性力および粘性力は主要オーダーであり無視できない。

流速の非周期成分は、あらかじめ平行流を仮定して行われた解析結果 [18]-[25]

と一致する。また、第５章で示すように、慣性が支配的な流れの場合には流速の

周期変動成分はエネルギーの変換にほとんど寄与しない。したがって、あらかじ

め平行流を仮定した従来の理論的研究の適用限界は以下のように与えられる:

N � 1. (4.24)

上述の漸近解は、従来の解に高次の補正を与えたものと解釈できる。



第 5 章

エネルギーの損失

5.1 エネルギー保存

チャネルの上流-下流間の圧力差によってなされる力学的仕事は固定子内で電気エ

ネルギーに変換されるが、エネルギーの一部はチャネル内で熱になり失われる:

P ′in = P ′liq + P ′fric + P ′gen. (5.1)

ここで、P ′in, P ′liq, P ′fric, P
′
gen はそれぞれ体積平均の力学的入力, 流体中でのジュー

ル熱, 流体の粘性散逸, 固定子内で発生する電力 (固定子の面積平均の発生電力を

h で割った値)を表す (有次元形)。 さらに、電力 P ′gen の一部は固定子巻線の内

部抵抗によって熱になり失われる。 固定子巻線損失を P ′wind, システム外部への

電気的出力を P ′out で表すと

P ′gen = P ′wind + P ′out. (5.2)

チャネル内の流れ場およびチャネル内外の電磁場の正しい解が与えられている場

合、等式 (5.1), (5.2)は自動的に満足される。

P ′in, P ′liq, P ′fric はそれぞれ次の式によって計算できる:

P ′in =
1

λh

∫ h

0
(u′ + Us)p0 dy

′, (5.3)

60
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P ′liq =
1

λh

∫ h

0

∫ λ

0

j′z
2

σ
L

dx′ dy′, (5.4)

P ′fric =
1

λh

∫ h

0

∫ λ

0
2η

L



(
∂u′

∂x′

)2

+
1

2

(
∂v′

∂x′
+
∂u′

∂y′

)2

+

(
∂v′

∂y′

)2

 dx′ dy′. (5.5)

5.2 固定子

P ′wind, P ′out を求めるためにはチャネルの上下に置かれた固定子を含めたシステム

で考える必要がある。 図 5.1 に固定子の配置を示す。議論の複雑化を避けるた

めに、固定子巻線を厚さが tcs の電流シートで理想化する。電流シートは非等方

で、z′ 方向の導電率は σcs, x
′ 方向の導電率は 0 と考える。絶縁体壁および電流

シートは充分薄く、その外部には透磁率 µ が無限大の理想的な鉄心が置かれてい

るものとする。

電流シート内では z′方向に固定子電流が流れる。 その電流密度 j′cs を求め

るために、図 5.1 のような経路に沿ってアンペールの法則を適用する:

∫
tcsj

′
csdx

′ =
∮ B′

µ
· ds′

=

[∫ B′x
µ

L

dx′
]

y′=h−0

. (5.6)

積分経路は任意に選ぶことができるので

tcsj
′
cs = (B′x/µL

)y′=h−0

=
1

µ
L


B0 tanh(2πh/λ) cos(2πx′/λ) +

(
∂A′z
∂y′

)

y′=h−0


 . (5.7)

電流シート内の電場の z′成分 E ′cs はオームの法則より以下のような２つの

成分の和で表される:

E ′cs = E ′0 + E ′1. (5.8)
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図 5.1: 固定子の配置.
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ここで

E ′0 = −(u′B′y)y′=h

= UsB0 sin(2πx′/λ), (5.9)

E ′1 = j′cs/σcs

=
1

tcsσcsµL


B0 tanh(2πh/λ) cos(2πx′/λ) +

(
∂A′z
∂y′

)

y′=h−0


 . (5.10)

j′cs および E ′cs を使って P ′wind, P ′out, P
′
gen を計算することができる。 P ′wind は

P ′wind =
1

λh

∫ λ

0

(tcsj
′
cs)

2

tcsσcs

dx′

=
B2

0 tanh2(2πh/λ)

tcsσcsµ2
L
λh

+
1

tcsσcsµ2
L
λh



∫ λ

0

(
∂A′z
∂y′

)2

dx′


y′=h−0

(5.11)

で計算できる。 また、P ′out は

P ′out =
1

λh

∫ λ

0
(−tcsj

′
csE

′
cs) dx

′

=
1

λh

∫ λ

0
(−tcsj

′
csE

′
0) dx′ − 1

λh

∫ λ

0
(tcsj

′
csE

′
1) dx′ (5.12)

と表すことができる。 右辺第２項は −P ′wind と一致するので、式 (5.2)より

P ′gen =
1

λh

∫ λ

0
(−tcsj

′
csE

′
0) dx′

= −UsB0

µ
L
λh

[∫ λ

0

(
∂A′z
∂y′

)
sin(2πx′/λ) dx′

]

y′=h−0

. (5.13)

さらに、アンペールの法則を使って式変形を行うと、P ′gen は次の式で計算できる

(付録 D を参照):

P ′gen =
UsB0

λh

∫ h

0

∫ λ

0

[
j′z sin(2πx′/λ)

cosh(2πy′/λ)

cosh(2πh/λ)

]
dx′ dy′. (5.14)
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5.3 慣性が支配的な流れ

第４章で得られた慣性が支配的な流れに対する無次元形の解を使って誘導型MHD

発電機の性能を評価するために、体積平均の力学的入力, 発生電力, 各種損失, 電

気的出力を

P ′ = σ
L
U2

0 (B0/
√

2)2 P = (U0p0/λ)P. (5.15)

で無次元化する。力学的入力, 発生電力, 各種損失, 電気的出力は無次元形で以下

のように表される:

Pin =
∫ 1

0
(u+ S) dy, (5.16)

Pgen =
S

π

∫ 1

0

∫ π

−π

[
jz sin x

cosh(Λ−1y)

cosh Λ−1

]
dx dy, (5.17)

Pliq =
1

π

∫ 1

0

∫ π

−π
j2
z dx dy, (5.18)

Pfric =
1

H2
aπ

∫ 1

0

∫ π

−π



(

1

Λ

∂u

∂x

)2

+
1

2

(
1

Λ2

∂v

∂x
+
∂u

∂y

)2

+

(
1

Λ

∂v

∂y

)2

 dx dy, (5.19)

Pwind =
1

Ccs





tanh2 Λ−2

R2
mΛ2

+
1

π



∫ π

−π

(
∂Az
∂y

)2

dx



y=1−0




, (5.20)

Pout = Pgen − Pwind. (5.21)

ここで、Ccs = σcstcs/(σL
h) は新たに導入された無次元パラメータで、固定子巻

線損失を特徴づける。 この論文では壁面上の磁束密度の法線方向成分が既知で

あると考えたので、チャネル内の磁場および流れ場は Ccs に依存しない∗。
∗固定子の電圧あるいは電流を制御して実験を行う場合、壁面上の磁束密度の法線成分を介し

てチャネル内の流れ場も Ccs に依存することに注意を要する。
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第４章の漸近解を式 (5.16)-(5.21)に代入すると以下のように力学的入力, 発

生電力, 各種損失, 電気的出力を得る:

Pin = (1 + S)− (1 + S)H−1
a +

2

15
R2
m +

2

3
Λ−2 +O(ε3), (5.22)

Pgen = S − S(1 + S)H−1
a +O(ε3), (5.23)

Pliq = 1− 1

2
(1 + S)(3− S)H−1

a +
2

15
R2
m +

2

3
Λ−2 +O(ε3), (5.24)

Pfric =
1

2
(1 + S)2H−1

a +O(ε3), (5.25)

Pwind = C−1
cs

[
1− 2(1 + S)H−1

a + (1 + S)2H−2
a +

1

9
R2
m +R−2

m Λ−4
]
+O(ε3), (5.26)

Pout = S − S(1 + S)H−1
a − C−1

cs

[
1− 2(1 + S)H−1

a

+(1 + S)2H−2
a +

1

9
R2
m +R−2

m Λ−4
]

+O(ε3). (5.27)

ここで、ε = H−1
a +N1/2 +Rm + Λ−1。

誘導磁場の効果あるいは外部印加磁場の２次元性の効果によって Pin は正の

補正 (式 (5.22)の右辺第３項および第４項)を受ける。 これは、一定圧力勾配の

もとでの流量が、正の補正を受けることに対応する。しかし、この補正分は流体

中でジュール熱となり浪費される (式 (5.24)の右辺第３項および第４項)。この誘

導磁場の効果あるいは外部印加磁場の２次元性の効果による損失については、第

４章であらかじめ仮定した

R2
m � 1, Λ−2 � 1 (5.28)

が損失を充分に小さく抑えるための充分条件を与える。 一方、式 (5.24)の右辺

第１項は、発電機を運転する上で避けることができない損失 (流体中のジュール

熱)を表す。
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式 (5.22)-(5.27)中で H−1
a が現れる項は絶縁体壁境界層の影響を表す項であ

る。 また、C−1
cs が現れる項は固定子巻線内での損失を表す項である。 したがっ

て、境界層内および固定子巻線内での損失を充分に小さく抑えためには、以下の

条件が満足されなければならない:

C−1
cs (1 +R−2

m Λ−4)� S � Ha. (5.29)

特に、Rm が極端に小さい場合、固定子巻線損失 Pwind が電気的出力 Pout に致命

的な影響を与える可能性があるので注意を要する。

式 (5.28), (5.29)の条件が満足されているとき、システムは発電機として働

き、その電気効率は以下の式で与えられる:

Pout

Pin

' S

1 + S
. (5.30)

一方、S < −1 として同様の考察を行えば、システムがポンプとして効率よく働

くための条件および効率を求めることができる。

この節で得られた結果には、一様流を仮定した解析 [4]-[14]および平行流を仮

定した解析 [18]-[25]の結果に反するものは含まれておらず、それらに詳しい補正項

を付け加えた形で力学的入力, 発生電力, 各種損失, 電気的出力が得られている。

5.4 節領域のある流れ

まず、3-1節で論じた局所ハルトマン流れについて体積平均の力学的入力, 発生電

力, 各種損失, 電気的出力を求める。

3-1節で求めた解析解を式 (5.16)-(5.21)に代入し、N →∞, Rm → 0, Λ→∞
としていくつかの項を無視すると

Pin = Q+ S, (5.31)

Pgen = QS, (5.32)
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Pliq = Q2 +
1

2
(Q+ S)(1−Q)− 1

2
(Q+ S)2H−2

a r, (5.33)

Pfric =
1

2
(Q+ S)(1−Q) +

1

2
(Q+ S)2H−2

a r, (5.34)

Pwind = Ccs[Q
2 +R−2

m Λ−4], (5.35)

Pout = QS − Ccs[Q
2 +R−2

m Λ−4]. (5.36)

ただし、R−2
m Λ−4 は不定なのでそのまま式中に残した ; r は

r =
1

2π

∫ π

−π
H2
l sinh2 Hl −H4

l

(Hl coshHl − sinhHl)2
dx (5.37)

で与えられる数である。 Ha � 1 の場合を考えると、Q = 1 − (2
√

2/π)(1 +

S)H−1
a +O(H−2

a ), r = 1 +O(H−1
a ) であることより、以下のように力学的入力, 発

生電力, 各種損失, 電気的出力を得る:

Pin = 1 + S − 2
√

2

π
(1 + S)H−1

a , (5.38)

Pgen = S − 2
√

2

π
S(1 + S)H−1

a , (5.39)

Pliq = 1−
√

2

π
(1 + S)(3− S)H−1

a , (5.40)

Pfric =

√
2

π
(1 + S)2H−1

a , (5.41)

Pwind = Ccs

[
1− 4

√
2

π
(1 + S)H−1

a +R−2
m Λ−4

]
, (5.42)

Pout = S− 2
√

2

π
S(1+S)H−1

a −Ccs

[
1− 4

√
2

π
(1 + S)H−1

a +R−2
m Λ−4

]
.(5.43)
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ただし、上式では O(H−2
a ) の微小項を省略した。

局所ハルトマン流れは慣性が支配的な流れと流速分布や力の釣り合いが著

しく異なるにもかかわらず、式 (5.38)-(5.43)は慣性が支配的な場合の式 (5.22)-

(5.27)で Rm → 0, Λ → ∞ としたものと非常に近い値となる。 境界層が関係す
る O(H−1

a ) の項の係数がわずかに違う (局所ハルトマン流れの方に 2
√

2/π ' 0.9

が掛かる)が、定性的にはなんら差異が認められない。

上述の結果は、節領域はエネルギー変換にほとんど寄与しておらず、もっぱ

ら主流領域と主流領域の境界層がエネルギーを変換していることを示す。 何れ

のタイプの節領域が現れる場合でも、主流領域および主流領域の境界層は局所ハ

ルトマン流れに良く一致したことを考慮すると、式 (5.38)-(5.43)は局所ハルトマ

ン流れだけでなく、節領域のある流れ一般に適用できると考えられる。 ただし、

式 (5.22)-(5.27)と異なり式 (5.38)-(5.43)の誤差は O(ε2) である。

5.5 議論

前節までの結果より、流体中でのジュール熱, 絶縁体壁境界層での損失, 固定子巻

線内でのジュール熱を充分に小さくするための条件が明らかになった。これまで

に作られた誘導型MHD発電機のほとんどはこれらの条件を満足している。そこ

で、この節ではこの論文で取り扱わなかった導体側壁境界層および流体中の乱れ

について考察し、それらが引き起こす損失について議論する。

5.5.1 導体側壁境界層

まず、導体側壁が完全導体の場合について考える。

流体および導体側壁中の電流の様子を図 5.2 に示す。この場合には導体側壁

は等電位面なので、流体中の電流密度の j′x, j
′
y は微小である。したがって、電荷

の保存則より、電流は大きさや向きをほとんど変えずに導体側壁境界層横切り、

導体側壁に垂直に流れ込む。オームの法則より、導体側壁境界層内では u′B′y の
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図 5.2: 導体側壁が完全導体の場合の電流の様子.
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欠損を補うように電場 E ′z が発生すると予想できる。

このような電流および電場の分布は、同様のダクトに一様磁場を印加した場

合のそれとよく似ている。磁場に平行な導体側壁 (z′ ± b)が完全導体で、磁場に
垂直な壁面 (y′ ± h)が絶縁体のダクトに一様磁場を印加した場合の問題について

は、Hunt & Stewartson[39]によって漸近解が求められている。彼らは、ハルトマ

ン数 Ha が 1 より充分に大きい場合について (i)主流の流速は導体側壁境界層と

無関係に決定されること, (ii)導体側壁境界層の厚さは H−1/2
a h 程度であること,

(iii)導体側壁境界層内の流速分布は変曲点を持たない単調増加関数で表されるこ

と, (iv)流速分布は導体側壁に接続される外部電気回路の影響を受けないこと, な

どを示した。 彼等の解析結果は、後に実験 [40]および数値実験 [41]によって検証

されている。

正弦波磁場の場合に、Hunt等の一様磁場に対する解析結果と全く異なった

導体側壁境界層の流速分布が現れることは考えにくい†。 もし、両者が同様であ

るなら、導体側壁境界層でのエネルギー損失が誘導型MHD発電機の性能に与え

る影響は小さい。 また、このとき上述の (i)は２次元解析の有効性を保証する根

拠を与える。

次に、導体側壁の導電率比 Csw = σswtsw/(σL
h) が有限値の場合について考

える。 ここで、σsw および tsw はそれぞれ導体側壁の導電率と厚さを表す。

流体および導体側壁中の電流および電位の様子を図 5.3 に示す。この場合に

は導体側壁中でオームの法則にしたがう電位降下が発生するので、導体側壁は等

電位面にはならない。この論文で調べた２次元的な領域 (導体側壁境界層以外の

部分)が等電位であったことを考慮すると、導体側壁境界層内で非常に大きな電

場 E ′z が発生する可能性がある。

このような電流および電場の分布は、全ての壁面が導体のダクトに一様磁場

を印加した場合のそれと似ている。全ての壁面が導体のダクトに一様磁場を印加

した場合については Hunt[42]によって無限級数の形で解析解が求められており、

†正弦波磁場の場合の導体側壁境界層の性質は無次元波長 Λ に依存すると予想されるので、定
性的に一致していても定量的には修正が必要となる可能性がある。しかし、この節では議論の複
雑化を避けるために、このことには深く立ち入らない。
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図 5.3: 導体側壁の導電率比 Csw が有限値の場合の電流および電位の様子.
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また、Reed & Picologlou[43]によって見通しの良い考察が示されている。Reed等

は H−1/2
a � Csw � H1/2

a の場合について (i)導体側壁境界層の厚さは H−1/2
a h 程

度であること, (ii)導体側壁境界層内の電場は j′z/σL
に較べ C−1

sw H
1/2
a 程度に大き

いこと, (iii)導体側壁境界層内の流速は主流の流速に較べ C−1
sw H

1/2
a 程度に大きい

ことなどを示した。

この論文で調べている正弦波磁場の場合の導体側壁境界層が、Reed等が考

察した一様磁場の場合と定性的に一致するならば、導体側壁境界層では２次元的

な領域 (導体側壁境界層以外の部分)の流量に較べ C−1
sw b

−1h 程度の流量が流れる。

この時、導体側壁境界層に投入される力学的エネルギーは発電には寄与せずに導

体側壁で (境界層内ではないことに注意)ジュール熱になって失われる。したがっ

て、誘導型MHD発電機の導体側壁および導体側壁境界層でのエネルギー損失を

充分に小さく抑えるための条件は次のように予想できる:

Csw � h/b. (5.44)

ただし、上述の議論では無次元波長 Λ の影響を考慮していないので、上式は必

要条件である。

5.5.2 流れの安定性および乱流

まず、第４章で調べた慣性が支配的な２次元流れの臨界レイノルズ数について考

える。

慣性が支配的な流れについての線形安定性問題を考える場合には

(i) 乱れの無い流れは指数的な流速分布の境界層をもつ,

(ii) 乱れの無い流れは、厳密には平行流ではない,

(iii) 乱れは磁場の影響を直接受ける,

の３つの特徴に注意する必要がある。
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一様な吸い込みがある平板上の境界層 (MHDでない通常の粘性流体)は上述

の (i)と (ii)の特徴を合わせもつ流れであり、詳しく調べられている。 壁面に平

行な流速成分 u′ の分布は指数的になるが、吸い込み v′ が存在するので、流れは

厳密には平行流ではない。 この流れの線形安定性は Hughes & Reid[44]によって

研究され、その後も様々な手法で臨界レイノルズ数が求められた。[45],[46] これら

の論文では、上述の (ii)の特徴は臨界レイノルズ数を決定する主要な要因ではな

いことが指摘されている。

一方、Ha � 1 の場合のハルトマン流れは上述の (i)と (iii)の特徴を合わせ

もつ流れであり、これも詳しく調べられている。ハルトマン流れの線形安定性を

調べた Lock[47]の論文では、上述の (iii)の特徴は臨界レイノルズ数を決定する主

要な要因ではないことが指摘されている。

これらの指摘より、この論文の第４章で調べた慣性が支配的な流れについて

も、上述の (ii)および (iii)の特徴は臨界レイノルズ数を決定する主要な要因ではな

く、(i)の特徴だけが主要な要因であると類推できる。この予想にしたがえば、境

界層の厚さ δ と遠方の流速 U∞ を使って定義したレイノルズ数‡ R∗e = ρ
L
U∞δ/ηL

の臨界値は３つの問題 (この論文の慣性が支配的な流れ, 一様吸い込みのある流

れ, ハルトマン流れ)でほぼ同じ値になる。 事実、Hughes & Reid および Lock

の結果はほぼ一致しており、臨界レイノルズ数

R∗e crit ' 50 000 (5.45)

が得られている。以上のような考察から、第４章で調べた慣性が支配的な流れが

線形安定であるための条件は以下のように予想できる:

R∗e =
HaΛ(1 + S)

N
< 50 000. (5.46)

この条件は多くの誘導型MHD発電機で満足されており、この論文でなされた層

流の仮定の有効性を保証する根拠となる。
‡R∗e は式 (4.23)のレイノルズ数 Re とは定義が異なる。 両者は R∗e = H−1

a Λ(1 + S)S−1Re
で関係づけられる。
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誘導型MHD発電機については乱れを測定した実験が見あたらず、流れの安

定性は実験的に確かめられていない。 一方、 一様磁場のかかった矩形ダクト内

のMHD流れについては多くの実験が行われており、圧力, 流速分布, 流速の乱れ

などの測定結果が得られている。[48]-[52] これらの実験では層流の理論からのずれ

が R∗e ∼ 250 程度の比較的低いレイノルズ数でも観測されており、実験の結果と

線形安定性理論の結果との間には大きな隔たりがある。

一様磁場の場合の流速の乱れの原因に関する Gel’fgat等 [51]の考察を表 5.1

に示す。この考察は多くの実験結果を矛盾無く説明する。

表 5.1 の内、R∗e < 250 の場合には、圧力係数などのマクロ量については、

乱れが存在するにもかかわらず実験結果と層流を仮定した理論の結果とが良く一

致することが知られている。[48]-[50] また、Gel’fgat等の考察との対応関係は明ら

かではないが、絶縁体壁と垂直に強い横断磁場が印加された場合、ある波数範囲

の乱れが２次元的 (乱れの渦度が磁場に平行)になることが指摘されている。[53]

これらのことは、たとえ流速に乱れが存在しても、流速の時間平均は層流の場合

の流速分布に一致する可能性があることを示唆する。

正弦波磁場の場合の状況が、上述のような一様磁場の場合の状況と全く異

なっていることは考えにくい。 しかし、仮に両者の状況が同じであったとして

も、これまでの知識だけで乱れと誘導型MHD発電機のエネルギー損失との関係

を定量的に評価するのは難しい。誘導型MHD発電機についても、乱れの測定な

どを含むより詳細な実験が期待される。
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表 5.1: 一様磁場の場合の流速の乱れ原因に関する Gel’fgat, Kit, and Tsinober
(Magnitnaya Gidrodinamika, 1971) の考察.

R∗e ∼ 125 125 ∼ 250 250 ∼ 50 000 50 000 ∼
乱れの原因 磁場印加部分 導体側壁境界層 絶縁体壁境界層 絶縁体壁境界層

よりも上流 の不安定 の非線形不安定 の線形不安定
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誘導型MHD発電機の内部の液体金属流れ（単相）を調べた。解析は移動正弦波

磁場とともに移動する座標系で行った。正弦波磁場の波長に比べ充分に長い発電

ダクトに関して、発電区間の流入・流出口付近の影響および導体側壁境界層の影

響を無視し、２次元的な磁場および流れ場の層流定常解を求めた。

流れの性質は、節領域のある流れと慣性が支配的な流れとで著しく異なるこ

とを見いだした。

節領域のある流れは相互作用パラメータが N � 1 のときに現れる。 節領

域は、半波長ごとの磁場の向きが変わる断面付近に存在し、そこでは速度勾配が

極めて大きな値になる。節領域の流れは、この領域での力の釣り合いにより４種

類に分類できる: 粘性型, 慣性型, 対称ノズル型, 非対称ノズル型。各型の節領域

流れが現れる条件を、ハルトマン数 Ha, 相互作用パラメータ N , 磁気レイノルズ

数 Rm, 無次元波長 Λ を使って示した (表 3.1)。 一方、主流領域および主流領域

の境界層は良い近似で局所ハルトマン流れ (3.10)に一致することを確かめた。

慣性が支配的な流れは相互作用パラメータが N � 1 のときに現れる。この

場合、流速の周期変動成分は N 程度の微小量であり、流れは平行流に近い。 し

かし、流速の周期変動成分により生じる慣性力は主要オーダーなので無視できな

い。流速の非周期成分はハルトマン流れにほぼ一致するが、誘導磁場の効果およ

び外部印加磁場の２次元性の効果によりわずかに補正される。 境界層は多重構

76
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造で、Sublayer が存在する。

流れ場および磁場の解析結果を使って誘導型MHD発電機のエネルギー損失

について議論した。

節領域のある流れのエネルギー損失を考える場合には、主流領域および主流

領域の境界層のみを考えれば充分である。 節領域はエネルギー変換にほとんど

寄与しない。

節領域のある流れおよび慣性が支配的な流れのいずれの場合も、発電電力お

よび各種の損失は、一様流を仮定した解析の結果にわずかな補正を加えた形で得

られた。 流体中でのジュール熱, 絶縁体壁境界層での粘性散逸, 固定子巻線内で

のジュール熱を充分に小さく抑えるための条件は式 (5.28), (5.29)で与えられる。

これらの条件はほとんどの誘導型MHD発電機で満足されている。
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付 録 A

節領域と主流領域の接続

粘性型節領域の場合を例にとって、節領域の解と主流領域の解の接続の手順を示

す。他の型の節領域では解析的に接続漸近解を得るのが難しい場合もあるが、原

理的には同様の手順で接続できる。

A.1 主流領域の解

接続漸近展開の手法を用いて解を求める場合には、まず未知定数を含む形で主流

領域および節領域の解を求め、その後に接続条件を満足するように両者の定数を

決定する。通常は主流についても微分方程式を解いて未知定数を含む形の解を求

めるが、ε に関する漸近展開の初項のみについて考える場合には、局所ハルトマ

ン流れを利用することができる。すなわち、主流の漸近展開の初項は、局所ハル

トマン流れ (3.10)で x と y を固定して Ha →∞ の極限をとったものに一致する:

u = 1. (A.1)

また、主流境界層の漸近展開の初項は、局所ハルトマン流れで xと η± = Ha(1±y)

を固定して Ha →∞ の極限をとったものに一致する:

u = 1− (1 + S) exp(−
√

2η± sin x). (A.2)
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A.2 粘性型節領域の解

粘性型節領域の解については、ε に関する漸近展開の初項を解析的に求めること

ができる∗。 粘性型節領域の漸近展開の初項にたいする運動方程式 (3.29), (3.30)

から圧力 p̃ を消去すると

0 =
∂3ũ

∂ỹ3
− 2x̃2∂ũ

∂ỹ
(A.3)

一般解は

ũ = a(x̃) cosh(
√

2x̃ỹ) + b(x̃) sinh(
√

2x̃ỹ) + c(x̃), (A.4)

境界条件 (3.25)より、壁面 ỹ = ±1 上で ũ = −S を要求すると

b(x̃) = 0, c(x̃) = −S − a(x̃) cosh(
√

2x̃). (A.5)

これらを連続の式 (3.28)に代入し、ṽ を求め、壁面 ỹ = ±1 上で 境界条件 ṽ = 0

を要求すると

a(x̃) = a0

[
1√
2x̃

sinh(
√

2x̃)− cosh(
√

2x̃)

]−1

. (A.6)

したがって、流速分布は未知定数 a0 を含む以下の式で表される:

ũ = (a0 − S)− a0

√
2x̃ cosh(

√
2x̃ỹ)− sinh(

√
2x̃)√

2x̃ cosh(
√

2x̃)− sinh(
√

2x̃)
(A.7)

A.3 接続

Van Dyke の接続原理 [36]-[37]に従えば、(a) x̃ と ỹ を固定して ε で展開し直した

主流領域の解と, (b) x と y を固定して ε で展開し直した節領域の解は、その初
∗対称ノズル型節領域の解は 3.5節で求められている。 一方、慣性型および非対称ノズル型の

節領域流れは、非線形方程式に支配されるので解析解を求めるのは難しい。
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項が一致しなければならない。 実際にそれぞれ展開をやり直し初項だけを残す

と、式 (A.1)と (A.7)より

u = 1, (A.8)

ũ = a0 − S (A.9)

が得られる。 したがって、接続条件を満足するには

a0 = 1 + S. (A.10)

このとき節領域の流速分布 (3.31)が得られる。

式 (A.10)を、主流領域の境界層と節領域との接続条件から求めることも可

能である。

主流領域の境界層と節領域についても以下の接続条件が満足されなければな

らない†: (a) x̃ と ỹ を固定して ε で展開し直した主流領域の境界層の解と, (b) x

と η± を固定して ε で展開し直した節領域の解は、その初項が一致する。実際に

それぞれ展開をやり直し初項だけを残すと、式 (A.2)と (A.7)より

u = 1− (1 + S) exp[−
√

2x̃(1± ỹ)], (A.11)

ũ = (a0 − S)− a0 exp(−
√

2xη±), (A.12)

が得られる。 したがって、式 (A.10)の関係が成り立つとき、矛盾無く接続条件

が満足される。

†慣性型, 対称ノズル型, 非対称ノズル型の場合は節領域にも境界層が存在する。 それらの場
合には、主流領域の境界層と節領域の境界層との間に接続条件が課せられる。



付 録 B

数値実験の計算方法

B.1 磁気レイノルズ数および無次元波長が有限値の場
合

支配方程式系 (2.28)-(2.31)は非線形方程式なので解析的に解を求めるのは難しい。

そこで、Marker-and-Cell法 (MAC法；有限差分法の一種で、非圧縮性ナビエ・ス

トークス方程式の数値解を得るための方法 [54])による数値実験を行った。定常解

は時間発展問題の収束解として得られる。 MAC法では、連続の式 (2.28)を陽に

は使わずに、次のような方程式系を解く:

∂2p

∂x2
+ Λ2∂

2p

∂y2
=
∂fx
∂x

+
∂fy
∂y

+
D

∆t
, (B.1)

∂u

∂t
= −∂p

∂x
+ fx, (B.2)

∂v

∂t
= −Λ2∂p

∂y
+ fy, (B.3)

∂Az
∂t

= gz. (B.4)

ここで、

D =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
, (B.5)
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fx = − 1

N

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
+

1

H2
a

(
1

Λ2

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− 2jzBy, (B.6)

fy = − 1

N

(
u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
+

1

H2
a

(
1

Λ2

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
+ 2Λ2jzBx, (B.7)

gz = − 1

N

(
u
∂Az
∂x

+ v
∂Az
∂y

)
+

1

NRm

(
1

Λ2

∂2Az
∂x2

+
∂2Az
∂y2

)
(B.8)

+
1

NRm

[
u sin x

cosh(Λ−1y)

cosh Λ−1
− v cosx

sinh(Λ−1y)

Λ cosh Λ−1

]
, (B.9)

Bx = cos x
sinh(Λ−1y)

Λ cosh Λ−1
+Rm

∂Az
∂y

, By = sin x
cosh(Λ−1y)

cosh Λ−1
−Rm

∂Az
∂x

,(B.10)

jz = −
(

1

Λ2

∂2Az
∂x2

+
∂2Az
∂y2

)
. (B.11)

ただし、外部印加磁束密度のスカラー・ポテンシャル φ については解析的厳密解

(4.8)が求められているので、これを使った；∆t は計算の時間刻み幅を表す。

式 (B.1)の右辺第３項は数値誤差の蓄積を防ぐための補正項である。この補

正項の役割を理解するために、式 (B.1)-(B.3)から p を消去すると

∂D

∂t
= − D

∆t
+ (数値誤差) (B.12)

が得られる。 ただし、実際の数値計算では各時間ステップごとに数値誤差 (打ち

切り誤差とまるめ誤差の和)が発生することを考慮して、右辺第２項を付け加え

た。 もし、補正項 (右辺第１項)が無いならば、初期条件で連続の式 D = 0 が

満足されていても、時間ステップが進むにつれて誤差が蓄積し数値実験が破綻す

る。 一方、補正項が有る場合には、D の値は過渡的に指数関数 exp(−t/∆t) で
減少し、その後は数値誤差と∆t に依存する一定のオーダーに保たれると期待で

きる。したがって、∆t を調節することによって D の値を要求される微小なオー

ダーにすることが可能である。

実際の計算は次のような手順で行った:
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(i) 時間 t = n∆t の値 un, vn, Anz を与える,

(ii) それらを使って Dn, fnx , fny , gnz を計算する,

(iii) 式 (B.1)を解き pn を求める,

(iv) 式 (B.2)-(B.4)を時間積分し un+1, vn+1, An+1
z を求める,

(v) 手順 (ii)に戻る.

手順 (iv)ではオイラーの陰解法を使った。 その際、非線形項は

(un · ∇)un+1 (B.13)

で評価した。式 (B.1)-(B.11)中に現れる空間微分の内、線形項は中心差分で近似

した。 一方、非線形項は３次精度の風上差分 [55]で近似した。 式 (B.1)-(B.4)を

離散化して得られる差分方程式を解くのにはガウス・ザイデル法を使った。

計算には 100× 100 あるいは 100× 50 の不等間隔・矩形・スタガード格子

系を採用した。 境界層や節領域などの変化の激しい部分にも充分な格子が配置

できるように、関数

i

imax

=
1

2
+
x

π
+

1

8
[2F (Γ1x) + F (Γ1Γ2x)]− γ1x

2π
+

γ2

24π
(
π2

4
x− x3), (B.14)

j

jmax

= y +
1

4
{F (Γ2y) + F [Γ3(y − 1)] + F [Γ3(y + 1)]

+F [Γ4(y − 1)] + F [Γ4(y − 1)]} − γ3y

4
+
γ4

24
(y − y3) (B.15)

を使いニュートン・ラフソン法で格子点を決定した。ここで、i, j はそれぞれ x,

y 方向の格子番号を表す ; 式中の関数 F は

F (ξ) =
1

2
tanh

(
ξ

4

)
+ tanh

(
7ξ

4

)
(B.16)



B.2. 磁気レイノルズ数が極めて小さい場合 85

で定義され、その２階微分を F ′′(ξ) = d2F/dξ2 で表す ; 式中の定数は

Γ1 = max[1, min(1
4
Ha, N

1/3, R−1
m , Λ)],

Γ2 = max[1, min(H1/2
a R1/2

m , N1/4R3/4
m ), min(H1/2

a Λ−1/2, N1/4Λ−3/4)],

Γ3 = Ha,

Γ4 = max[1, HaN
−1/2, HaN

−1/3, H1/3
a R1/3

m , H2/3
a Λ−2/3],

(B.17)

γ1 = 2F (Γ1π/2) + F (Γ1Γ2π/2),

γ2 = 2Γ2
1F
′′(Γ1π/2) + Γ2

1Γ2
2F
′′(Γ1Γ2π/2),

γ3 = F (Γ2) + F (2Γ3) + F (2Γ4),

γ4 = Γ2
2F
′′(Γ2) + Γ2

3F
′′(2Γ3) + Γ2

4F
′′(2Γ4).

(B.18)

B.2 磁気レイノルズ数が極めて小さい場合

Rm → 0 の場合、誘導方程式を解かずに流れ場を求めることが可能であり、収束

解を求めるのに必要とされる労力を著しく軽減できる。

この場合、磁束密度は解析解

Bx = cos x
sinh(Λ−1y)

Λ cosh Λ−1
, By = sin x

cosh(Λ−1y)

cosh Λ−1
, (B.19)

で与えられる。また、誘導方程式 (2.31)を使って式 (2.34)中に現れる Az を消去

すると、電流密度は

jz = u sin x
cosh(Λ−1y)

cosh Λ−1
− v cosx

sinh(Λ−1y)

Λ cosh Λ−1
. (B.20)

式 (B.5)-(B.7)および (B.19), (B.20)を使って D, fx, fy を求めると、式 (B.1)-(B.3)

は u, v, p に関する閉じた方程式系となる。 Rm が有限の場合の手順の内、gnz の

計算と式 (B.4)の時間積分を省く。 格子系は Rm が有限の場合と同じである。
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B.3 磁気レイノルズ数が極めて小さく無次元波長が極
めて大きい場合

Rm → 0 かつ Λ→∞ の場合、誘導方程式を解かずに流れ場を求められることに
加えて、圧力 p が x のみの関数となるので、収束解を求めるのに必要とされる

労力をさらに軽減できる。

この場合、圧力方程式と y 方向の運動方程式が独立でなくなるので、特別な

工夫が必要である。[31] 通常のMAC法では数値誤差を考慮して、連続の式 D = 0

を使わずに、D を x と y の関数として取り扱った。 Λ→∞ の場合には、y 方
向の運動方程式が縮退したことによって生じた自由度を利用して、

∂D

∂y
= 0 (B.21)

を仮定する。 この仮定のもとで、式 (B.5)を y で積分すると

v = − ∂

∂x
(ψ −Qy). (B.22)

ただし、積分の際には y = 0, 1 での境界条件 v = 0 を考慮した ; 流れ関数 ψ と

流量の半値 Q は

ψ =
∫ y

0
u dy, Q(x) =

∫ 1

0
u dy (B.23)

で計算される値である。

圧力 p および流速 u は次のような式で計算される:

∂2p

∂x2
=
∂Ω

∂x
+

1

∆t

∂Q

∂x
, (B.24)

∂u

∂t
= −∂p

∂x
+ fx, (B.25)
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ここで

Ω =
∫ 1

0
fx dx, (B.26)

fx = − 1

N

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
+

1

H2
a

∂2u

∂y2
− 2jzBy, (B.27)

Bx = 0, By = sin x, (B.28)

jz = u sin x. (B.29)

式 (B.24)の右辺第２項は数値誤差の蓄積を防ぐための補正項である。 この

補正項の役割を理解するために、式 (B.24), (B.25)から p を消去し、0 ≤ y ≤ 1

で積分すると

∂

∂t

(
∂Q

∂x

)
= − 1

∆t

∂Q

∂x
+ (数値誤差) (B.30)

が得られる。ただし、実際の数値計算では各時間ステップごとに数値誤差 (打ち切

り誤差とまるめ誤差の和)が発生することを考慮して、右辺第２項を付け加えた。

もし、補正項 (右辺第１項)が無いならば、初期条件で流量一定 ∂Q/∂x = 0 が満

足されていても、時間ステップが進むにつれて誤差が蓄積し数値実験が破綻する。

一方、補正項が有る場合には、∂Q/∂x の値は過渡的に指数関数 exp(−t/∆t) で
減少し、その後は数値誤差と∆t に依存する一定のオーダーに保たれると期待で

きる。 したがって、∆t を調節することによって ∂Q/∂x の値を要求される微小

なオーダーにすることが可能である。

実際の計算は次のような手順で行った:

(i) 時間 t = n∆t の値 un を与える,

(ii) それを使って ψn, Qn, vn を計算する,

(ii) fnx , Ωn を計算する,
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(iii) 式 (B.24)を解き pn を求める,

(iv) 式 (B.25)を時間積分し un+1 を求める,

(v) 手順 (ii)に戻る.

ψ, Q, Ω の数値積分は台形則で計算した。 その他の手順や格子系は Rm および

Λ が有限の場合と同様である。



付 録 C

慣性が支配的な流れの漸近解の計算

複合漸近展開 [37]の手順に従って解を求める。

C.1 中心領域の解

中心領域ではMHD境界層の補正項および Sublayer の補正項は無視できる。 し

たがって、式 (4.12)-(4.14)を (4.3), (4.5)-(4.7), (4.9)に代入すると以下のような

方程式を得る:

〈
∂2A

(c)
0

∂y2
sin x

〉
= −1

2
, (C.1)

〈
∂2A

(c)
1

∂y2
sin x

〉
= cr

〈
∂A

(c)
0

∂x

∂2A
(c)
0

∂y2

〉
, (C.2)

〈
∂2A

(c)
2

∂y2
sinx

〉
= cr

〈
∂A

(c)
0

∂x

∂2A
(c)
1

∂y2
+
∂A

(c)
1

∂x

∂2A
(c)
0

∂y2

〉

+
c2
l

2
(1− y2)

〈
∂2A

(c)
0

∂y2
sin x

〉
− c2

l

〈
∂2A

(c)
0

∂x2
sin x

〉

−c
2
h

2

d2U
(c)
0

dy2
+
c2
n

2

〈
u

(c)
0

∂u
(c)
0

∂x
+ v

(c)
0

∂u
(c)
0

∂y

〉
, (C.3)

89
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∂u
(c)
0

∂x
+
∂v

(c)
0

∂y
= 0, (C.4)

U
(c)
0

∂u
(c)
0

∂x
+ v

(c)
0

dU
(c)
0

dy
= −∂p

(c)
0

∂x
+ 2




∂

2A
(c)
0

∂y2
sin x




 , (C.5)

∂p
(c)
0

∂y
= 0, (C.6)

∂2A
(c)
0

∂y2
= −U (c)

0 sinx, (C.7)

∂2A
(c)
1

∂y2
= −U (c)

1 sinx+ crU
(c)
0

∂A
(c)
0

∂x
, (C.8)

∂2A
(c)
2

∂y2
= −U (c)

2 sin x+
c2
l

2
U

(c)
0 (1− y2) sin x− c2

nu
(c)
0 sin x

+crU
(c)
1

∂A
(c)
0

∂x
+ crU

(c)
0

∂A
(c)
1

∂x
− c2

l

∂2A
(c)
0

∂x2
, (C.9)

A
(c)
0 , A

(c)
1 , v

(c)
0 には境界層の補正が無いので、壁面 y = −1 での境界条件

A
(c)
0 = 0, A

(c)
1 = 0, v

(c)
0 = 0 (C.10)

が要求される。 また、対称条件

∂A
(c)
k /∂y = 0, v

(c)
k = 0 (C.11)

が y = 0 で要求される。

これらの方程式を解くと以下のような解を得る:

U
(c)
0 = 1, U

(c)
1 = 0, U

(c)
2 =

1

6
c2
r(1− y4) + c2

l (1− y2), (C.12)
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u
(c)
0 = 0, v

(c)
0 = 0, p

(c)
0 =

1

2
sin(2x). (C.13)

A
(c)
0 =

1

2
(1− y2) sin x, A

(c)
1 = − 1

24
cr(5− y2)(1− y2) cos x,

A
(c)
2 = − 1

144
c2
r(1− y2)3 sin x+ a2(x),

(C.14)

C.2 MHD境界層の補正

MHD境界層では、展開式 (4.14)は次のように表現できる:

U = 1 + U
(b)
0 (η) + εU

(b)
1 (η) + ε2U

(b)
2 (η) +O(ε3), (C.15)

ũ = u
(b)
0 (x, η) +O(ε), (C.16)

ṽ = ε
[
g1(x) + v

(b)
1 (x, η)

]
+O(ε2), (C.17)

p̃ =
1

2
sin(2x) +O(ε), (C.18)

Az = chεη sinx+ ε2
[
−1

2
c2
hη

2 sin x− 1

3
chcrη cosx+ a2(x) + A

(b)
2 (x, η)

]

+ε3
[
a3(x) + A

(b)
3 (x, η)

]

+ε4
[
1

6
c3
hcrη

3 cosx+ a4(x) + A
(b)
4

]
+O(ε5). (C.19)

中心領域の解は η を固定して展開された。 また、Sublayer の補正項は無視でき

る。関数 g1(x), a3(x), a4(x)は中心領域の解の下壁での値 v
(c)
1 (x,−1), A

(c)
3 (x,−1),

A
(c)
4 (x,−1) に等しい。



92 付 録 C. 慣性が支配的な流れの漸近解の計算

MHD境界層を調べるために式 (4.3), (4.5), (4.6), (4.9)-(4.11)を引き伸ばさ

れた座標 η で表すと次のような方程式系を得る:

c2
nε

2

〈
ũ
∂ũ

∂x
+

ṽ

chε

∂ũ

∂η

〉
= 1 +

d2U

dη2
− 2〈jzBy〉, (C.20)

∂ũ

∂x
+

1

chε

∂ṽ

∂η
= 0, (C.21)

U
∂ũ

∂x
+

ṽ

chε

dU

dη
+ c2

nε
2

[[
ũ
∂ũ

∂x
+

ṽ

chε

∂ũ

∂η

]]

= −∂p̃
∂x

+ c2
nε

2

(
c2
hc

2
l ε

4∂
2ũ

∂x2
+
∂2ũ

∂η2

)
− 2[[jzBy]], (C.22)

crεU
∂Az
∂x

+ c2
ncrε

3

(
ũ
∂Az
∂x

+
ṽ

chε

∂Az
∂η

)

=

(
c2
l ε

2∂
2Az
∂x2

+
1

c2
hε

2

∂2Az
∂η2

)
+ U sin x[1 +O(ε4)]

+c2
nε

2{ũ sinx[1 +O(ε4)] + ṽ cosx[c2
l ε

2(1− chεη) +O(ε4)]}, (C.23)

Bx = − cosx[c2
l ε

2(1− chεη) +O(ε4)] +
cr
ch

∂Az
∂η

,

By = sin x[1 +O(ε4)]− crε∂Az
∂x

,

(C.24)

jz = −
(
c2
l ε

2∂
2Az
∂x2

+
1

c2
hε

2

∂2Az
∂η2

)
. (C.25)

展開式 (C.15)-(C.19)を式 (C.20)-(C.23)に代入すると以下のような方程式を

得る:

d2U
(b)
0

dη2
+

2

c2
h

〈
∂2A

(b)
2

∂η2
sin x

〉
= 0, (C.26)
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d2U
(b)
1

dη2
+

2

c2
h

〈
∂2A

(b)
3

∂η2
sin x

〉
= 0, (C.27)

d2U
(b)
2

dη2
+

2

c2
h

〈
∂2A

(b)
4

∂η2
sin x

〉

=
2crη

ch

〈
∂2A

(b)
2

∂η2
cosx

〉
+ c2

n

〈
u

(b)
0

∂u
(b)
0

∂x
+
g1 + v

(b)
1

ch

∂u
(b)
0

∂η

〉
, (C.28)

∂u
(b)
0

∂x
+

1

ch

∂v
(b)
1

∂η
= 0, (C.29)

(1 + U
(b)
0 )

∂u
(b)
0

∂x
+
g1 + v

(b)
1

ch

dU
(b)
0

dη
=

2

c2
h




∂

2A
(b)
2

∂η2
sin x




 , (C.30)

∂2A
(b)
2

∂η2
= −c2

hU
(b)
0 sin x, (C.31)

∂2A
(b)
3

∂η2
= −c2

hU
(b)
1 sin x, (C.32)

∂2A
(b)
4

∂η2
= −c2

hU
(b)
2 sin x+ c3

hcrU
(b)
0 η cosx− c2

hc
2
nu

(b)
0 sin x. (C.33)

U
(b)
0 , U

(b)
1 , v

(b)
1 , A

(b)
2 , A

(b)
3 には Sublayer の補正項が存在しないので、下側の壁面

η = 0 で境界条件

1+U
(b)
0 = −S, U

(b)
1 = 0, g1+v

(b)
1 = 0, a2+A

(b)
2 = 0, a3+A

(b)
3 = 0, (C.34)

が要求される。また、MHD境界層の補正項はすべて η →∞ で 0 になることを

要求される。

これらの方程式を解くと以下のような解を得る:

U
(b)
0 = −(1 + S)e−η, U

(b)
1 = 0, U

(b)
2 = q2e

−η, (C.35)
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u
(b)
0 =

1 + S

2S
e−η sin(2x), (C.36)

v
(b)
1 =

(1 + S)ch
S

e−η cos(2x), g1 = −(1 + S)ch
S

cos(2x), (C.37)

A
(b)
2 = c2

h(1 + S)e−η sin x, a2 = −c2
h(1 + S) sin x, A

(b)
3 = 0,

a3 = 0, A
(b)
4 = −q2c

2
he
−η sin x− c3

hcr(1 + S)(2 + η)e−η cosx

−c2
hc

2
n

1 + S

S
e−η sin2 x cosx.

(C.38)

C.3 Sublayer の補正

Sublayer では、展開式 (4.14)は次のように表現できる:

U = −S +
cnε(1 + S)

S1/2
ζ + ε2

[
−c

2
n(1 + S)

2S
ζ2 + q2 + U

(s)
2 (ζ)

]
+O(ε3), (C.39)

ũ =
1 + S

2S
sin(2x) + u

(s)
0 (x, ζ) +O(ε), (C.40)

ṽ = O(ε2), (C.41)

p̃ =
1

2
sin(2x) +O(ε), (C.42)

Az =
chcnε

2

S1/2
ζ sin x− ε3

[
chcncr
3S1/2

ζ cosx+
c2
hcn(1 + S)

S1/2
ζ sin x

]

+ε4
[c2
hc

2
n

2
ζ2 sin x− q2c

2
h sin x− 2c3

hcr(1 + S) cos x

−c2
hc

2
n

1 + S

S
sin2 x cosx+ a4(x) + A

(s)
4 (x, ζ)

]
+O(ε5), (C.43)

中心領域の解およびMHD境界層の補正は ζ を固定して展開された。
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Sublayer を調べるために式 (4.3), (4.6), (4.9)-(4.11)を引き伸ばされた座標 ζ

で表すと次のような方程式系を得る:

c2
nε

2

〈
ũ
∂ũ

∂x
+
S1/2ṽ

chcnε2
∂ũ

∂ζ

〉
= 1 +

S

c2
nε

2

d2U

dζ2
− 2〈jzBy〉, (C.44)

U
∂ũ

∂x
+
S1/2ṽ

chcnε2
dU

dζ
+ c2

nε
2

[[
ũ
∂ũ

∂x
+
S1/2ṽ

chcnε2
∂ũ

∂ζ

]]

= −∂p̃
∂x

+

(
c2
hc

2
l c

2
nε

6∂
2ũ

∂x2
+ S

∂2ũ

∂ζ2

)
− 2[[jzBy]], (C.45)

crεU
∂Az
∂x

+ c2
ncrε

3

(
ũ
∂Az
∂x

+
S1/2ṽ

chcnε2
∂Az
∂ζ

)

=

(
c2
l ε

2∂
2Az
∂x2

+
S

c2
hc

2
nε

4

∂2Az
∂ζ2

)
+ U sin x[1 +O(ε6)]

+c2
nε

2{ũ sinx[1 +O(ε6)] + ṽ cosx[c2
l ε

2 +O(ε4)]}, (C.46)

Bx = − cosx[c2
l ε

2 +O(ε4)] +
crS

1/2

chcnε

∂Az
∂ζ

,

By = sin x[1 +O(ε6)]− crε∂Az
∂x

,

(C.47)

jz = −
(
c2
l ε

2∂
2Az
∂x2

+
S

c2
hc

2
nε

4

∂2Az
∂ζ2

)
. (C.48)

展開式 (C.39)-(C.43)を式 (C.44)-(C.46)に代入すると以下のような方程式を

得る:

d2U
(s)
2

dζ2
= − 2

c2
h

〈
∂2A

(s)
4

∂ζ4
sin x

〉
, (C.49)

∂2u
(s)
0

∂ζ2
+
∂u

(s)
0

∂x
= − 2

c2
hc

2
n




∂

2A
(s)
4

∂ζ4
sin x




 , (C.50)
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∂2A
(s)
4

∂ζ2
= 0. (C.51)

下側の壁面 ζ = 0 で境界条件

q2 + U
(s)
2 = 0,

1 + S

2S
sin(2x) + u

(s)
0 = 0,

−q2c
2
h sin x− 2c3

hcr(1 + S) cos x− c2
hc

2
n

1 + S

S
sin2 x cosx+ a4 + A

(s)
4 = 0

(C.52)

が要求される。 また、Sublayer の補正項はすべて ζ →∞ で 0 になることを要

求される。

これらの方程式を解くと以下のような解を得る:

U
(s)
2 = 0, q2 = 0, (C.53)

u
(s)
0 = −1 + S

2S
e−ζ sin(2x+ ζ). (C.54)

A
(s)
4 = 0, a4 = q2c

2
h sin x+2c3

hcr(1+S) cos x+c2
hc

2
n

1 + S

S
sin2 x cosx.(C.55)

式 (C.12)-(C.14), (C.35)-(C.38), (C.53)-(C.55)を展開式 (4.14)に代入すると、

漸近解 (4.16)-(4.20)を得る。



付 録 D

電力 P ′gen を求める式の式変形

アンペールの法則 (2.23)に sin(2πx′/λ) を掛けて、0 ≤ x′ ≤ λ で積分すると、y′

に関する常微分方程式

d2

dy2

[∫ λ

0
A′z sin

(
2πx′

λ

)
dx′
]
−
(

2π

λ

)2
[∫ λ

0
A′z sin

(
2πx′

λ

)
dx′
]

= −µ
L

∫ λ

0
j′z sin

(
2πx′

λ

)
dx′ (D.1)

を得る。 y′ = ±(h− 0) での境界条件 A′z = 0 のもとで上式を解くと
∫ λ

0
A′z sin

(
2πx′

λ

)
dx′

=
µ

L
λ

2π
cosh

(
2πy′

λ

)∫ y′

h

∫ λ

0
j′z sin

(
2πx′

λ

)
sinh

(
2πy′

λ

)
dx′ dy′

−µL
λ

2π
sinh

(
2πy′

λ

)∫ y′

0

∫ λ

0
j′z sin

(
2πx′

λ

)
cosh

(
2πy′

λ

)
dx′ dy′

+
µ

L
λ

2π
tanh

(
2πh

λ

)
cosh

(
2πy′

λ

)∫ h

0

∫ λ

0
j′z sin

(
2πx′

λ

)
cosh

(
2πy′

λ

)
dx′ dy′,(D.2)

を得る。 したがって、
[∫ λ

0

∂A′z
∂y′

sin

(
2πx′

λ

)
dx′
]

y′=h−0

= −µ
L

∫ h

0

∫ λ

0
j′z sin

(
2πx′

λ

)
cosh(2πy′/λ)

cosh(2πh/λ)
dx′ dy′. (D.3)

これを式 (5.13)に代入すると式 (5.14)を得る。
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