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第 1章

序論

1.1.最適化問題とグラフ

グラフ､ネットワークに対する最適化問題は実用上重要な問題であり､

様々な研究がなされ､多くの分野に応用されている｡ 最適化問題は数学的

に次の様に定式化される｡

目的関数(objectivefunction):軸)-最小

制約条件(constraint):x∈S
(1.1)

ただし､xは決定変数 (decisionvariable,以下では単に変数と呼ぶ)のn次

元ベクトルx-(xl,X,,･･･,Xn)であり､Sはこの問題(1･1)において変数xがとる
ことを許された値の集合であり､問題(1.1)の実行可能領域(feasibleregion)

と呼ばれる｡ そして目的関数fはSを含む適当な集合上で定義された実数値

関数である｡ 制約条件x∈Sを満たすxを問題(1.1)の実行可能解(feasible

solution)と言い､任意のx∈Sに対 してf(x*)≦n;x)を満たす実行可能解方*∈S

を問題(1.1)の最適解(optimalsolution)と言う｡ 最適化問題は具体的に与えら

れたfとSに対して､最適解x*∈Sを兄いだすことが目的である｡ (最適解は

一般には複数存在するが､通常はそのうち一つ兄いだせば良いとされる｡

ただし､最適化問題の中には､最適解の全列挙を要請する様な問題もある｡ )

また､目的関数が与えられず､実行可能解が存在する(yes)か否(no)かを判

定する (存在するならば､その内の一つを兄いだす)ことを要請される問

題のことを特に決定問題(decisionproblem)という｡

最適化問題は変数が整数等の離散値 (かつ有限範囲に限定されることが

多い)を取る場合には特 に組合せ最適化問題(Combinatorialoptimization

problem)と呼ばれる○ 組合せ最適化問題には､実に様々な実用上重要な問

題が含まれるが､特にグラフ､ネットワークに対する問題はその中でも最

も有名かつ重要な分野の一つであると言っても過言では無いo
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以下、いくつか記号と用語の定義をおこなった後、グラフと関連する用

語の定義を行なう。

記号：＝は左辺を右辺で定義すること、あるいはアルゴリズム中では左辺

の変数に右辺の数値を代入することを意味する。Lx」は実数x以下の最大の

整数、「x1は実数x以上の最小の整数を表す。集合。の要素数をlqで表す・集

合q，q，…，qが集合Cの分割であるとは、

　　　∪卜1，、，…，。q＝Cかつq∩q＝φ（f≠ノ）

を満たすことを言う。　（但しq＝φであることも認める。）

グラフ（graph）G＝（V；劫は節点（node）の有限集合Vと、節点対を結ぶ枝（edge）

の有限集合E⊆y×Vによって定義される。各枝はその両端の節点対を用い

てe（x，y）（但しx，y∈V）の様に表すことが出来る（但し、節点x，yの問に枝

が複数存在することが許される場合には、混同の怖れが無い場合に使用す

る）。この時、節点x，yは枝e（x，y）の端点（terminal）であると言い、枝e（x，y）は

節点x，yに接続する（incident）と言い、　xとyは互いに隣接する（adjacent）という6

枝に方向を考えない様なグラフを無向グラフ（undirected　graph）、方向を考

えe（x，y）と（Ky，x）を区別する様なグラフを、有向グラフ（directed　graph）という。

有向グラフの枝を無向グラフの枝と区別するために特に有向枝（arc）と呼ぶ

こともある。有向枝を特にa（x，y）と表現することもある。また・a（x，y）の両

端点を区別して、xをa（x，y）の尾（tail）、　yをa（x，y）の頭（head）と呼ぶこともある。

また、有向枝の集合を記号Aを用いて表し、有向グラフをG＝（V；A）と表し、

無向グラフと区別することもある。グラフが無向であるか有向であるかが

文脈から明らかな時には単にグラフと記することもある。以下にグラフの

基本的な用語を定義しておくが、これらは特に断わらない場合は無向グラ

フ、有向グラフ双方に適用される。なお、1要素からなる集合｛x｝は単にx

とも書く。

　グラフ伊（聖代に対して、グラフG』（y’，E’），　V’⊆玩E’⊆EをGの部分グラ

フ（subgraph）という。　vr自身を節点集合とする（つまりV』Vである）部分グ

ラフを全域部分グラフ（spanning　subgraph）という。E’⊆Eに対して

　　　》（E’）：＝｛x，y∈Vle（x，y）∈E’｝・

V’⊆Vに対して

　　　E（V’）：＝｛e（x，y）∈・日x，y∈V7｝

と定義する。G（V（E・），E’）（G（V’，E（》・）））をE’（γ’）で誘導されたグラフ

（induced　graph）と言う。　W⊆Vに対し・

　　　　　　　　　　　　　　　　　2



　　　G－W：＝（V」W：，E（V」W））、

F⊆Eに対し、

　　　G－F：＝（V，E一」F）

と定義する。また、V（（のとE（σ）は、それぞれGの節点集合と枝集合を意味

する。2つの節点部分集合XY⊆V（X∩y』φ）に対し、

　　　E（X，め：＝｛e（x，y）∈Elx∈X，y∈Y｝

と定義する。グラフを明示したいときにはE（X，y㌃⑦とかく。全ての節点対

x，y∈Vに対してIE（x，y）1≦1であるグラフを単純グラフ（simple　graph）と言う・

1E（x，y）1＞1であることも許すグラフを多重グラフ（multi　graph）と言う。なお・

上記の記号E（V’），E（⑦，E（xy）等は、有向グラフに話を限定している場合

は、A（V’），A（σ），A（X，め等と表す。

グラフぴ（V；局と節点部分集合W⊆Vに対して、グラフG』（V’，E’）が以下

の条件を満たすとする。

　　（1）y』V」WU｛叫（但しwはVに含まれない新しい節点）

　　（2）任意のx，y∈“Wに対し、　IE（x，メ（別＝IE（x，y∫（7）1が成立する。

　　（3）任意のx∈V」Wに対し、IE（x，W◎1＝IE（x，w∫G’）1が成立する。　（有向

　　　　グラフの場合はIA（w；x∫⑦1＝IA（毘X」σ）1も成立する。）

　このときG’を、σのWによる縮約グラフ（contracted　graph）といい、（ヲWで

表す。また、縮約グラフを作る操作を縮約する（contract）という。

　　　deg（x）：＝IE（x，　V」x）［

を節点xの次数（degree）と言う（グラフを明示したい時にはdeg（x；G）と表す）。

但し有向グラフの場合は、xを尾とする枝と頭とする枝を区別して、

　　　deg。ut（x）：＝lA（x，　v＝x）1

を節点xの出次数（out－degree）、

　　　degin（x）：＝lA（VLx，x）1

を節点xの入次数（in－degree）と呼ぶ。

節点と枝の交互列
　　　vl，　e1，　v2，　e2，…，　xk．1，　ek－1，　vk（但し、⇔＝e包，巧．1），f∈｛1，2，∴・，1d｝）

を路（path）と言う。また、　Vl，　v澗の路とも言う。v、を始点、除を終点と呼び・

始終点を区別しないときには端点（terminal）と呼ぶこともある。　X，　Y⊆Vに

ついて、XY間の路とは、x∈）くy∈y間の路のことである。始終点が一致

する路を閉路（cycle）と言う。始終点以外は同じ節点を2度以上経由しない

閉路は単純（simple）であると言う。路の長さ（length）は路に含まれる枝の数で
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定義する。路を記述する場合は、含まれる節点または枝の系列として表現

する。例えば

　　　〈Vl，v2，…，vη〉、但しv1，v2，…，vη∈y

叉は

　　　〈epe2，…，eη〉、但しe1，e2，…，en∈E

の様に書く。また、路pの節点集合をV（p）、枝集合をE（p）（有向グラフに話

を限定している場合はA（p））と表現する。

グラフG＝（玩劫において、x，y∈V問に路が存在する時、　xとyは連結

（connected）であると言う。無向グラフG＝（V；β）の部分グラフG』（y’，E’）が、

（1）G」（V’，E’）は連結であり、かつ（2）G’を真に含む（「V’⊆VP”かつE’⊆E”」

かつ「V’≠V”またはE’≠Eづ）任意の部分グラフG”＝（V”，E”）が連結では無

いとき、G’をGの連結成分（connected　component）という。無向グラフ

G二丁劫において全ての節点対x，y∈Vが連結である時、　Gは連結であると言

う。閉路を含まない無向グラフを森（forest）といい、連結な森を木（tree）とい

う。無向グラフG＝（v，E）の全域部分グラフG』（V，E’）で、　Gは森でありかつ・

任意のθ∈E－E’について（V，EUe）が森ではない様なものを、σの全域極大森

（maximal　spa㎜ing　forestという。全域極大森が連結であるならば全域木

（spanning　tree）という。明かに、連結なグラフの全域極大森は全域木である。

無向グラフG＝（v，劫，x，y∈v，　k∈｛自然数｝とする。任意のW⊆V；

IWIくk1E（x，y）iに対して、　x，yがG－W」E（x，y）において連結である時・xとyはk

一点連結（1mode－connected）であると言う。G＝（玩匂において任意の節点組

x，y∈Vがk一点連結ならばGはk一点連結であると言う。k一点連結性を満たす最

小のkを点連結度（node－connectivity）と言い、　x，y∈V間の点連結度をK（x，y∫⑦

（誤解の怖れの無い時にはK（x，y））、Gの点連結度を1〈（⑦と表す。　k点連結、

点連結度のことを単にκ連結（κconnected）、連結度（connectivity）と言うこと

もある。

無向グラフG＝（玩劫，x，y∈V；k∈｛自然数｝とする。任意のF⊆E，旧くkに対

して、x，yがG－Fにおいて連結である時、　xとyはk一枝連結（1←edge－connected）で

あると言う。G擬V，劫において任意の節点組x，y∈Vがん枝連結ならばGは

k一枝連結であると言う。枝連結度λ（x，y∫⑦，λ（x，y），λ（⑦も点連結度と同様に

定義される。定義から、連結と1点連結と1枝連結は同値である・

複数本の路について、それらのどの二つの路も節点を共有しない時、こ

れらの路は点素（node－disjoint）であると言い、どの二つの路も枝を共有しな

　　　　　　　　　　　　　　　　　4



い時、これらの路は枝素（edge－disjoint）であると言う・また、端点を除いて

節点を共有しない時、これらの路は内素（intemaUy－disjoint）であると言う。

定義より、点素あるいは内素ならば、枝素である。

G＝（V，局におけるx，y∈Vの距離（distance）とは、長さ最小のx，y問の路の長さ

で、dis（x，y◎あるいはdis（x，y）と表す。　max．．y∈vdis（x，y◎をGの直径

（diameter）と呼ぶ。

グラフはその定義の素朴さに比べ、実に様々な対象がモデル化されるた

め、とても重宝されている概念であるが、特に通信網や交通網等網状の形

態をモデル化するのに有用である。次節で本論文で扱う通信網について説

明する。
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1.2.通信網の基本構造とその管理

通信網は現代社会ではもはや必要不可欠のものとなった｡近年､急速な

計算機技術の発展や､それを応用した高能力の交換機や設備の導入､情報

伝達網の発展に伴い全国の情報監視が可能になる等によって､通信網にお

いて技術的に高度な制御､管理が行なえる様になってきた｡

通信網の基本的な構造は､通信端末と交換機､加入者線､中継線からな

る｡ 加入者線と中継線を総称して通信回線 (あるいは単に回線)という｡

通信端末 (以後単に端末と記す)は加入者線によって交換機に接続され､

適当な交換機間が中継線で接続される｡通常､端末間を直接結ぶ通信回線

は無い｡よって､ある端末からある端末へ通信要求があると､適当な交換

機を経由して接続される｡ 各経由交換機では､適当な入回線と出回線とを

接続する｡ これを交換と呼ぶ｡交換方式には回線交換方式(circuitswitching

system)と蓄積交換方式(Storeandforwardswitchingsystem)がある[AKIY73]｡

回線交換方式は各通話が通話開始から終了まで回線を1本補足し続ける方

式で､公衆電話回線のほとんどはこの方式である｡ 蓄積交換方式交換方式

は､通信を小包の様に断片的なデータに分け､バッファメモリに蓄積し､

回線の空きを狙って送られる方式で､データ通信等の遅延があまり問題 と

ならない場合の通信に適している｡

公衆通信網は一般に大規模になるので､どの国でも公衆通信網は通常階

層構造をしている｡ 例えばNTTの公衆電話網では､各端末 (電話機等)か

ら延びている電話線は数千～数万本単位でGC(GroupunitCenter)と呼ばれ

る局に集約され､さらにGCから延びている通信回線はZC(zoneCenter)に集

約される｡ zCは大体､県と一対一対応している｡ よって県間の通話がzc間

の通話となると考えて良い｡ZCと､zc間の通信回線より成る通信網を中継

網と呼ぶ (図1.1) ｡ 本研究で扱う問題は回線交換方式の公衆中継網上の問

題が元になっている｡ 本稿では今後単に中継網と記した場合は回線交換方

式の公衆中継網を意味する｡ 各zcは通常複数の交換機によって構成されて

いる｡ zcの交換機を中継交換機､GCの交換機を加入者交換機 と区別して

呼ばれているが､本稿では､前述の様に基本的に中継網を対象とするので､

単に交換機と言った場合､中継交換機のことを意味することにする｡ また

ZCのことを局(center)という｡
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中継網

．zσ
中継線：

加入者線

中継線

　　GC GC GC

　　　　　図1．1　NTT電話網の構造

Fig．1．1　Th・St・・ct・・e・f　NTT’・t・lec・mmunicati・n　n・tw・・k・
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　通信網の管理（management）は設計（design）と制御（contro1）に大別される。設

計は各局間の通信量（これをトラピック（traffic）と呼ぶ）の需要を予測し、

必要となる設備数を算出する作業である。設計結果を通信網に実現するの

には工事期間が必要なので、設計は数か月から一年の周期で実行される。

制御は、現在の通信網設備を巧く運用することでなるべく良いサービスを

提供し、サービス水準を維持しようとすることである。制御法には、通信

要求をなるべく空いている回線を使って接続する迂回制御（routing　contro1）、

チケット予約等でよくあることだが通信網では処理仕切れない程の多量の

通信要求があった時に、処理出来る量以上の通信要求を受付けなくする輻

車奏制そ卸（congestion　contro1）等がある。

　こうした設計、制御を正確に行なうためには、通信網の状態やトラピッ

クを正確に把握するための、情報収集設備が必要である。NTTでは

ATOMICSと呼ばれる収集装置によって、全国に300あまり存在する交換

機から、受付呼（通信要求の一つ一つを呼（call）という）数や完了（接続に

成功したことを完了（completion）という）呼数、呼の平均保留時間（average

holding　time；回線を補足している時間）等のデータを3分毎に収集、蓄積し、

全国の網管理局でそのデータを参照できる様にしている。その結果、通信

網やトラピックの現状の正確な把握と、それに基づいた素早い制御措置の

実行、過去のデータの蓄積に過ついたより緻密な設計が出来る基盤が整っ

てきている。例えば、伝送路が故障で切れた場合には、これまでは管理者

が限られたデータと長年の感に基づいて切り替え先の予備伝送路を決定し

ていたが、これからは全国の伝送路網データと現在の使用状況、これから

の工事予定等を考慮にいれて、最適な切り替え先を決定できる様になる。

近年になって通信網管理に影響を及ぼしたもう一つの要因に、使用者の

意識の変化がある。つまり、新サービスの導入や複数会社の競合、電話の

使用目的の多用化、料金体形の変化等によってトラピック変動も多様化し

たため、逆に日々のトラピック予測が困難になりつつある。しかし通信網

を管理するには、この様な状況においても網設備の過不足を無くし、常に

効率的に網を運用していく必要がある。そのためには、前述のATOMICSの

様な情報収集装置を用いて得られた正確なデータに基づき、計算機を用い

て高速に最適化問題を解く必要が増えてくる。ではどの直な最適化問題が

必要とされるのか、次節で説明する。
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1.3.通信網管理と最適化問題

前述の様に通信網はグラフによってモデル化し易い｡例えば､中継回級

を枝に､交換機を節点に置き換えることによって､電話網の接続関係がグ

ラフによって簡単に表現される｡ 勿論､こうしてモデル化することによっ

て､各回線の伝送方式の違い､各交換機の規模や性能の違い等､多 くの情

報が失われるが､逆にそういった情報とは無関係な性質 (例えば任意の交

換機間で通信が可能か否か等)を扱う場合には､却ってこうした簡単なモ

デルの方が扱い良い｡

通信網の設計､制御を考える場合には単に接続 してるだけではなく､各

節点間でどれだけの情報をやりとりできるかを考慮することも重要であるo

そのため､グラフの枝に容量を与え､指定した節点間に指定した量の流れ

を流せるか否かを扱う様なモデルを考ることも意味深い｡この様なモデル

を通常ネットワーク(network)と呼ぶ｡ただし､ネットワークの定義は扱 う

問題によって異なり､統一 した定義は無い｡本研究では第3章 と第4章で

ネットワークを扱い､定義もその都度行なう｡

グラフ､ネットワークに対する組合せ最適化問題には様々な問題があり､

通信網設計 ･制御に貢献している｡ 以下にその例を上げるo

最小費用木問題(MST;minimumcostspanning-treeproblem)

[入力] 連結無向グラフG-(V,臥 枝の費用関数C:E-(正実数)

[目的関数] ∑ e∈E･C(e)-最小

[制約条件] G･-iV,E,)はGの全域木 (木である全域部分グラフ)
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最大流問題（MF；maximum　flow　problem）

［入力］有向グラフG＝（V；A）、流出点5∈V、流入点‘∈玖

　　　　枝の容量関数ロ：A→｛正実数｝

［目的関数】Σ、∈礁困f（a）一こ口∈A隔f（a）→最大

［制約条件］0≦f（a）≦ロ（a），a∈A

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0，v∈V」｛8，‘｝

　　　　　　Σπa）一Σπa）≧o，に・
　　　　　a∈《（γ，vLv）　　　　　　　∂∈A（v」y，v）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦0，v＝‘

　　　　　ん4→｛正実数｝

線形計画問題（LP；1inear　programming　problem）

［入力］馬，島，ら∈｛実数｝，f」1，2，…，m，声L2，…，η　（但しη，　mは自然数）

［目的関数1　Σ洞η（｝ろ・→最小

［制約条件1　Σ洞ηa酒＝切　1士1，2，

　　　　　　琴ノ≧0，　ノ』1，2，’”・η

。’● Cm

最小費用木問題MSTにおいて、変数を、　IEI次元のベクトル（各成分が各7

に一つずつ対応する）と考えて、解に含まれる枝に対応する変数を1に

解に含まれない枝に対応する変数を0とすると考えると、MSTが組合せ＝

適化問題であることが容易に理解される。最大流問題MFは、変数fの定i

域が正実数であるが、容量関数が整数であるならば最適解も整数ベクト

になることを保証する定理［FORD　59］［IWAN　93］があるので、組合せ最適・

問題と考えることが出来る。また、容量関数が実数の場合でも、線形計’

問題LPに定式化できるため、次に述べる様にLPが組合せ最適化問題と考

られるので、やはり組合せ最適化問題となる。LPも変数x〃の定義域が実

であるが、最適解が存在するならば、実行可能領域を表すη次元凸多面体

端点に最適解が存在することが保証されており［DANT　63］［IBAR　93］、や1

り組合せ最適化問題と考えることが可能である。

　これらの、通信網に対する適用例を説明する。通信網の骨格を構成す

問題がMSTに定式化される。骨格とは最低限存在しなければならない底

を意味する。骨格にさらに経済性を考慮して回線を付与していくことで・

通信網の形ができる。通信網は、交換機を節点、通信回線を枝に対応さ・
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ることでグラフに定式化できる｡ 通信網の満たすべき最低限の条件として､

任意の交換機間に通信経路が存在することであろう｡ これを満たす必要十

分条件がグラフが連結であることである｡ 通信回線を張るのに要する費用

をその枝の費用とすjtば､最小費用な連結全域部分グラフを作成する問題

になる｡ 費用関数が正なので､最小費用連結全域部分グラフは最小費用全

域木になり (詳細な説明は略する)､本間題がMSTになることが分かる｡

現在の空き設備で､指定した2局間にどれだけの通信が可能かを計る場合

にはMFが使われる｡ 局を節点､局間の通信回線を枝に対応させ､使用可能

な回線数を枝の容量とすれば良い｡LPはその定義の広さから様々な問題が

定式化される｡ 代表的な例としてAT&Tが通信網設計を､大規模LPを解 く

算法として有力視されているKarmarkar法[KARM84】を用いて行なっていた

時期があった[ASH81]ことをあげておく｡

ifl



1.4.計算量理論

本論文では､計算量理論が重要な役割を果たすので､本節でその概略を

説明する｡ 詳細は[GARE79日PAPA82日IBAR89b】等の専門書を参照された

い｡組合せ最適化問題には1.3で述べたMST,MF,LPの他にも様々な問

題(problem)がある｡ 与えられた問題を解 く為の､機械的操作からなる有限

の手続きをアルゴリズム(algorithm)という｡ 但 しアルゴリズムはその実行

が有限時間内に停止しなければならない｡必ずしも有限時間に停止するこ

とが保証されていないものを､単に手続き(procedure)と呼んで､アルゴリ

ズムと区別する｡ アルゴリズムの評価法で重要なのは､その実行に必要な

計算時間と記憶領域の広さである｡ 計算時間や記憶領域は､実際には使用

する計算機やプログラミング言語の違いで異なるが､組合せ最適化理論で

は､これを計算量(complexity)という概念に統一して扱う｡ 計算量には時間

量(timecomplexity)と領域量(spacecomplexity)とがあり､それぞゴ1が計算時

間と記憶領域に対応している｡ 本論文では､時間量のみを扱うが､その理

由は､通常､領域量は時間量で押さえられるからである｡ よって今後､特

に断わらない限り､計算量とは時間量を意味するものとする｡ 計算量とは､

計算機にランダムアクセスマシン(RAM)を想定し､四則演算や比較等の基

本演算を1ステップと考えたときの､計算終了までに必要なステップ数で

ある｡ 一つの問題は､通常無限個の問題例(probleminstance)からなってい

る｡ 例えば問題MSTは､グラフG=(V,E)と枝のコスト関数C:E-1(正実数)を

具体的なデータとして与えることによって定まる無数の問題例の集合であ

る｡ 同じアルゴリズムでも､問題例の規模が大きくなれば､計算に要する

ステップ数が大きくなるので､ステップ数は問題例との関連下に評価しな

ければならない｡そこで､アルゴリズムの計算量は､問題例の入力 (つま

り問題例の特定)に必要なビット数nの関数T(n)で表現する｡ つまり､ある

問題のアルゴリズムが､入力長n以下の問題例全てをT(n)ステップ以下で解

く時､そのアルゴリズムの計算量はT(n)であると言う｡ 計算量理論にお い

て通常は定数倍程度の差は本質的では無いため､お互いがお互いの定数僅

以下に収まる様な関数を一纏めにしてq和 ))(オーダーf(n)と読む)の様に

表現する｡ つまり､T(n)=CU(n))であるとは､ある定数C,mが存在して､仝

てのn≧mtこ対して

T(n)≦cf(n)
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が成立することを意味する。0（πη））の1（η）にはなるべく簡単な関数を使う。

例えば
　　　2．5n2＋η1・9η＋100η＝αη2）

となる　

　アルゴリズムの実用性を判断する際に、計算量が多項式であるか指数関

数になっているかが本質的な違いとされる。組合せ最適化問題の多くは、

入力長ηに対し、解の候補が高々0（め（aはある定数）個であり、それらを

列挙して一つ一つ調べていけば有限時間内に解ける。この様な問題の集合

をNPと呼ぶ（但しNPの厳密な定義は［GARE　79］参照）。クラスNPに属する

問題はこの様な列挙法を用いれば指数オーダーの計算量で解けるが・ηの増

加に伴って計算量が爆発的に増加し、有限ではあっても実際問題として解

くのは不可能である。そこで、多項式オーダーの計算量で解くアルゴリズ

ム（これを多項式時間アルゴリズム（polynomial－time　algorithm）という）が

存在する問題の集合をPと記し、各問題がクラスPに属するかどうかを・そ

の問題が実際問題として解けるのかどうかの判定基準と考えるのである。

勿論、多項式時間アルゴリズムでも、その次数が大きければ（例えば0（ηlo）

等）実際に解くのは難しいが、たとえ次数が大きくとも一旦多項式オーダ

ーのアルゴリズムが発見されてしまうと、それが改良されて実用に耐える

低い次数のアルゴリズムが開発されていくことが多い。

　以下本節では決定問題（1．1参照）に話を限定するが、一般の最適化

問題に拡張しても同様の議論が成立する。クラスNPに属する全ての問題が

クラスPに属するかどうか（つまりP＝NPかどうか）は未解決問題である。

しかしNPの中で最も難しい問題、つまりこの問題がクラスPに属するなら

ばP＝NPが成立するという問題の集合が見つかっている。これをNP完全

（NP一、。mpl，t，）問題と呼ぶ．また、どのNP問題よりも同等以上の難さを持

つ問題をNP困難i（NP－hard）であると言う。NP困難かつクラスNPに属するな

らば、NP完全である。第一号のNP完全問題として、充足可能性問題（SAT）

がNP完全であることが［COOK　711によって証明された。　SATがNP完全問題

であることが判明すると、それ以降のNP完全1生の証明には帰着可能性

（reducibility）という概念を用いることができる。すなわち

　　問題Aの任意の問題例Xに対し、多項式時間で計算できる関数gによっ

　　て、問題Bの問題例姻を構成でき、AlこおけるXの答（y・・あるいは・・）

　　　とBにおける9（恥の答えが一致するとき・AはBに多項式的に
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　　（polynomially）帰着可能である。

以下本稿では、多項式的に帰着可能なことを単に帰着可能という・既知の

NP完全問題Aが、クラスNPに属する問題Bに帰着可能であることが証明で

きたならば、問題BがNP完全であることが証明できる。この手法を用いる

ことによってNP完全問題が次々と発見されていき、これまでに数えきれな

い程見つかっている［GARE　79］。これら全てに対して今だに多項式時間アル

ゴリズムが見つかっていないので、今では大部分の研究者がP≠NPと予想

している。

NP完全問題の中には、一見多項式時間に見える計算量をもつアルゴリズ

ムが見つかっているものもある。例えば「η個の自然数を入力とし、それら

を2つの集まりに分割して、それぞれの大きさ（含む要素の大きさの和）

を全く同じにできるか？」という問題は分割問題（PARTITION）と呼ばれる

NP完全問題であるが、これは各要素の大きさの和をKとすると、αηK）で

解くことができることが分かっている［GARE　79］。これがクラスPを定義す

る上での多項式時間アルゴリズムでは無い理由は、Kを入力するのに必要

なビット数はαlogK）なので、ηKは、　PARTITIONの問題に必要な入力長

η＋logKの指数関数になっているからである。しかし、このアルゴリズムは

Kが小さい値であるならば、十分速いアルゴリズムとも言える。そこで、

この様に問題例の入力に現われる数値に対する多項式まで認めたものを考

える。すなわち、問題Aの問題例Xに対し、Xの入力に必要なビット数を

length（濁、　X中に現われる最大の数値（例えばPARTITIONにおけるK）を

number（濁と表すとする。length（濁とnumber（濁の多項式で表される計算量

を持つアルゴリズムを擬多項式時間（pseudo－polynomial　time）アルゴリズムと

言う。また、ある多項式πη）が存在し、number（濁≦f（length（濁）の制約下に

おいてもなお問題AがNP完全（困難）であるとき、問題Aは強（strongly）NP

完全（困難）であると言う。P≠NPの仮定の下では、強NP困難な問題には

擬多項式アルゴリズムは存在しない。

　さて、ある通信網管理上の問題を解決しようとした場合、まずそれを最

適化問題に定式化する。多くの場合クラスNPに属する問題になる。よって

次にするべきことはクラスPに属するかNP完全であるかを判定することで

ある。　（但しP≠NPの仮定の下では、　PでもNP完全でも無いNP問題が無数

にあることが証明されていて［LADN　75］、実際未だにPかNP完全か判明して

いないNP問題も存在するが、大多数の問題はどちらかであることが証明で



きる。）そしてクラスPに属することが分かれば、より効率的なアルゴリズ

ムの開発を目指す。また、NP完全であるならば、高速な近似アルゴリズム

の開発や、分枝限定法［IBAR　83］等を用いて最悪時の保証は無いが平均的に

速いアルゴリズムの開発を試みる等で問題の解決を計る。近似
（apProximation）アルゴリズムとは、　NP困難等最適解を得るのが困難である

問題に対し、目標関数値が最適解に近い値の解を得ることを目的としたア

ルゴリズムである。目的関数をπx）→最小、最適解をx＊、近似解をズとした

とき、

　　　f（）ピ）一f（x＊）

を絶対近似誤差（absolute　error）、

　　　Rx’）／Kx＊）

を相対近似誤差（relative　errOr）という。　（但し、通常の最適化問題では

πx＊）＞0となる様に定式化される。相対近似誤差はこの不等式が成立する場

合に意味を持つ。）近似アルゴリズムを開発するときには、絶対あるいは

相対近似誤差が小さい定数で押さえられる様なアルゴリズムを得ることが

一つの目標になる。また、

　　　わ≦πx＊）

を満たす実数値わを下界値（lower　bound）という。自明でない下界値を発見す

ることで、近似誤差の評価ができることが多い。



1．5．本研究の位置付け

グラフ、ネットワーク上の組合せ最適化問題には、前節までに述べた他

にも多くの重要な問題があり、それぞれについて詳しく研究がなされ、様々

な効率的な解法が提案されている。しかし組合せ最適化問題は制約条件が

少し変化しただけで、最適性の条件が変わり、元の解法が使えないことが

多い。現実の通信網等への応用を考えると実に様々な制約条件や目的関数

があり、前述の様な単純な問題を解くだけでは不十分であることが多い。

例えば、通信網の各回線群に必要な回線数は、そこを流れる呼量の非線

形関数になる。例えば、呼の生起がランダム、保留時間の分布が指数関数

であるという仮定の下では、回線数ηの回線束に、平均的に‘rfアーランの呼

の要求があった時の呼損率（接続要求のあった呼のうち接続出来ない呼の

割合）わは

b＝B（η，励：＝一調一

　　　　　　1＋Σ‘rfケf！

　　　　　　　f＝1

となる。この式をアーランB式と呼ぶ［AKIY　73］。また、回線は網の種類に

よって異なるが24～600本を設定の最小単位としているので、回線束のコス

トは階段関数（単調増加かつ微分可能な点における微分係数が0）になる。この

コスト関数を厳密に扱って最適化問題を解くのは大変難しい。

また、通信網の構造も厳密に考えると単純なグラフによるモデル化では

不十分なことが多い。例えば現在の中継網はマルチユニット構成をとって

いる。それは、各ZCが複数個の中継交換機から構成されており、その内の

任意の中継交換機から、そのZC内の任意の加入者交換機に接続が可能になっ

ている。但し、同じZC内の交換機どうしでも、互いに接続しているものと

接続していないものとがある。よってこれをグラフでモデル化する場合、

中継交換機を節点に対応させると、ZCの組分けの情報が失われ・ZCを節点

に対応させると、連結性の情報が失われる。どちらか片方の情報があれば

十分な場合は2つのモデル化法を使い分ければ良いが・目的によってはど

ちらのモデル化でも不十分な場合もある（この問題については2章で詳し

く扱う）。
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以上に挙げた例は一例であり、他にトラヒックの種類（電話、FAX、デ

ータ等）やサービスの違い（テレジョーズ、NCC（New　Common　Carrier）呼

等）によるトラヒックの性質の違い、設備故障時の接続品質の保証等を全

て考慮して最適化することはほぼ不可能である。

しかし現実に通信網を管理していく立場としては、不可能であると手を

こまねいているわけにもいかない。そこでよく用いられる解法は、適当な

初期値から初めて、その地点での適当な改善方向を決めて局所的に解を改

良していき、ある条件を満足すれば停止するという、発見的な算法である。

この方法は最適解に辿り着く保証は勿論無いが、計算が比較的容易であり、

しかもある程度妥当な解（最適解に近い目的関数値を持つ解）に落ち着く

可能性が高い。また、もう少し工夫をする場合には、実行可能解を効率的

に列挙する方法である、分枝限定法［IBAR　83］を用いることもある。これも

大規模な問題では解を全て列挙することは難しいので、適当な時間で停止

させ、その時点で得られている最良の解を用いることになる。しかし、こ

ういつた方法をとる場合でも、なるべくその問題の本質を良く反映した最

適化手法を取り入れることにより、解の近似の度合いや、計算時間が改善

される。そこで、通信網管理に現われる制約条件で、これまで理論的に扱

われておらず、しかも一般性があると思われる条件を抽出し、そこに的を

絞って研究することで、従来の理論が応用出来、その上に新たな理論的知

見が得られ、より現実のモデルに忠実な効率的解法の発見があることが期

待される。これらの条件の内いくつかは、今までの概念の拡張になってい

る場合もあり、理論的発展に対する寄与にも期待が持てる。

本研究では、通信網管理から発生したグラフ、ネットワーク上の組合せ

最適化問題について、一般性が有るものについて抽出し、検討した。その

結果新たなモデル化法、効率的に解ける問題のクラス、解けない問題のク

ラス、効率的算法等を明らかにした。第2章では、通信網の骨格を設計す

る問題にマルチユニット等を考慮した場合のモデル化法を提案した。そし

て連結度を拡張した概念「節点・領域連結度」を提案し、その概念を扱う

上で重要な性質をいくつか明かにした。第3章では多品種のネットワーク

フロー問題に、通信網制御上よく現われる制約「経由並数制約」と「均等

配分制約」を加えた問題を考え、それらの計算量を明かにした。そして、

第4章では、それらの知識に基づいて、実際の通信網管理の問題「迂回候

補群作成問題」を解いて、実用に貢献した。



本研究で扱った問題は、通信網管理において重要であることは勿論だが、

通信網以外でも、交通流等多くの問題がモデル化されると考えられる。よっ

てこの結果が、今後、最適化問題の実用研究に広く使われていくことを願

う。



第2章

領域を考慮 した連結性問題

2.1.通信網と連結性

通信網に関する諸現象を理論的に扱う場合､交換局を節点に､交換局間

の回線群を枝に対応させてグラフにモデル化することが多い｡グラフの強

固さを測る指標として､連結度がある｡ 連結度の意味を通信網で考えると､

通信経路を確保するのに､いくつの交換局の故障まで耐えられるか､とい

うことを表す｡連結度はグラフ理論に古くから登場している概念であり､

その性質について多 くのことが明らかになっている【HARA69日BOLL781｡

また連結度を用いて通信網の耐故障性を評価 して､より頑丈な網構成を提

案するという研究もなされている[SONE88]｡

グラフに枝を付加すれば､付加した枝の両端点間の連結度は増加するし､

グラフ全体の連結度も増加するかもしくは変化しないかで､少なくとも減

少することは無い｡よって単に連結度を高めることだけが目的ならば､枝

を増やせば増やすほど良いことになる｡ しかし､経済性や保守の容易性と

いう観点から､なるべく少ない枝数で高い連結性を保持することが望まし

い｡よってこれまでも少ない枝数で高い連結度を達成しようとする研究が

多い｡

[DEBR46日KAUT68日SONE881らは限られた枝数で連結皮が高 くかつ直

径の小さいグラフの構成法を提案した｡これらはグラフ的な視点から理想

的な網構成を提示したもので重要である｡ [FRAN70日ESWA76日FRAN90]

[NAOR90日WATA93]らは与えられたグラフに最小数枝を付加することで

所望の点連結度 (あるいは枝連結度)を達成する多項式時間アルゴリズム

を提案している｡ こjlらは任意の節点間に枝を付加して良いという原則の

問題であるが､実際の通信網では地理的､経済的等の理由で回線を付加出

来ない対地が多く存在することも事実である｡ したがって､こういった場

合に対応するためには､枝を付加できる場所の制限がある様な問題も重要

である｡ この条件下の問題についてもいくつか研究されているが､[FRED
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81］では木に最小数の枝を付加して2点連結（あるいは2枝連結）にする問

題でさえNP困難であることが示されている。そして［FRED　81］［WATA　92］

では、グラフに何本かの枝を追加して、拓点連結（あるいはL枝連結）に

する問題の近似アルゴリズムが提案されている。また、［HAN　92］［KHUl

g2］［NAGA　92］［FRAN　931［GARG　93］らは与えられたL点連結（あるいはム

ー枝連結）なグラフから、L点連結（あるいはκ枝連結）を保ったまま枝を

最大数削除する問題（NP困難）を扱い、それらの高速近似アルゴリズムを

提案している。

グラフのk縦結性を確保する問題については、この様に種々の制約を考慮

した検討がなされているが、実際の通信網の最適化に適用するにはまだ不

十分な点がある。その一つとして、通信網では複数の交換機が集まって一

つの論理的な領域（交換機の集まり）を形成していることがある。通信は、

一つの論理的領域を目的地として経路を選択し、領域内のどれかの交換機

に着信すれば、目的となる着端末まで通信路を確保することができる（図

2．1参照）。この場合、着領域のどれか一つの交換機に接続しさえずれば良

い。そこで交換機を節点に対応させてグラフにモデル化すれば（図2．1（b）参

照）、各論理的領域は一つの節点集合で表される。その結果、重要なのは、

節点間の連結度ではなく、節点と領域の連結度であると言える。

節点と領域の連結度は、［HARA　69］にあるように、領域を節点に縮約した

グラフにおける節点問の連結度になるので、従来、自明なものとしてあま

り理論的に扱われることは無かった。しかし領域を節点に縮約すると、他

の節点問や節点と領域間の連結度が変わってしまうため（図2．2参照）、グ

ラフ全体の連結度を議論する場合には、この方法は使えない。

以上の観点から、本章では、節点と領域の連結度に関し、種々の性質を

明らかにする。まず2．2で節点と領域の連結性を意味する、NA連結

（node－to－area　connection）という概念を導入する。そのあと、与えられたグラ

フと領域に対し、NA連結である最小枝数全域部分グラフを求める問題が

NP困難であること、さらにこの問題に対する線形時間近似アルゴリズムを

示す。この近似アルゴリズムの絶対近似誤差を見積り、本問題のNP困難な

部分問題に対し、絶対近似誤差が定数であること［ITO　94b］を示す・2・3

では1」NA連結性を定義し、その後NA連結に対する議論を迄NA連結に拡張

し、いくつかの性質を明らかにする。そして与えられたグラフに対し、1

．連結性を保存する全域部分グラフは、任意の節点・領域間に対し字引NA連
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（a）論理的交換領域を節点と

してモデル化した通信網

織

（c）論理的交換領域の内部

論理的交換領域

　　　（b）中継交換機を節点とし

　　　てモデル化した通信網

　　　○…・中継交換機

　　　図…・加入者交換機

　　　置・…通信端末

　複数にの場合2つ）の中継交換機で論
理的な交換領域を形成している．任意の中

継交換機に着信すれば、その領域内の任意

の通信端末に；着信できる。

　　　　　　　　　図2．董．通信網の構成

Fig．2．1．　Structure　of　a　telecommunication　network　and　its　modeling．
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結性も保存すること［ITO　94b］を証明する。この性質を用いれば、　k－NA連結

性を保存する最小全域部分グラフを求める問題（NP困難）に対し、　k連結

に関して得られた高速アルゴリズム［NAGA　92】［FRAN　93］を適用することに

よって、相対近似誤差が2倍以内の解を線形時間で得ることができる。2．

4では点連結と枝連結の一般化概念である、界独立な経路数の概念に基づ

く連結度にNA連結を適用し、点問の連結度とNA連結度との関係［ITO　94c］

を示す。2．5ではさらに大規模故障時の被災地からの通信確保を意識し

た制約条件を加えた問題について考察し、NP完全性を示すと共に、近似ア

ルゴリズムを与える［ITO　94a］［ITO　95］。

なお本章では全て無向グラフを扱う。よって単にグラフ、枝と記してあ

るものは全て無向グラフ、無向枝を意味する。

θ y σ　　　．γ

v’ 懸li……卦ゾ

卦’

X x

グラフθ上ではx，yの連結度は2だが、　Vを縮約して得ら

れたグラフσ上ではxゆの連結度は3。

図2．2．縮約によって連結度が変わる例

　Fig．2．2．　Contraction　destroys　connectivity．

22



2．2．最小NA連結問題

2．　2．　1．NA連結性

【定義】グラフ伊（V；劫にVの分割X」｛私，称，…，玲｝が付与されたものを、領

域グラフ（area　graph）と呼び、　G卜3＝（G，恥で表す。□

【定義】グラフ伊（砿劫において、V℃Vとx∈いV’について、あるy∈V’が

存在してxとyが連結である時、xとVF’は節点・領域連結（node－to－area

connected；NA連結）であると言う。また、領域グラフぴ』（G，X）において、

任意の罵と任意のx∈い罵について、xと罵がNA連結である時、σaは節点・

領域連結（NA連結）であると言う。□

【定義】NA連結な領域グラフぴ」（（λX）に対し、ぴ（V；劫の部分グラフ

G』（V’，E’）とX』｛Vl＝秘∩V’1秘∈X｝について、領域グラフ（σ’，X’）がNA

連結であるとき、G’はσa（あるいはG）のNA連結な部分グラフであると

いう。□

定義より、グラフGが連結ならば任意の領域Xに対し（G，濁はNA連結であ

る。しかし、グラフGが連結でないにも関わらず、領域グラフ（G，濁がNA連

結である様な例が存在する（図2．3参照）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　肝

玉

鳩

図2．3．非連結だが、NA連結なグラフ

Fig．2．3．　Disconnected　but　NA－connected　graph．
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2.2.2.最小NA連結問題の複雑さ

本節では次の問題を扱う｡

【定義】最小NA連結問題(MinimumNA-Connectedsubgraphproblem:
MNAC)

[入力]NA連結な領域グラフCla=(G,X),h∈(自然数)
[要請] lE'Ⅰ≦hである様なαaのNA連結全域部分グラフG'=(V,E')が存在す
るかどうかを判定せよ｡ □

最小NA連結問題に村して次の定理が成立することを以下で示す｡

【定理2.1】最小NA連結問題はNP完全である｡ □

本定理の証明の前にNA連結性の必要十分条件を補題として示す｡この性

質は後述の定理2.2の証明にも使用する｡

【補選2.1】領域グラフαa=(G,X)がNA連結である必要十分条件は､Gの各

連結成分が､すべての領域V.1∈ズ内の少なくとも一点を含むことである｡

[=

証明)

必要性 (｢G+aがNA連結｣- ｢各連結成分がすべての領域vj∈方内の少な
くとも一点を含む｣)の証明｡

対偶を証明する｡ ある連結成分Gjが､ある領域V,･内の節点を一つも含まな

いと仮定する｡ このときGjに含まれる節点xを一つとると､どのy∈V,･につ

いてもxとyは連結でない｡つまり､G+aはNA連結ではない｡ (必要性の証
明了)

十分性 (｢各連結成分がすべての領域V,･∈ズ内の少なくとも一点を含む｣
- ｢G+aがNA連結｣)の証明｡
村偶を証明する｡ GがNA連結でないと仮定する｡ すなわち定義から､

あるVL･∈Xとあるx∈V-V,･に対 し､どのy∈Viをとってもxとyが連結でない｡
これはズを含む連結成分をGJとすると､qはyiに属する節点を一つも含まな
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いことを意味する｡ (十分性の証明了) Q.E.D

定理2.1の証明)最小NA連結問題MNACがNPに属するのは明らか｡以下

でNP困難性を示す｡

既知 のNP完全問題である充足可能性問題sAT[COOK71日GARE79]を
MNACに帰着する｡

【定義】充足可能性問題(SAT)

[入力】 U=ful,L12,･･･,UN):ブール変数集合

C=tcl.C,,･･･,CM):Utの節の集合
[要請] 論理式cl∧C;∧･･･<CM=1を満足することが可能であるか否か

を判定せよ｡ □

sATの問題例(U,C)(U=(ul,u2,･･･,uNi,CEfCl,C,,･･･,CM))に基づいて､MNAC

の問題例(d a,h)を以下のように構成し､両問題の解 (yesかnoか)が一致す

ることを示す｡

Gta=((旨(V,E),X)
V=(ul,u2,･･･,uN,｢ul,｢ u2,･･･,｢ uN,Cl,C2,.･.,CM,Dl,D2,...,DM,rl,TO)

E=EIUE2UE3

El=(e(a,･,Ill),e(ru,･,Ill),e(U.･,T.),e(r ui,Ilo)t,'=1,2,･･･,N)

E2=(e(Pi,T.)Li=1,2,...,叫

E,=te(a,C,)lu∈Uかつu∈C,･〉∪te(ru,Cj)Iu∈Uかつ｢u∈Cji
V,･=tu,I,iui),)'=1,2,･･･,N

VN,i=tq,Dji,j=1,2,...,M
VNM.1=(i.1,rOI

h=2(N+A4)

例としてSATの問題例

U=iul,U,,u,,u.hC=H ul,｢ U,,｢ U.),(｢ U..U,,｢ u封
に対して構成したMNACの問題例を図2.4に示す｡
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「MNACにおいて（♂，力）がyes→SATにおいて（し弓C）がyes」の証明

びaのNA連結全域部分グララG』（V，E’）でIE「≦h＝2（N←ハのを満たすものが

存在すると仮定する。lv1＝2（N＋M＞＋2なので、　G’には少なくとも2つ以上の

連結成分が存在する。また補題2．1より、各連結成分は各領域内の節点を少

なくとも一つずつ含む。以上のことから、Gは二つの木（℃，％とする）よ

り構成される森でなければならない。全ての領域が二つの節点より構成さ

れているのでT、，7bは各領域のそれぞれ異なる節点を一つずつ含む・

ここで、r、∈T1，　ro∈％と仮定して一般性を失わない。

℃，％の性質より、りf∈Tlならば一ロ∫∈％であり、一ロ，∈Tlならばu，∈％であ

る。よってSATにおいて

　　　ロf∈男ならばロ1＝1、一ロf∈℃ならばロ1＝0

とすることができる。また、r。∈％より、任意のプ』L2，…，Mに対して身∈％

である。よって任意の寿1，2，…，Mに対しq∈劉である。

仮定より各qとr、は男の枝と節点を経由して連結でなければならないので、

qと接続しているあるαfまたはru，は必ずT1に含まれている。よってSATに

おいて前記のように変数ロ，の値を決めれば、各節qの値は1となっている。

よって、SATの問題例（α（⊃が充足可能、つまりyesであることが示された。

「SATの問題例（α（⊃がyes→MNACの問題例（σa，h）がyes」の証明

（〔ろC）を充足する変数の値｛ロ、＊，u2＊，…，UN＊｝が存在すると仮定する。

ロ∫＊に基づいてぴ上の木Tl，％を次の様に構成する。　rl∈T1，r。∈％とする。

各ノ＝1，2，…，Nについて、ロ」＊＝1ならばロf∈Tl，一ロf∈％、ロf＊＝0ならば一ロ，∈T1，

u∫∈％とする。また、すべてのノ』L2，…，Mに対してρノ∈％とする。（σ，C）はH，＊

によって充足されているので、各節qの値は1となる。すなわち、節qに含

まれるあるリテラル（ロ1または一のの値は1であるが、これは上の構成に

おいてqと接続しているあるu1または一ロ，がT1に含まれることを意味する。

そこですべてのノ』1，2，…，Mについてq∈TIとする。この結果・2つの木Tlと

％が定まるので、これをG』（V，石’）とする。構i成法から容易に分かるように、

GはGの全域部分グラフであり、その連結成分はT1と7bの二つであり、さら

にTlと％は全ての領域罵上の点を夫々1つずつ含んでいるので、補題2．1よ

り、（｝’は♂のNA連結な部分グラフである。また、　IF　I＝2（N←M）＝h・よって

問題例（G←ah　　，）はyesである。

　（定理2．1の証明了）



定理2．1の証明で、SATの問題例を元に構i築したMNACの問題例
（G←a＝（G，X），h）において、常にGは連結であり、かつ全ての罵について1秘1ニ2

である。よってMNACにさらにこれらの制約を付与した問題もNP完全にな

る。この結果を以下に記す。
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【定義】2節点領域の全域独立2木問題（2disjoint　spanning　Tree　of　2－Nodes

　　　Area　graph：2T2NA）

［入力1領域グラフぴ』（G，濁、但しGは連結であり、かつ全ての領域は2

　　　節点より成る。

［要請］　2つの互いに節点を共有しない木雪，％で、かつ任意の秘∈X；

　　　　v，w∈罵に対し、　v∈丁且，　w∈％である様なT1，％は存在するかどう

　　　　かを判定せよ。□

【系2．1】2T2NAはNP完全である。□

証明）定理2．1の証明より明か。　Q．E．D．

通信網における設備の二重化問題が2T2NAに定式化され、近似アルゴリ

ズムが提案されている［HAYA　92］。なお、文献［HAYA　921においては本問題

がNP完全であるか否かは未解決問題であった。

2．2．3．最小NA連結問題の近似解法

定理2．1により、最小NA連結問題がNP完全であることが示された。しか

し、本節では、この問題を枝数最小化を目的とした最適化問題と考えた場

合、問題例G←a＝（G，濁に対し絶対近似誤差がmin（1稀1）一K（但しKはの連結成分

の数）で押さえられる線形時間の近似アルゴリズムが存在することを示す。

この誤差の値はMNACOに対しては定数では無いが、前節の系2・1で示した

様に、1罵1＝2、K』1に限定したMNACである2T2NAもNP完全であり・この問

題の最適化問題版にあてはめてみると、僅かmin（1稀1）一K』2－1＝1の絶対近似

誤差を保証する。
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【定義】最小NA連結問題（MNACO；minimum　NA－connected　spanning

　　　subgraph　problem）（最適化問題）

［入力］NA連結な領域グラフG㌦（G，X）

［要請］最小のIE・1をもつNA連結全域部分グラフG』（鷲E’）を求めよ・［コ

最小NA連結最適化問題は、定理2。1より当然NP困難である。しかし、　Gが

完全グラフの場合は次のような性質がある。

【定理2．2】Gが完全グラフの時、ぴ』（G，X），（駈｛稀，％，…・玲｝）の最小NA連

結全域部分グラフG＊＝（V；E＊）は、IE＊H　v1－min（1罵1）を満たす。□

証明）まずIE’1＝M－min（凹）を満たす様にNA連結全域部分グラフG’を構成

する。h＝min（1稀1）とおく。各罵について空でないh個の部分集合への分割を

任意に作り（V｝1，稀2，…，層1）とする。次にV・LV1UVノ’∪…U瑠1尭1，2，…，hと

定め、部分グラフq＝（yゴ，E（Vノ））の全域木を任意に選び7｝とする。　G』T1∪

％U…∪男1とすれば、各男は全ての稀について男∩罵≠φを満たすので、補‘

題2．1より、G’はGのNA連結全域部分グラフである。また・Tl・ろ・…・男1は互

いに共有節点を持たないので、IE’HTI　U％∪…∪7｝11＝1岡一min（1稀1）である。

よってIE＊1≦M－min（1罵D。

次にG・・の最小NA連結全域部分グラフぴがK個の連結成分G＊1・G＊2・…・G＊K

より構成されているとする。補題2．1より、任意の罵と任意のG＊ノについて、

叩照、）≠φでなければならなV・・よってκ≦min㈱・さらに

　　　1E＊1≧M－K≧M－min（巴D。

上の二つの結果を合わせ、IE＊HVI－min（凹）を得る。　Q・E・D・

定理2．2は、完全グラフGにおいては、節点数Mと最小節点数領域の含む

節点数min（1稀1）が決まれば、領域数や、他の領域の含む節点数等と関係なく、

最小枝数のNA連結グラフの枝数が決まることを示す。これは最小枝数の連

結グラフの冊数が、1El＝M－1で与えられることの拡張である・

また、完全グラフに対する結果である定理2．2は、一般のグラフに対する

最小NA連結最適化問題の下界値を与えているとも考えられる。よってこの

ことを利用して、近似アルゴリズムの誤差を評価することができる。一方・
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MNACの実行可能解として次の定理に示す全域部分グラフが存在する。こ

の正当性は補題2．1から簡単に導くことができる。

－
h

【定理2．3】NA連結な領域グラフぴ』（G，酌に対し、　Gの全域極大森をTとす

ると、（T，X）もNA連結である。□
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D
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証明）補題2．1より、Gの各連結成分は、すべての領域の少なくとも一節

点を含む。TはGの全域極大森なので、　Gにおいて同一連結成分に属する節

点対はTにおいても同一連結成分に属する。よって、Tの各連結成分も、す

べての領域の少なくとも一節点を含む。従って補題2．1より、（7しX）はNA連

結である。　Q．E．D．

グラフ伊（V；劫の全域極大森は、適当な探索法を用いることにより・線形

時間0（M＋IEI）で見つけることができる［IBAR　89a］。よって定理2・2と定理2・3

から以下の結果を得る。

【定理2．4】最小NA連結最適化問題（MNACO）には絶対近似誤差min（I　V｝［）一K

の0（IV1＋IED時間の近似アルゴリズムが存在する。ただし、　Kは問題例

ぴ』（G，濁のグラフGの連結成分の数である。□

証明）ぴ』（G，X）がNA連結であるとき、　Gを張る全域極大森をTとすると、

定理2．3より（T，X）もNA連結である。つまりTはMNACOの実行可能解である。

Tの枝数はm＝IVI－Kであり、MNACOの最適解m＊は定理2．2よりm＊≧
M－min（i罵Dを満たすので、　m－m＊≦min（巴1）一1（が成立する。　Gを張る全域極

大森丁はαlVi＋IEI）で見つけることができる。　Q．　E．　D．

定理2．4より、領域グラフぴ』（G，X）が与えられたとき、　Gの全域極大森を

見つけることで、絶対近似誤差min（1鷲1）一K以下の近似解を得ることができ

る。この絶対近似誤差は、厳密には定数では無い。しかし、本定理は前述

の様に、MNACの部分問題でNP完全である2T2NAに対して、絶対近似誤差

1を保証する。実際、MNACOをmin（凹）とKの値を任意の自然数に固定し

た問題に分割しても、各問題はNP困難であり（但しmin（1罵1）＝一K』1の場合は、

補題2．1より全域木が最適解となるので、除外する）、この近似アルゴリズ



ムはそれぞれのNP困難問題に対し、定数の絶対近似誤差を保証する。この

意味で、定理2．4は安定した絶対近似誤差を保証すると言える。

例えば、図2．5（a）の領域グラフσaのMNACOにおける最適（枝数最小）解

は、例えば（b）によって与えられる（枝数は4）が、定理2．4によって（c）（d）

の様な任意の全域木が、絶対近似誤差min（1罵D－K」2－1＝1の近似解（枝数5）

となる。

（a）基のグラフ （b）枝数最小解

罵 ％

　X

x

％

（c）近似解その一 （d）近似解その二

　　　　　図2．5　最小NA連結問題とその近似解
Fig．2．5．　The　optimum　solution　of　MNACO　and　approximate　solutions．



2．3．最小k－NA連結問題
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本章ではNA連結を拡張して、κNA連結という概念を導入する。領域を考

慮した連結度については文献［HARA　69】等でも多少触れられているが、そこ

では領域に隣接した節点は定義から除外している。ここでは、領域に隣罪

した節点との間にも定義を拡張する。

2．3．1．NA連結度とその性質

【定義】グラフぴ（y，局において、V’⊂Vとx∈V：V’について・k』IE（x，　yり

としたとき、1四く拓k’を満たす任意のW⊆い（V’Ux），に対し、　Gから、　V

とWに隣i接した枝全て、及びE（x，V’）を除いてできたグラフG’」（V”，E”）1こ

おいて、xとy’がNA連結であるならば、　xとV’は1←NA連結（k－M

connected）であると言う。また、　xとy’が拓NA連結である最大のkをxとV

のNA連結度（NA－connectivity）とし、　K（x，　V’，G）＝kと表現する。なお、宇角1

の怖れが無い場合にはK（x，》’）＝kとも書く。　（x，y∈v間の連結度を表す言i

号K（x，y；⑦をそのまま用いた。）

　また、領域グラフぴ』（G，X）において、任意の領域防∈Xと、稀に含まオ！

ない任意の節点x∈V：Vりに対して、xと罵がk－NA連結ならば、♂は拓NA逼

結であると言う。♂が迄NA連結である様な最大のkを♂のNA連結度とV

い、K（Gトう＝kと表現する。

　また、kNA連結な領域グラフσ㌔（G，．X）に対し、ぴ（V；劫の部分グラワ

G」（V～E’）とX』｛V’1秘∩V’lVl∈X｝について・領域グラフ（G’・X’）がk－Nノ

連結であるとき、G’は♂（あるいはG）のk・NA連結な部分グラフであぞ

という。□

NA連結度の定義において、罵＝｛y｝と考えたものが、従来から定義されて

いる（節点）連結度の概念である。この意味でNA連結度は（節点）連結圧

の拡張になっている。明らかに、1－NA連結とNA連結は等しい。　LNA連年

には、グラフのκ連結性におけるMengerの定理［MENG　27］［HARA　69］か身

簡単に拡張できる、次の様な性質がある。



【定理2．5】グラフぴ（V；動において、V’⊂Vとx∈いV’が1←NA連結である必

要十分条件は、xとy’間にk本の内素な路が存在することである・□

本定理の証明の前に、κNA連結の別の必要十分条件と、層k本の簡素な路の

存在に関する必要十分条件をそれぞれ補題として示しておく。

【補題2．2】グラフ伊（V；劫において、V’⊂vとx∈V」V’が1E（x，V’）1＝0を満た

すとする。このとき、y・とxが1←NA連結である必要十分条件は・GのV’を

一点ゾに縮約して得たグラフG／V」（V／V’，E／V’）においてゾとxがし連結であ

ることである。□

証明）IE（x，y’∫σ）1＝0であることから、　IE（x，v’；G／V「）1＝0である。

　（必要性の証明）対偶を示す。G／V’においてゾとxがし連結でないと仮定

する。IE（x，ゾ∫G／V’）1＝0であることを考慮すると、　L連結性の定義より妬くk

を満たすあるw⊆vγVL｛x，ゾ｝が存在して、ゾとxはG／vしwにおいて非連結

である。すると、V’とxはG－Wにおいて非連結であり、　W⊆WVLxであるこ

とを考慮すると、σ上で考えても旧くkである。よってWの存在から、Gに

おいてV’とxはkNA連結ではない。　（必要性の証明了）

　（十分性の証明）対偶を示す。GにおいてV’とxが1←NA連結でないと仮定

する。IE（x，　V’∫G）1＝0であることを考慮すると、　kNA連結性の定義より1葺く左

を満たすあるW⊆いV㌧xが存在して、y’とxはσWにおいてNA連結でない。

すると、ゾとxはG／yしWにおいて非連結であり、W⊆V／yL｛x，ゾ｝であるこ

・とを考慮すると、G／V’上で考えても1四くkである・よってWの存在から・

G／v・においてv’とxは拓連結ではない。　（十分性の証明了）　Q・E・D・

【補題2．3】グラフぴ（V，劫において、V’⊂Vとx∈肱y’がIE（x・V’）1＝0を満た

すとする。このとき、V’とx間にk本の内愚な路が存在する必要十分条件

は、GのV・を一点v’に縮約して得たグラフG／V」（V／V’，研V’）においてvFとx

間にk本の内素な路が存在することである。□

証明）　（必要性の証明）σにおいて、V’とx間にk本の内素な路が存在する

と仮定する。そのk本の内素な路の集合をQとする。Q内の任意の路を選ん

で、p＝＜x1，　x2，…，xlμ，　x＞（但しxl，　x2，…，xlρ1∈V）と表す。　x，，　f＝1，2，…，1ρ1の
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うちXf∈y’を満たす最大の∫をもつ節点をx，とする。　（少なくともx韮∈Vな。

で、このような角は必ず存在する。）このとき、ρ』＜x，，x田，…，騙，　x＞はξ

はりγ’とx問の路である。Qの全ての路について同様の処理を加えて新た。こ

路集合Q’を作ると、Qは明かにk本の尊翁な路の集合であり、しかも各路1；

Vの節点を丁度一つ（その端点として）含む。次に（γ内の任意の路p」＜x

x田，…，㌔，x＞に対応して、σ／Vl上の路グ』＜ゾ，　x桐，…，㌔，　x＞を作る。ρの釜

ての路について同様の処理を加えてG／y’上の路集合Q’を作ると、ρ”は明力

にG／V上のk本の馬素な路の集合である。　（必要性の証明了）

　（十分性の証明）G／vr’においてゾとX間にk本の内素な路が存在すると仮算

する。その左本の国玉な路の集合をQとする。Q内の任意の路を選んで、

声＜y’，X2，　X3，…，㌔，　X＞（但しX2，　X3，…，　Xl回∈V）と表す。当然e（V’，　X2）∈E／▼

なので、G／Vの作り方から、　Gにおいてe（y，　x2）∈Eを満たす．y∈V’が存在つ

る。すると、p』・＜y，　x2，　x3，…，　Xl回，ρはGにおけるV’，　x問の路であり、　Qの予

ての路について同様の処理を加えてσ上の路集合Q’を作ると、Q’は明かに（

上の左本の内素な路の集合である。　（十分性の証明了）　Q．E．D．

以上の補題から以下の様に定理2．5が証明される。

定理2．5の証明）左」IE（x，y’）iとおく。k’≧kならば、1←k’≦0となるので、定

義よりxとvr’はんNA連結であり、かつxとV周にk本の内素な路が存在する。

よってkkkの場合を示せば良い。

Gにおいて、E（x，V）はxとV澗のk’本の窒素な路を与えることに注意して、

E』E－E（x，V’）に基づいてG」（y，E’）とする。すなわち、　G’において、　xとV

が（k－」ヒ’）一NA連結である必要十分条件が、　xとV’間に1欲本の内素な路が湾

在することであることを以下に示す。

G’のy’を一点ゾに縮約して得られるグラフを（ア』（V”，E”）とおく。すると

補題2．2より、G”において、　xとv’が妹連結であることとG’においてxとV

が（k－1ピ）一NA連結であることは同値である。

ここで、G・において、　xとv’が迄k連結である必要十分条件は、　Menger¢

定理によってxとゾ問にκk本の内素な路が存在することである。一方、裕

題2．3よりG・において、xとv’間に迄k本の内素な路が存在することは、　G

において、xとV’間に迄k本の馬素な路が存在することと同値である。

以上の結果、（γにおいてxとy’が（迄k’）一NA連結である必要十分条件は、



ぴにおいて、xとV澗にκk本の内心な路の存在することであることが示さ

れる。すなわち伊（Vβ）において、W⊂Vとx∈“Wが1」NA連糸吉である必要

十分条件は、xとv’間にk本の内線な路が存在することである。　Q．　E．　D．

全ての節点と領域の組合わせについてk－NA連結性を調べれば、グラフの

長NA連結性は判定できる。節点と領域の組合わせについての距NA連結性は、

補題2．2で示した様に該当領域を縮約したグラフのκ連結性を調べれば分か

る。以上から、与えられたグラフのLNA連結性の判定を多項式時間で行な

うアルゴリズムを得る。

procedure　DECIDE
commentぴ』（G，．X）：入力である領域グラフ。

begin

l　foreach罵∈Xdo

　　begin

9
乙
3

4
だ
0

6

　　罵を一点巧に縮約したグラフαA4＝（v7稀，石／稀）を作る。

　　for　each　x∈Vハ4－yf　do

　　begin
　　　　K（x，y，；Gハ4）≧kか否かを判定する。

　　　　if　K（x，竹；G四）＜k　then”no”を出力stop；

　　end；

end；

”yes”を出力

end；

【補題2．4】手続きDECIDEは、与えられた領域グラフG←a＝（伊（V；E），恥が

LNA連結であるか否かを、α因Mπlv1，IEi））時間で判定するアルゴリズム

である。但し、πIVI，IEI）は、多重グラフ伊（～ろ粉の特定の節点問のL連結

性を判定するのに要する計算量を表す。□

証明）手続きDECIDEが、「与えられた領域グラフが迄NA連結であるか

否かを判定する」アルゴリズムであることは、補題2．2とグラフのLNA連結

性の定義より明か。次に計算量を見積る。手続きの第1行のdo文は因回繰



り返される｡ 第2行の操作は一回につきqLⅥ+IEl)で可能である｡ よってア

ルゴリズム全体では､第2行の操作はqlxl(FVl+lEl))でできる｡ 第1行のdo
文を一回実行する毎に第3行のdo文は四回繰 り返される｡ 第4行の判定は

一回につきf(ITl,IEI)時間でできる (一般にG/VLlは多重グラフになる)ので､

アルゴリズム全体では､第4行の判定はq lXIItl矧 V,lEl))時間でできる｡ そ
の他の操作の計算量はこれらで押さえられる｡

以上から､このアルゴリズムの計算量は

0(L方‖Ⅵ旦lⅥ,圃)+卜刃(IV回司))=0(IXlltl旦Itl,旧))
となる｡ Q.E.D.

(た(V,E)の特定の節点間のk-連結性の判定に関しては､qmin(k,tEIl/2)lEl)
でできるアルゴリズムが 知られている【EVEN75日NAGA93]｡このことから

直ちに次の定理を得る｡

【定理2.6】与えられた領域グラフがk-NA連結であるか否かは多項式時間

(高々0(min(k,IEll/2)聞IVILEl))で判定できる｡ □

証明)補題2.4と､G=(V,E)の特定の節点間のk一連結性 を判定する､
o(min(k,LEll/2)IEI)時間アルゴリズムの存在より明か｡ Q.E.D.

手続きDECIDEの一部を変更するだけで､与えられたグラフのNA連結度

を計算するアルゴリズムを得る｡ 第4行の1((x,V;,G/V.･)≧kの判定の代わりに

冗(X,Yi;GN,I)を計算し､その最小値を記憶しておけば良い｡全てのV.･∈X,

x∈Y-V,.の組合わせについて計算 して､その最小値を出力すればJaのNA連
結度を得る｡ このアルゴリズムの計算量は､手続きDESIDEの場合と同様の

考察により､多重グラフG=(V,F)の特定の節点間の連結度の計算量 を

g(IVl,lEI)とお くと､qIXllⅥg(冊,IEL))となる｡ 多重グラフ(た(Y,E)の特定の

節点間の連結度は､qIVl+lEI3/2)で計算できることが知られている[EVEN75]

[NAGA93]｡このことから与えられたグラフのNA連結度は､多項式時間

(高々qlRIIVl(lⅥ+LEI3/2)))で計算できる｡ よって次の定理を得る｡

【定理2.7】与 えられた領域 グラフのNA連結度は多項式時間 (高 々

qI剤Ⅵ(ll/回EI3/2))) で計算できる｡ □
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証明)上記の議論から明か｡ Q･E･D･

2.3.2.k一連結性とk-NA連結性の関係

k_NA連結性に対応して､次の最小化問題を定義する｡

【定義】最小k-NA連結問題(Minimumk-NAIConnectedsubgraphproblem:

MkNAC)(決定問題)

[入力]k-NA連結な領域グラフCla=(GIX),hEi自然数)｡
[要請日 E,]≦腔 ある様なk-NA連結全域部分グラフG･=(V,E')が存在する
かどうかを判定せよ｡ □

最小k-NA連結問題MkNACは最小NA連結問題を部分問題として含むので､

定理2.1よりNP困難である｡ 与えられた領域グラフがk-NA連結であること

の判定は定理2.6より多項式時間で可能であることを考慮すれば､MkNAC
はNPに属する､すなわちNP完全である｡ また､本間題はグラフの最小k-逮
結問題 (k-NA連結をk一連結に置き換えた問題)の拡張とも考えらjtるが､
この最小k一連結問題も既にNP完全である (ハ ミル トン閉路問題[GARE79]
を含む)｡ よってMkNACの最適化問題版を考えて､近似アルゴリズムの可

能性を検討する｡

【定義】最小k-NA連結問題(Minimumk-NA-ConnectedsubgraphOptimization

problem:MkNACO)(最適化問題)

[入力]k-NA連結な領域グラフG+a=(G･X)｡

[要請] 最小のLE･]をもつ､Gのk-NA連結全域部分グラフG･=(Y･E')を求め
よ｡ □

最小k一連結最適化問題には絶対近似誤差が定数で押さえられる近似アルゴ

リズムの存在は知 られていない○しかし､次の様な性質を利用 した､相対

近似誤差が定数で押 さえられる近似アルゴリズムが知 られている[NAGA

921｡
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【定義】グラフG」（V，β）に対し、全域部分グラフG』（V，E’）で、任意の節点

対x，y∈VについてK（x，y；G’）≧min（k，κ（x．y；⑦）を満たすものを、κ連結性を

保存する部分グラフと呼ぶ。またし連結性を保存する部分グラフで双数が

刈V［以下のものを1」連結性を保存する疎な部分グラフと呼ぶ。□

【定理2．A】［NAGA　92］任意のグラフぴ（V，功、任意の整数kに対し、　k連結

性を保存する疎な部分グラフG」（y，E’）が存在し、そのうちの一つを

αlVI＋IEI）時間で見つけることができる。□

グラフがκ連結であるためには、各節点にk本以上の枝が接続している必

要があるので、最小拓連結最適化問題の解の下限は国v1／21である。故に・

定理2．Aで得られるG’は、相対近似誤差2の近似解である。

長NA連結に対しても、以下に示す様にこの様な都合の良い部分グラフが

存在する。

【定義】領域グラフぴ』（G』（y，恥，渇と整数kに対し、Gの全域部分グラフ

G』（玩E’）で、任意の罵∈Xと任意のx∈いV｝について

　　　K（x，罵；（σ，X））≧min（k，K（x，秘；（G，殉））

を満たすものを、κNA連結性を保存する部分グラフと呼ぶ。また1←NA連

結性を保存する部分グラフで枝数がkl　V部下なものをkNA連結性を保存

する平な部分グラフと呼ぶ。□

次定理は、連結度を保存すればNA連結度も保存されることを示す。

【定理2．8】領域グラフぴ』（G，紛に対し、グラフGのk連結性を保存する任

意の部分グラフG’は、距NA連結性を保存する。□

定理の証明の準備として、まず次の補題を示す。

【補題2．5】グラフぴ（V；E）に対し、κ連結性を保存する任意の部分グラフ

をG』（v，E’）とする。このときe（x，y）∈EかつK（x，y；σ）≦kならばθ（x，y）∈E

である。□



証明）題意が成立しないと仮定する。すなわち、

あるθ（x，y）∈E－E’が存在して、　K（x弟⑦≦kが成立すると仮定する。

K（x，y；（刃≦kよりK（x，y；G’）＝K（x，y；G）。　E’」E’∪｛e（x，y）｝，G”＝（V；Eりとする・

明らかにK（x，y；G’）＝K（x，y；G’）＋1。

またE”⊆EよりK（x，メGり≦1く（x，y；G）。

よってK（x，y；G）≧K（x，y；G’）＞K（x，y；G’）＝K（x，y；⑦となり矛盾。　Q・E・D・

定理2．8の証明）題意が成立しないと仮定する。つまり・ある領域グラフ

びa＝（G＝（V，E），濁の拓連結性を保存する部分グラフG』（V，E’）に対し、

K（x，罵；の＝kl≦左かつK（x，　V｝；（σ，X））＝k、’＜k、を満たす罵∈Xとx∈“V｝が存在す

ると仮定する。

明らかに、任意のy∈罵に対しK（x，y；G）≦K（x，琢G←う＝k豆≦k。

　よって補題2．5よりE（x，罵）⊆Eb

ち＝IE（x，罵）1とおく・

．E（x，罵）⊆E’よりち≦k豆’＜k1。

そこで、F』E．E（x，罵・），砕（VIF）、　F』βしE（x，秘），　Gf』（V，F’）とすると・

1ぐ（x，y｝；（q’，x））＝kl’一k20

　よってIWI＝kl’一ちかつ（xU罵）∩W』φを満たすW⊆Vで、　q’においてxと防を

分離するものが存在する。そこでG1－Wにおいてxと同じ連結成分に属する

節点集合をvx、それ以外の節点集合をvyとおく（V㌧いwvx、図2．6参照）。

G！

畔 w 圃
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　図2．6．yX，　W，　Wの説明図

Fig．2．6．　Explanation　of　Vx，　Vγand　W：



K（x，y｝；（（弄，x））ニkl一ちより、　Gl上にxと罵の問に勾一ち本の内素な路PI，凸，…，p、。盈

が存在する。さらにkl一ち＞k1’一ちより、ppρ2，…，ρ、1，k2のうち、少なくとも一つ

はwに含まれる節点を全く経由しない。その路をp1とする（一一般性は失わ

ない）。

Pl上の節点をX側から順にX。，X1，X2，…，X．（但しx＝Xo，　x．∈y｝）と記す。

X。∈vx，　X．∈yyなのでp1上のある枝e（勾弗1）について、勾∈vx，㌻、∈vyが成

立する（図2・7参照）。このとき・qLWにおいて、ろと燦、は異なる連結成分

に属する。故にK（苓，塩1；α）≦klL角。

　よってK（勾，聖1；G’）≦1彫く1ヒ1≦」k。

G’は忽連結性を保存するので、K（馬，聖1；⑦≦kl’＜k。

よって補題2．5よりe（苓・・辱1）∈Eでなければならないが、

e（苓・・嶺）∈EしE（x・罵）かつ苓，聖1∈いWなので・これはq’一Wにおいて、勾と塩、

が異なる連結成分に属することと矛盾する。　Q．E．　D．

Gf
ρ1，

x　　㌧ x升
y

”

図2．7，Pl，衿，衿＋1の説明図

Fig・2・7・E・planati・n・fpl・㌧and㌻1・

定理2．8によって、拓連結性を保存する疎な部分グラフを作成することが、

そのままκNA連結性を保存する疎な部分グラフを作ることにもなる。すな

わち、定理2．Aで記した文献［NAGA　92］の様な高速アルゴリズムをそのまま

用いることで、k－NA連結性を保存する疎な部分グラフを得る。このことか

ら次の定理を得る。



【定理2．9】最小16NA連結最適：化問題（MkNACO）には、相対近似誤差が2で

押さえられるαlVi＋IED時間近似アルゴリズムが存在する。□

証明）定理2．Aより、任意のグラフ伊（▼～E）と任意の整数kに対し、距連結

性を保存し、IE’1≦左Mを満たす部分グラフG」（V，E「）を、αM＋圃）時間で

見つけることができる。定理2．8より（7’はk－NA連結性も保存する、すなわち、

領域グラフ（G，X）がk－NA連結であるならば、（G’，X）も1←NA連結である。よっ

てG’はMkNACOの実行可能解である。一方、領域グラフがκNA連結である

ためには、各節点にk本以上の枝が接続している必要があるので、

MkNACOの解の下限は「kl　V1／21である。故に、σの、相対近似誤差は高々

　　刮Vi／「・k1　VI／21≦2

である。故に、定理2．AのアルゴリズムはMkNACOに対する相対近似誤差

が2で押さえられる線形時間近似アルゴリズムでもある。　Q．E．D．

定理2．9によって、「複数の交換機が集まって論理的な領域を構成してい

る通信網の強度（NA連結度）を保証しながら、網を簡素にする問題」のモ

デル化である、最小1←NA連結最適化問題（MkNACO）に対し、高速に近似解

を得ることができる。定理2．8は近似アルゴリズムに依存せず成立するので、

［NAGA　92］のアルゴリズム以外でも、距連結性を保存する部分グラフを作る

アルゴリズムならば、MkNACOに適用できる。



2．4．丁一混合カット上のNA連結

　前節までで扱ったNA連結度は、点連結度を拡張した概念であった。連結

度には点連結度の他に枝連結度もある。通信網上で考えれば、点連結度は

交i換機（あるいは局）の故障に対する網の耐久力を表すのに対し、枝連結

度は回線故障に対する網の耐久力を表し、どちらの概念も応用上重要な意

味を持つ。よって前節までで扱った、領域グラフとNA連結度に関する諸定

理も、点連結性だけではなく、枝連結度に関しても成立することが望まし

い。

点連結度と枝連結度の両者を含んだ一般化概念として、丁混合カットに

基づく連結度［BEIN　67］［FRAN　93］がある。本節では、前節までに示した性

質が、この概念に対して成立することを示す。このことは、当然、枝連結

度に関しても成立することを意味する。

【定義】グラフぴ（砿劫とT⊆Vが与えられている。x，y∈yに対し、　x，　y間の

路の集合Pは、次の性質（1），（2）を満たすとき、匹独立（7Lindependent）と呼

ぶ。

　（1）P内の路は互いに枝素である。

　（2）7Lx－yのどの節点もそれを通るPの路が高々1本しか無い。

丁独立な路の最大本数をλ継，y；⑦で表す。　Gが明らかな時はλ天x，y）とも記

す。□

【定義】グラフ伊（V；劫とT⊆Vが与えられている。ZUAUB＝玩Z∩A＝Z∩

BニA∩B＝φ，Z⊆7㌃4≠φ，B≠φである時、凸（Z，AB）を界混合カットと

呼び、カットの大きさを囮：＝IE（AB）田21で定義する。また、丁混合カッ

トC』（Z，AB）はx∈Aとy∈Bを分離すると言う。□

　い独立は、内素と同値であり、〆一独立は、枝下と同値である。また、2

節点x，y∈vを分離するい混合カットの最小値は、点連結度K（x，y）と同値で

あり、2節点x，y∈Vを分離する〆一混合カットの最小値は、枝連結度λ（x，y）

と同値である。すなわち、TL独立（丁混合カットの最小値）は内素と枝管

（点連結度と枝連結度）の一般化概念である。駅x，y）と7L混合カットの問

には次の形でMengerの定理が成り立つ。
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【定理2．B】［FRAN　93］［NAGA　93］λ×x，y）はxとyを分離するτ混合カットの

大きさの最小値に等しい。□

定理2・Aで述べた［NAGA　92］の線形時間アルゴリズムは取x，y）に関しても、

迄連結性を保存することが分かっている［FRAN　93］。すなわち、以下の定理

が存在する。

【定理2．C】［FRAN　93］任意のグラフ伊（V；劫とT⊆Vと任意の自然数kに対し、

0の全域部分グラフG』（V；E’）で、

　　「λ姻y∫G’）≧min（λ梱頂冠，幻，∀x，y∈列かつrlE「≦姻」

を満たすものが存在し、そのうちの一つをαM＋1ED時間で見つけるアル

ゴリズムが存在する。□

本節では、前節の定理2．8の結果を拡張して、定理2．Cの結果を、さらに

NA連結度を拡張した概念にも適用できる様にする。定理2．8は、領域の与

え方に関係なく成立したことに注意すると、任意の節点部分集合間に連結

度を拡張しても、その連結度に対して定理2．8は成立する。そこで、NA連

結度に対し、

　　（1）界混合カットに関する連結度への拡張

　　（2）任意の節点部分集合間の連結度への拡張

の2つを同時に行なっても、なお定理2．8は成立することを、以下に示す。

（2）の拡張を行なうために、丁混合カットの概念を以下の様に拡張する。

【定義】グラフ¢（V；恥とT⊆Vが与えられている。xy⊂yに対し、　X，　y問

の路の集合Pは、次の性質（1），（2）を満たすとき、匹独立と呼ぶ。

　（1）P内の路は互いに枝素である。

　（2）T－X」yのどの節点もそれを通るPの路が高々1本しか無い。

界独立な路の凝大本数を取XY；⑦で表す。　Gが明らかな時はλメxy）とも

記す。また、丁混合カットC』（Z，Aβ）はX⊆Aとy⊆Bを分離すると言う。

□

前節までに扱ったNA連結度K（x，v～・）は、丁独立な路の最大本数を用いた表



硯をすれば､九jx,V,I)になる｡ 次に､T一独立な路の最 大 本 数 九式X,Y:G)に関し

ても､定理2.8と同様の性質が成立することを示す｡

【定理2.10】グラフ(主(V,F)とT⊆Vと任意の自然数kが与えられている｡ G

の全域部分グラフG'=(V,E')が､任意の節点対x,y∈Vに対して

LT(X,y:G')≧min(九,(x,y;G),k)

を満たすならば､任意の節点部分集合対x,Y⊂V(但しxny=伸 二対し､

丸正X,Y;G')≧min(九,(X,Y;G),k)
が成立する｡ □

本定理と定理2.8との関係は､定理2.10において､T=Vに限定 し､かつ

x=ix)(x∈V-Y),Y=vi∈Xに限定したものが､定理2.8になる｡ 定理2.10の

証明は定理2.8と同じ方針で出来るので省略する｡ 本結果を前述の[FRAN

93]の結果と合わせると､以下の定理を得る｡

【定理2.11】任意の節点村x,y∈Vに対 して､九,(x,y;G)≧kであるグラフ
G=(V,E)とT⊆Vが与えられている｡ このとき､Gの全域部分グラフ

G'=(V,Er)で､ ｢L,(x,y;G')≧k,∀x,y∈VJかつ nE'l≦ktV｣である様な
ものが存在し､そのうちの一つをq冊+JEl)時間で見つけることができる｡
□

証明)定理2.Cと定理2.10より明か｡ ().E.D.

T一混合カットは､通信網上では､枝故障と交換機 (あるいは局)故障を

同時に考慮する問題に応用できる｡ T⊆Vを適当に与えることにより､故障

を考慮しない交換機と考慮する交換機とを分けて考えることができる｡ 本

節の結果により､こういった､T一混合カットに定式化される問題 も巧く解

ける様になる｡
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2.5.最小直NA連結問題

本節では､NA連結にさらに ｢発節点と同じ領域内の節点を経由しか 1経

路が存在する｡｣という条件を加えた制約 (直NA連結と呼ぶことにする｡
正確な定義は本文内で行なう｡ )下の問題を考える｡ 本制約の通信網上で

の意味は､領域が一つの県に対応 しているとすると､地震等の大規模災害

において､県全体に被害が及んだ時に､一つでも交換機が生き残っていれ

ば､そこから他の全ての場所に通信が可能となることを意味する｡ また､

発信領域内の各節点の処理する通信量を押さえる効果と､管理者が通信の

流れを把握し易 くするという効果もある｡

2.2で示 したように､与えられた領域グラフに対し､NA連結である最

小校数全域部分グラフを求める問題はNP困難であるが､任意の全域木は

NA連結性を保つ という都合の良い性質があった｡ しかし本節では､直NA

連結性を満たす全域木を求める問題事態がNP困難になることを示す｡さら

に､ある簡単な条件の下で､任意の領域グラフに対 し､枝数2111-3以下の直
NA連結全域部分グラフを求める時間計算量qIEHRl)の近似アルゴリズムが
存在することを示す｡

2.5.1.直NA連結性

【定義】領域グラフG+a=(G=(V,E),X)の､Vi∈Xとx∈V-V,.について､xを含

む領域をvrとすると､xとV.･間の路でVLxの節点を経由しないものが存在

するとき､xとvjは直NA連結(directNA-connected)であると言 う｡ また､

任意のV:･∈Xと任意のx∈V-Viについて､xとV,･が直NA連結である時､cla

は直NA連結であると言う｡

また､直NA連結な領域グラフG+a=(G,X)に対 し､(旨(V,E)の部分グラフ
G'=(V',E')とx'=tv'i=VnV'lVi∈Xiについて､領域グラフ(G',X')が直
NA連結であるとき､GはJ a (あるいはG)の直NA連結な部分グラフであ

るという｡ □

図2.5(a)のグラフは直NA連結であ り､(b),(d)もそうである｡ しかし(C)はズ

からV,に行 くのにx骨通らねばならず､直ではない｡
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まず､領域グラフJaが直NA連結であるための条件を以下の補選として掲
げておく｡

【補題2･6】領域グラフCla-(G-(V,E),X)において､領域V,･∈xと節点x∈vj
(拝j)が直NA連結である必要十分条件は､G-(VJ-x)8こおける､xを含む連結
成分が､vj内の節点を少なくとも一つ含むことである｡ □

証明) (必要性の証明)領域グラフG+a=(G=(V,E),X)が直NA連結であると

仮定する｡ すると､定義から､任意の節点x∈vjと､xを含まない任意の領

域V,･∈x(,'+j)対して､x,V,･間にVj-Xを通らない路p(x,V)が存在する｡ よっ
てE(p(x,V,))⊆E(G-(V]-x))となる｡ これは､G-(Vj-X)において､xとあるV.･内

のある節点が連結であることを表す｡すなわち､G-(Yj-X)における､xを含

む連結成分が､V,･内の節点を少なくとも一つ含む｡ (必要性の証明了)

(十分性の証明)領域グラフCla=(G=(V,E).X)の任意の節点x∈vjと､xを
含まない任意の領域V.･∈x(,'+j)に対し､G-(Yj-X)における､xを含む連結

成分が､vL内の節点を少なくとも一つ含むと仮定する｡ すると､G-(Vj-X)に

おいてxとvj間に鞄 )(x,V.I)が存在する｡p(x,V.)は明かにVj-Xを通らない｡よっ
てdaは直NA連結である｡ (十分性の証明了) Q.E.D.

補題2.6より次の条件も導ける｡

【補選2.7】領域数閲が2以上である領域グラフCla=((た(V,E),X)が直NA連
結であるならば､任意の節点ズ∈V,xを含む領域yJ∈xについて､

E(x,V-x)nE(Vj,Y-Y,)≠卓である○ □

証明)領域数が2以上である領域グラフGa=(G=(V,E),刃 において､ある

節点x∈Y,xを含む領域Y,･∈xについて､E(x,V-x)nE(Yi,Y-VJ)=≠であると

仮定する｡ つまり､xに接続する任意の枝はV内の節点との間の枝である｡

するとG-(VJ-x)におけるxを含む連結成分は､txlのみとなる｡ 領域数が 2

以上であることから､V以外の領域V∈x(,'+j)が存在し､V,･内の節点は､
xを含む連結成分に含まれない｡よって補題2.6よりdaは直NA連結ではない｡
Q.E.D.
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2．5．2．直NA連結性の判定

本節では、与えられた領域グラフの直NA連結性の判定を高速に行なうア

ルゴリズムを考える。

【定理2．12】領域グラフ♂』（G＝（V；E），X）の直NA連結性は、αIEI因＋M2）で

判定できる。□

証明）領域罵∈Xと節点x∈い防を与えたとき・罵とxがNA連結であるか否

かは、xを含む領域を鷲とすると、補題2・6より・xを含むσ（聾x）の連結成

分が、罵内の節点を少なくとも一つ含むかどうかを判定すれば良い・任意

の罵∈Xとx∈V」V；について、この判定を効率的に行なうアルゴリズムを以

下に説明する。

procedure　DECIDE－D
commentぴ』（G＝（玩O，X）：入力の直NA連結領域グラフ

begin

－
り
乙

り
Q
4
に
Q
6

7
6
8
9
1
0

Y：＝X

while　Y≠φdo

　begin

　　Yに属する領域罵を選ぶ；yi＝y』｛罵｝

　　z：＝罵・

　　（｝稀の連結成分（券（サ，ぜ），作1，2，…，Krを作成する（但しKは

　　G・鷲の連結成分の数）。

　　while　Z≠φdo

　　　begin
　　　　Zに属する節点xを選ぶ；Z：＝Z．｛x｝

　　　　xに隣接する全ての節点y∈VL巧に対し、　yを含む連結成分qkの

　　　　節点集合ザを合わせて、節点集合琢x）を作成する。

　　　　ifある罵∈X｛鷲｝内の節点が、罵（x）内に一つも存在しない

　　　　　then　”no”　を出力　stop；

　　　end；

　end；
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ll I-yes'-を出力

end;

前述の様に､αaの直NA連結性の判定は､任意のVL･∈Xとx∈V-vjについて

xを含むG-(Vj-X)(但しx∈vj)の連結成分が､V,.内の節点を少なくとも一つ
含むかどうかを判定すれば良く､第 9行の判定がそれと等しいので､手続

きDECIDE-DがGトaの直NA連結性を正しく判定することが分かる｡

次にDECIDE-Dの計算量を見積る｡

入力のグラフのデータは､各節点に接続する枝のデータをリストで作成

してあるものとする｡ 第2行の繰り返しは周回行なわれる｡ 第5行の連結

成分の作成はqlⅥ+ZEf)時間で行なえる｡ その際に各V,･k毎に､V,･kに含まれる
節点のリストL,･kと､各節点が属する連結成分番号の配列Dを作成しておく｡

第6行は各節点について一度づつ行なわれるので､アルゴリズム全体で冊

回行なわれる｡ 第8行のY,(x)の作成は､xの隣接点yを列挙 (アルゴリズム

全体で0(圃)時間)し､配列βによってγの含まれる連結成分を求め､その

リストL,･kを連接することで､V,(x)に含まれる節点リストL,(x)として求める
ことが出来る｡ この部分はアルゴリズム全体でqtEl)時間｡第9行の判定は､

L,,(x)に含まれる節点を含む領域を列挙していくことで可能で､一つの升につ

きo(lV)時間でできる｡ 以上から､アルゴリズム全体の計算量は

q聞(IV+IEl)+圃+冊2)≦qIEHRl+IVl2)
である｡ (定理2.12の証明了)

2.5.3.最小直NA連結問題

次 に最小NA連結問題 に直制約 を加えた問題､最小直NA連結問題

(MDNAC)を考える｡

【定義】最小直NA連結問題(MinilllulmDirectNA-Connectedsubgraph

problem:MDNAC)

[入力] 直NA連結な領域グラフαH=(G,X),h∈t自然数)

[要請] IE')≦hである様な直NA連結全域部分グラフG'=(Y,E')は存在する
かどうかを判定せよ｡ □
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【定理2.13】MDNACはNP完全である｡ [コ

証明)定理2.1の証明と同じ方針でできる｡ 違う点は､

(1)SATを帰着した領域グラフが直NA連結になっていること､

(2)解は直NA連結になっていること､

の2点を示せば良い｡

(1)の証明)記号は定理2.1の証明の記号をそのまま用いる｡

γ｡は全ての領域と隣接している (領域内のある節点に隣接している)ので､

r｡の任意の隣接節点と任意の領域は直NA連結である｡

γ｡と隣接していない節点はrlとG.,j=1,2,･･･,ル作 ある｡

C,.とあるvj,,'=1,2,-,Nは隣接しているので､CJからvIを介 してr｡へ長さ2

の路が存在する｡ よってGと任意の領域は直NA連結である｡

rlと任意のV,.,,'=1,2,･･･,州ま直NA連結である｡ のこるはr.とvnJ,j=1,2,･･･,M

だが､C,･∈vN,,.が､あるV,A,,'=1,2,･･･,凧こ隣接しているので､rlからvJ･を介 し

て甑 へ長さ2の経路が存在することになる｡ よってrlとV,kj,j=1,2,･･･,Mは
直NA連結である｡

(2)の証明)解は2つの節点を共有しないT.,策であり､各木は各領域の節

点を一つずつ含む｡よって解は明らかに直NA連結である｡ Q.E.D.

この様にMDNACはNP完全であるので､最小NA連結問題(MNAC)と最小

k-NA連結問題(MkNAC)で行なった様に､最適化問題版 (MDNACOと呼ぶ)

を考えた上で､校数に余裕を持たせることで､MNACと同様に近似解を求

めることを考える｡

MNACに関しては､Gの全域木もNA連結であるという性質があった (定

理2.3)ので､一つの全域木を作成することで絶対近似誤差min(lV.I)一g以内

の近似解が得 られた (但 しKは問題例のグラフの連結成分の数)｡ ところ

が､直NA連結の場合は図2.5(C)の例が示す様に単純に全域木とったのでは

上手くいかない｡この点について次節でさらに検討する｡
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2.5.4.直NA連結全域木問題のNP完全性

【定義】直NA連結全域木問題(DNACT)

[入力】 直NA連結な領域グラフG'a=(G.X)
[要請] 直NA連結である全域木Tは存在するかどうかを判定せよ｡ 已

走義より､グラフが直NA連結であるならばNA連結なので､MNACOの解

の下界値l叶min(lVjl)(定理2.2)は､MDNACOの下界値でもある｡ よって､
DNACTが効率的に解ければ､MDNACの有力な近似アルゴリズムとなり得

る｡ しかし､これを否定する結果が得られた｡

【定理2.14】DNACTはNP完全である｡□

本定理を証明する為に､2.2.1で定義 したNP完全問題､2節点領域

の全域独立木問題(2T2NA)を用いる｡2T2NAの入力を直NA連結である領域

グラフに限った問題を2T2NA-とする｡2T2NAがMNACの部分問題であり､

MNACのNP完全性の証明 (定理2.I)をそのまま2T2NAのNP完全性の証明

(系2.1)に使った｡これと同様に､2T2NA-はMDNACの部分問題であり､

MDNACのNP完全性の証明 (定理2.13)をそのまま使って､2T2NA-のNP完

全性を証明できる｡ この結果を次に系として示す｡

【系2.2】2T2NA-はNP完全である｡ □

証明)定理2.13の証明より明か｡ Q.E.D.

定理2.14の証明)

全ての領域yr⊂xが2節点よりなる､任意の領域グラフda=((主(V,E),プ卯こ
対し､2T2NA'の解の存在とDNACTの解の存在が一致する (片方の解から

もう片方の解が作成できる)ことを示す｡但しGは連結であると仮定して

良い｡なぜなら､非連結かつNA連結ならば､領域の節点数が2なので､定

理2.4で示した近似アルゴリズムによって得られた近似解 (極大全域森)の

近似誤差が

min(V,.)-K=2-2=0
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となる、つまり、最適解となっている。よって、非連結グラフを入力から

除外しても2T2NAサのNP完全性は変わらないからである。

（1）2T2NA’の解からDNACTの解を作る方法。

2T2NA’の解G’は理数IW2－1である二つの木T1，7｝から構成される森である。

男（％）は各領域の節点を丁度一つずつ含むので、G’は直NA連結である。よっ

て、T、とろを連結させる枝eを任意に一つ選んで（G←aの連結性より必ず存在

する）付け加えれば、DNACの解となる。　（（1）終り）

（2）DNACTの解から2T2NA’の解を作る方法。

DNACTの解である木丁から適切な枝を除去して二つの木にすることで、

2T2NA・の解になることを示す。使用する記号を次に定義しておく・

【定義】2節点x，yを結ぶ丁上の路（唯一存在）をp（x，y）と表す。　Tから

E（p（x，y））を除去したグラフにおいて、　xを含む連結部分木をT（x，y）、　y

を含む連結部分木をT（y，x）と表現する。略に含まれる2節点をX∴ポと

記す。□

まず、ある枝e（x，y）∈E（乃が存在して、　IV（T（x，y））1＝MT（y，x））HVI／2となる

ことを示す。この様な枝が存在しないと仮定すると、次数3以上の節点

x∈V（7）が存在して、’C意のe（x，y）∈E（ηに対してlv（T（y・x））1＜IVI／2という性

質を持つ。一般性を失うことなくx＝x，1とする。ポ∈v（T（y，茜1））である様な、

Xf1のTにおける隣…接点をyとおく（図2．8参照）。この時、ある鷲∈X（ノ≠のに

対毘⊆叩（x，y））と仮定すると・ρ（xノ・小P（xノゆ共1こx・1を経由するのでT

の直NA連結性に反する。よってどの鷲∈Xに対しても鷲∩V（T（y，x））≠φで

ある。すると、IV（T（y，x））1≧1V1／2となり、仮定に反する。よって・ある枝

e（x，y）∈V（7）が存在して、　lV（T（x，y））HV（T（y，x））HVI／2となることが示された・

　この枝（唯一存在）をe（x，y）とおき、さらに一般性を失うことなくx＝x’1と

する。xノ∈V（T（x，y））と仮定すると、　lV（T（x，y））HV（T（y・x））1よりV｝⊆V（T（y・x））

があるノ≠fに対し成立し、p（x∴Xj1），ρ（x1犀）共にxllを経由するのでTの直NA

連結性に反する。よってポ∈VてT（y，x））。次に稀⊆V（T（x，y））なるノ≠ノが存在す

ると仮定すると、P（xノ，Xj1），ρ（x∴イ）共にxlを経由するのでやはりTの直NA連

結性に反する。よって全ての稀∈Xに対し稀∩V（T（y・x））≠φである・yにつ
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巧

図2．8，定理2．14の証明の説明

　Fig．2．8．　Proof　of　theorem　2．14．

いても同様な検証を行なうことによって、全ての罵∈Xに対し鷲∩V（T（x，y））

≠φが言える。ここで補題2．1より、7Le（x，y）＝・T（x，y）UT（y，x）はNA連結であ

る。　（（2）終り）　（定理2．14の証明了）

以上で直NA連結性を持つ全域部分グラフを求める問題は、枝数最小のも

のを求めるのは勿論、単なる直NA連結全域木を求める問題ですらNP完全

であることが分かった。この結果を利用して、MDNACで力＝M－1に限定し

た問題もNP完全であることも証明できる。

【系2．3】h＝lVl－1に限定したMDNACはNP完全である。　□

証明）対象を2節点領域より成り、連結な領域グラフに限り、この領域

グラフG←㌔（G＝（V；E），X）についてカ＝M－1に限定したMDNACの解の存在と、

DNACTと解の存在が一致することを示す。

カ＝M－1に限定したMDNACの解が存在する場合、解は全域木か複数の連結

成分に分かれているかどちらかである。もし全域木が得られているならば、

そのま．まDNACTの解となる。複数の連結成分に分かれている場合、補題
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2．1より連結成分数は2であり、それぞれの連結成分は各領域の節点を丁度

一っずつ含むので、各連結成分の全域木取1，％をとって、T1，％間に適当な

枝を一つ加えればDNACTの解となる。よってDNACTの解も存在すること

になる。

また、DNACTの解が存在する場合は、明かにそれがh＝I　V1－1に限定した

MDNACの解でもある。　Q．E．D．

よって次節では、hM程度の枝数（hは適当な定数）の直NA連結部分グラ

フを高速に得ることを考える。

2．5．5．アルゴリズムMODTREE

2．2で示した様に、kNA連結性を満たす最小の枝数の全域部分グラフ

を求める問題はNP完全だが、疎なグラフ（端数α馴VD）で容易に実現する

ことができる。これと同様に直NA連結性に対しても、疎なグラフで実現で

きると有り難い。だが元のグラフの形状によっては、疎なグラフで直NA連

結性を実現できない場合がある。図2．9のグラフは完全2部グラフであり、

IVI2／4本の枝を持つ密なグラフだが、図の領域稀を考えると、どの枝を取り

V

3V y4

　　　図2．9　密な極小直NA連結グラフ

Fig．2．9．　A　dense　minimum　dlrectly　NA－connected　graph．



去っても直NA連結性は失われる、すなわち直NA連結性を持つ極小領域グ

ラフである。しかし実はこれは特殊な例であり、大部分のグラフは疎な直

NA連結全域部分グラフを持つと考えられる。以下で、そのための十分条件

を示すと共に、疎な直NA連結全域部分グラフを見出すアルゴリズムを示す。

なお、非連結なグラフは各連結成分毎に独立に論ずれば良いので、以下で

扱うグラフは全て連結とする。すなわちM＋旧＝αIE1）を仮定する。実際、

直NA連結な領域グラフσa＝（伊（V；E），X）においてグラフGは、　P4＝1の場合を

除いて、孤立点（E（x，いx）＝0の節点）を持たないので、旧≧「lW21となり、

たとえ連結でなくとも、少なくともIVI＋旧＝αIEi）は成立する。

【定義】領域グラフぴ』（ぴ（V；劫，殉において、領域罵∈Xに対しG呪が連

結でない場合、防をカット領域と呼ぶ。　（図2．9では領域鷲がカット領域

である。）□

【定理2．15】直NA連結領域グラフσ3＝（¢（V；恥，殉が、カット領域を持たな

いならば、直NA連結全域部分グラフG」（V，E’）で、　IE’1≦2M－3のものが

存在する。□

証明）証明は構成的に行なう。定理2．15の条件を満たす領域グラフぴが

与えられた時、脚数21Vl－3以下の直NA連結全域部分グラフG’を作るアルゴ

リズムMODTREEを以下に示す。まず領域数回が1の場合は、直NA連結性

の定義から任意の全域部分グラフが直NA連結になるので、（稀φ）を解とし

て出力すれば良い。よって以下では因≧2と仮定する。
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procedure　MODTREE
commentぴ」（ぴ（玩O，恥：入力の直NA連結領域グラフ

　　　　0』（V；E’）：出力される全域部分グラフ；

begin

ー
ム
∩
∠
つ
」
4

に
∂
瓜
）

7

8

9

10

11

E’：＝φ

任意の全域木下を一つ構成する。E’：＝E（η，　G’：＝（玩Eう

γ：＝X

while　Y≠φdo

　begin

　　Yに属する領域罵を選ぶ。

　　if　G”：＝（｝L罵が非連結then

　　　begin

　　　　E（G一三）一E（σ）から必要最小本数の枝を選んで、G”に付け加え

　　　　て、G”を連結にする。

　　　　E「：＝E’UE（G”）

　　　end；

　　ifx∈罵かつ、　G』（v；E’）においてxに隣接するいv｝の節点が存在し

　　　ない様なxが存在する　then

　　　begin

　　　　その様なxそれぞれに対して、

　　　　e（x，y）∈E，y∈“罵である枝を一つG’に加える。

　　　end；

　　yi＝y」｛罵｝

　end；

end；

手続きMODTREEの出力であるG’が枝数2［V卜3以下の直NA連結全域部分グ

ラフであることを以下で示す。

まず、この手続きの各行が常に実行可能であることを示す。第2行のTを

作ることは、Gが連結であるので容易である。第6行でG”：＝GL罵が非連結

の場合、Gはカット領域を持たないという前提なので、第7行目の操作は

実行できる。第9行でx∈罵かつG’においてxに隣接するい罵の節点が存在

しない様なxが存在する場合、第10行において、この条件を満たすe（x，．y）は

雫
捜
縛
渦
講
錨
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補題2．7より必ず存在する。以上で、上の手続きが常に動作することが示さ

れた。

次に最終的に得られたG’が直NA連結性を満たすことを示す。領域罵に着

目する。第7行の操作により、GL秘は連結であり、任意のy，z∈“㌻澗に、

GL罵上の路が存在する。第10行の操作により、各x∈稀から、あるy∈V』y｝

に対して、枝e（x，y）∈E’が存在するので、どのz∈V」罵をとっても・x，z問に

罵一xの節点を経由しない、G土の路が存在する。よって直NA連結である。

次に、枝数が21V1－3以下であることを示す。　Tの節点数をη、回数をm」η一1・

領域稀の節点数をηfとする。また、Tの枝のうち、両端の節点共に稀に含ま

れている枝の数をm2，、片方の節点のみが稀に含まれている枝の数をmhとす

る。定義より、m」1／2（Σゴml♪＋Σ1m2，，η＝Σ’ηfである。

Tの節点罵で誘導される部分グラフを℃とする。℃の連結成分の数はηf－m21

なので、7L稀の連結成分の数はmlr（η，一m2f）＋1＝m1汁m2ゴー叶1。よって〉第7行

において、G”の連結成分の数はη11汁m2，一閲1以下である。故に第7行で付加

される枝の数はm1押12，一η以下。第9行において、隣接する“罵の節点が存

在しないx∈稀の数はm2ゴ以下。よって第10行で付加される枝の数はm2f以下・

故に第5行で選ばれた罵に関して、doループ内で付加される枝の数は

m1汁m2f一η，＋m2f＝m1汁2m2，一η∫以下。よって

　　　E’≦m年Σf（mlrト2m2ゴーη♪＝m午2mLη＝2η一3

となる。以上より、枝院が2M－3以下である。

　（定理2．15の証明了）

MODTREEで得られたG’の噸数の見積もり2M－3は厳密な上限である。つ

まり、枝数2M－3になる例がある。図2．10の例（節点数12）において、始め

にTを実線の様に選び、稀，％，鷲の順に操作すると、全ての枝が選ばれ回

数は21＝2×12－3となる。但し最適解は太線の枝で、府立は8である。



＿　一　9　禰　一　一一　一　一＿　r　一　一　＿　一　一　一　一　冒　曽　一　，一　一　一　一　冒　一　，騨　璽■　一　一　冒　一　昂　一　璽　一　一　一冒一　〇一　一　■
「

図2．10　最悪枝数IE’1＝2M－3を与える問題例

　Fig．2．10．　A　worst　case　instance　of　IE’ト21VI－3．



2．5．6．近似誤差

次に手続きMODTREEの近似誤差を見積る。2・5・4で述べた様に・

MNACの最適解の下限M－min（巴1）は、　MDNACの最適解の下限でもある

ので、本アルゴリズムの相対近似誤差は

2M－3≦2M－3＜1川（2－3／IM）＜2凶
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　因一1M－min（閲）　lv1－MllXl　　　lx1－1

となる。この式は、因が小さいほど、押さえられる誤差が大きくなること

を意味する。しかし1照＝1，2の場合には、以下に示す様に、簡単に最適解も

しくは良い近似解が得られる。
1濁＝1の場合には、定理2．15の証明でも述べた様に・最適解G』（V；φ）が自

明に得られる。
囚＝2の場合には、塾｛稀，％｝とすると、領域グラフぴ」（¢（V；E）・X）が直

NA連結であるならば、補題2．7より、任意の節点x∈Vに対し、　E（Vl，％）に属

する枝のうち、少なくとも一本はxに接続している。よって、全域部分グラ

フ（V；E（稀，％））の極大全域森（V；F）を考えると・任意の節点x∈Vとxを含まな

い唯一の領域鷲掴の枝が必ずFに存在する。よって（V；1うは直NA連結である。

（V乃を構成することは、線形時間で可能である。また、旧≦M4より相対

近似誤差は

　　　　M－1≦M－1≦2（1．1！M）＜2
　　　M－min（1罵・D　M－M／2

で押さえられる。MODTREEの前処理に、1淵＝1か1濁＝2か1濁≧3かの判定を

行なって、1潤＝1か因＝2ならば上記の処理を行なう様にすれば、最適解もし

くは相対近似誤差2以下の解を得る。

以上から、1潤＝3の場合に相対近似誤差が3となり最大である。実際、図

2．10の例で各署域内の節点数を増加させると、誤差が3に漸近する。領域

内の節点数が定数の場合には、Mの増加に従って1潤も増加するので、相対

近似誤差は2に漸近する。



2．5．7．計算量

次にMODTREEの計算量を見積る。
まず、各節点に接続する枝のデータを、リストで作成しておく。こうす

るとアルゴリズム2行目の全域木Tの作成はαIEI）で出来る。4行目の繰り

返しは領域数（1濁≦lv1）回行なわれる。6行目のG’の連結性の判定は0（IEDで

行なえ、その際に、G・において同一連結成分に属する節点を縮約しておく

（リストのポインタの付け替えですむので、αIEDで可能）。すると、第7

回目はその縮約したグラフにおける全域木を作成することに等しいので・

αIEDで可能である。第9行目の該当節点の判定はアルゴリズムを通して

αIV1）であり、第10行目の枝の付加はアルゴリズムを通してα1El）である・

以上から、本アルゴリズムの計算量はα1Eil濁）（≦αl　vliEl））である・

2．5．8．カット領域の有る場合

以上で述べたアルゴリズムはカット領域が無いという前提で述べた。通

信網等応用を考えた場合、この条件はかなりの場合に成立すると考えられ

るが、アルゴリズムとしてはカット領域が存在しても正確に作動すること

が望ましい。そこで、カット領域が存在する場合に対応できる様に

MODTREEを改良する。

カット領域が有る場合、MODTREEの第8行目の処理において、　G”を連

結に出来ない場合がある。しかし、補題2．6より・領域～4∈Xと節点x∈鷲

（f≠ノ）が直NA連結である必要十分条件は、σ（鷲一x）における、xを含む連

結成分が、稀内の節点を少なくとも一つ含むことである・よって・σ稀に

おいて、xとの問に枝がある（つまり1E（x，V（¢）；σ）1≧1である）様な連結成

分を¢，恩2，…，κとすると・各φこついてxとqkの問の枝を・少なくと

も1本はG・に加える様にすれば、得られるグラフは直NA連結になる・この

ことを考慮して、6～8行目を以下の様に変更できる。



6

7

8－1

8－2

8－3

8－4

if　G”：＝GしV｝が非連結then

　begin
　　E（G一罵）一E（Gりから必要最小本数の枝を選んでσ”に付け加えて、

　　　G”の連結成分数を最小にする。

　　E’：＝E’UE（G”）

　end；

if　G”：・＝Gしy｝が非連結then

　begin

　　foreach　x∈y｝do

　　　xに隣i接する節点y∈V」V｝を一つでも含む連結成分G声，作1，

　　　2，…，κを作成し、全てのqk，作1，2，…，瓦に対して、ヨy∈

　　　V（¢），　e（x，y）∈Eを一つずつ選び、　E’：＝E’U　e（x，y）とする。；

　end；

この改良により、カット領域がある場合にも直NA連結な全域部分グラフ

を得ることができる。

本改良版の計算量であるが、第7行は、改良前のMODTREEの第7行で行

なったのと同様に、G”の連結成分を縮約し、その縮約グラフに枝集合

E（G呪）一E（G’）を付加したグラフ上に対し、極大全域森を作成することで達

成される。よってこの部分の計算量は改良前と同じである。第8－2行の判

定は、第7行を実行した際に同時に行なえる。第8－4行の操作は、手続き

DECIDE－Dの第8、9行と同様に、連；結成分毎の節点のリストと、各点の

含まれる連結成分を示す配列を準備する（一つの罵につきαIEI））ことで、

アルゴリズム全体でαIEDでできる。よって、改良版のMODTREEの計算量

は改良前と同じく、αIEI因）（≦αMIEI））である。



2．6．まとめ

本章では、通信網の形態をより現実に合わせてモデル化するために、領

域グラフという概念を導入し、節点と領域間の連結度であるNA連結度を定

義した。NA連結度の概念を用いることにより、通信網の強度をより正確

に測ることができる。そして本章では、NA連結度に関するいくつかの間題

がNP完全になること、しかしそれらの問題に絶対近似誤差あるいは相対近

似誤差の上限を評価できる高速（αM＋IE1）時間）近似アルゴリズムが存在

することを示した。そのために「拓連結性を保存する部分グラフは・κNA

連結性も同時に保存する」という定理を証明した。連結性を保存する全域

部分グラフについては2連結に限れば、極小なものを求めるアルゴリズム

［HAN　92］や相対近似誤差が5／3あるいは3／2丁目のを求めるアルゴリズム

［KHUL　921［GARG　93］が提案されている。これらも2－NA連結に適用できる

ことが上記の定理から予想される。

　また、上記の定理は領域間の連結度にも拡張できる。さらに、NA連結は

節点連結の拡張であったが、点連結と辺連結を含む概念である混合カット

に基づいてNA連結の一般化を行なうことも考えられ、これらにも同様の法

則が成立することも示した。

次に大規模事故に対応できる強度の概念として直NA連結を定義し、任意

の直NA連結グラフに対して、　「カット領域が無い」，という制約の下では・

虚数2M－3以下の直NA連結全域部分グラフが存在し、そのうちの一つを計

算時間α旧囚）≦αlVllEDで求めるアルゴリズムを示した（領域数が定数な

らば、線形時間αIEDである）。カット領域とは、グラフを分断する領域の

ことで、カット領域が無いという条件は実網をモデル化したグラフでは、

自然な条件である。

　さらに理論上の完全を記すため、上のアルゴリズムをカット領域のある

グラフにも適用できる様に改良を加えた。この場合に必要な場数の上限は

巧く押さえられないが、図2．9の様にカット領域のあるグラフでは、枝数

αIVI2）を持つ極小な直NA連結グラフも存在しうることから止むを得ない。

最小枝数の直NA連結全域部分グラフを求める問題は、　NP完全であるうえ、

忌数iVl－1以下で実現できるかどうかを判定する問題もNP完全である・よっ

て、本稿で示した、任意のカット領域の無い直NA連結領域グラフに対して、

枝数21V1－3以下の直NA連結な部分グラフが存在し・その一つをαIEI囚）で求
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めることができるという結果は、重要である。

次に今後の研究課題について述べる。

与えられた領域グラフがk－NA連結であるか否かの判定のアルゴリズムを、

グラフがk連結であるか否かの判定と同程度の計算量にまで高速化できる

可能性がある。また、NA連結が定義されたことによって、連結性に関係す

る諸問題がNA連結に拡張される。例えば、　NAカットの直な概念を定義し、

最小NAカットを計算する高速アルゴリズムの存在が予想される。通信網で

は、この他に経路長の制限や、経路選択方式に依存する制約が加わること

があり［INOU　92］、それらを考慮した連結度の検討［SATA　93］も今後行なっ

ていく必要がある。特に通信網では、たとえ局間に経路が存在しても、そ

の経路が余りにも長いと品質や安全性の面で問題があるので、連結度だけ

ではなく直径も考慮することが重要である。よって直径と連結度を同時に

考慮する全域部分グラフに関する問題は実用的にも、理論的にも重要と考

えられる。例えば、与えられた領域グラフの直径とNA連結度の制約を満足

しながら、枝数を少なくするという問題が考えられる。またその際に、NA

連結度に対応して、NA距離という概念を定義して考慮することも意味深い・

直NA連結については、カット領域のある場合の近似誤差を押さえる方法

も重要である。また、拓直NA連結への発展の見込もある。

また本章では、与えられたグラフから枝を削除する形式の問題のみを扱っ

たが、枝を付加する形式の問題も同様に重要であるので、検討の必要があ

る。例えば、kNA連結性を満たしていない領域グラフに、最小数の枝を付

与してkNA連結性を満足させるという問題がある。その際枝を付与できる

場所に制限があれば、NP完全問題であるが、任意の節点間に付与できるな

らば、多項式時間でできる可能性がある。

本章で定義した領域グラフは、領域が節点集合の分割であ，ると定義した

が、節点集合の任意の部分集合族を認める様に拡張すると、領域は超グラ

フの枝と同じになる。よって、超グラフで得られた性質を領域グラフに適

用できる可能性もあり、この観点からの研究の発展も興味あるところであ

る。
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　　　　　　第3章

制約付き多品種流問題

3．1．通信網と多品種流問題

　2章では、通信網のモデルをグラフとして扱い、経路数で網の強度を測っ

た。現実の通信網では、各枝は通信容量など固有の特性をもつのが普通で

あり、従って枝毎に太さ（容量）を表す関数を対応させて、経路の太さも

考慮にいれて評価すればより詳しい評価ができる。

経路に太さを考える問題で代表的なのが、最大流問題（maximum　now

problem）、最小費用流問題（minimum　cost　flow　problem）等の流れの問題

［LAwL　76］［AHuJ　8gHrwAN　93］である。最大流問題は各枝に容量（流量の

上限）が与えられており、与えられた2点間に最大量の流れを運ぶ問題で

ある。最小費用流問題は下枝に流量を引数とする費用関数が与えられてい

る場合、指定された2点間に、与えられた流量を費用最小で運ぶ問題であ

る。費用関数が線形であれば、最小費用難問題は線形計画問題（LP）に定式

化できるのでクラスPに属する［KHAC　79］［KARM　84】。現在ではさらに強多

項式時間※1のアルゴリズムまで発見されている［TARD　85］。

上記の流れの問題では通常流れに区別を付けず、一種類の流れしか無い

としているが、通信網や交通流等への応用を考えると、違う目的地着の通

信を同じに扱うことは出来ず、それらを表す流れを区別して扱わざるを得

ない。この様に流れに複数の種類がある問題を多品種流問題（MCF：

multi－commodity　now　problem）と呼ぶ。多品種流問題に関しても色々研究が

なされている［LAWL　761［KENN　80HFUKU　84］［NAGA　88］［NAGA　89］

［AWER　g3a］［AWER　93b】。多品種流問題にも、三枝の容量を満たす範囲で

各品種の要求：量を流すことができるかを判定する問題（本稿では特に断わ

らない限りMCFはこの問題を意味する。）や、費用最小の流し方を求める

※1 lットワークを表すグラフぴ（Vβ）の節点数IVIと枝数旧のみの多項式で表されるオー

　ダーの計算時間を持つアルゴリズムを強多項式時間（strongly　polynomial　t㎞e）アルゴリ

ズムと言う。
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問題である最小費用多品種流問題（CMCF：minimum　cost　multi－commodity

How　problem）があるが、これらも（費用関数が線形ならば）：LPに定式化で

きるためクラスPに属することが知られている。しかしLPに定式化して解

いたのでは計算時間が多く実用的でない。そこで、流れの問題の特性を利

用した高速解法が必要となってくる。最近、品種数の多い多品種流問題の

効率的なアルゴリズム［NAGA　89］や、枝数のプロセッサで並列化出来るε一近

似※’高速アルゴリズム［AWER　93a］等が提案され、多品種流問題によって解

くことができる問題の範囲が広がった。

　しかし通信網に関する現実の事例を多品種流問題に定式化した場合、信

頼性や制御の容易性などの理由から、さらに種々の制約条件が付加される

ことが多い。例えば、管理の煩雑さを避けるために通信経路の候補を絞り

込む、つまり（1）一つの品種の流れが通る路の総数に上限を設ける［ASH

90］［ITO　92c］という制約、また、通信経路が長くなることによる品質劣化を

防ぐ［GIMP　74］［ASH　92］［INOU　92］［ITO　92c］、つまり（2）各品種の流れる

路の経由する枝数に上限を設けるという制約、また、通信が交換機の自律

的な制御で通信経路が決定されるため、（3）各品種の経由する路の集合

は指定できても、その中を流れる量は、ある関数で自然に決まってしまう

という制約［INOU　92］、等が考えられる。これらの制約を加えると、従来の

アルゴリズムが適用できなくなってしまう。実際、　（1）は［ELSA　88】によっ

て、経路数制限が1の場合にNP完全になることが証明された。任意の経路

数制限数についても、その結果は容易に拡張できる。

本章では（2）と　（3）の制約についての検討結果を記述する。すなわ

ち、　（2）については3．2で、任意の経由枝数制限値に対する多項式時

間アルゴリズム［ITO　92blを示す。　（3）については、流量配分則が均等配

分の場合［ITO　94d］について、経由減数制限値も考慮して3．3で扱う。

※1 竭阯痰ｪ実行可能解を持つとき、任意の正実数ε＞0に対して、各品種kの要求量d（幻を

（1＋ε）’1倍した問題例の実行可能解を求めることができるアルゴリズムをε一近似アルゴ

　リズムという。εを小さくすることで、理論的にはいくらでも最適解に近い解を見つ

けることができる。その際の計算時間が♂を含む多項式で表される時、そのε一捻：似ア

ルゴリズムは多項式時間アルゴリズムである、と考える。
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3．2．経由雄蕊制限の付いた問題

　多品種流問題（MCF）を現実の通信網に適用する場合、信頼性や制御の容易

性などの理由から、各流れが経由する路の枝数に上限を付ける必要がある

場合が多い［GIMP　74］［ASH　92］［INOU　92］［ITO92c］。以下この問題を経由枝

数制限付き多品種流問題（MCFL：multi－commodity刊ow　problem　with　link

number　constraint）と呼ぶ事にする。MCFLは、経由単数の上限値4が小さい

場合でしかも定数に固定してある場合（例えば作2）には適用可能なアルゴ

リズムが検討されている［ONO　91］が、一般の6に関しての検討はなされてい

ない。実際、小さい4に関しては、可能な全ての路を変数として列挙して

LPに定式化することも可能であるが、この方法だと、4の増加に従って変

数量が指数関数的に増大する。

本報告では、まずMCFLが（4を変数としても）クラスPに属することを、

MCFLを、線形費用の最小費用多品種流問題（CMCF）に帰着する事により示

す（CMCFがクラスPに属することは、それをLPに帰着できることから分か

る）。また、この帰着手順に基づくアルゴリズムを提案する。本アルゴリ

ズムを用いれば、CMCFの効率的なアルゴリズムを、　MCFLに応用すること

が可能である。

3．2．1．枝数制約付き多品種流問題の定義

【定義】

N』（G，K；5，d，ロ，c）：ネットワーク

　G＝（玩A）：有向グラフ

　K：品種（commodity）集合

　3＝｛（5㈹，雌））lk∈K｝：全品種の流出点（source）、流入点（sink）の集合

　　　5（k），め（k）∈y：品種kの流出点、流入点。ただし、全てのk∈Kについ

　　　　　　　　て8（幻≠‘（幻。

　d（幻∈｛0以上の実数｝：品種k∈Kの需要量（demand）

　ロ（a）∈｛0以上の実数｝：枝a∈湾の容量（capacity）

　c（a）∈｛0以上の実数｝：枝a∈Aの費用係数（cost　coefficient）

πa，k）∈｛0以上の実数｝：流れ（now）。枝a∈A上の品種k∈Kの流れの値を
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表す。

流量保存則：任意のx∈Vと任意のk∈κに対し

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（k）（x＝5（k））

　　Σπ・（x，y），k）一Σπ・（y・x）・k）＝一d㈹（x＝∫（幻）

　a（x，y）∈A　　　　　a（y・x）∈A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　O（x≠8（k），1（k））

容量制約：任意のa∈Aに対し

　　Σk∈Kf（a，」k）≦ロ（a）

流量保存則と容量制約の両方を満たす流れ遊実行可能流と呼ぶ・□

【定義】最小費用多品種流問題（CMCF）

［入力］ネットワーク酷（ぴ（V；A），K，5，d，召，c）。

［要請1実行可能流πa，k），　a∈A，　k∈Kのうち、総費用Σ、∈AC（a）尺a）の最小

　　　なものを求めよ。但し、Ra）＝Σ、∈κπa，幻は枝a上の全品種の流れ

　　　の和を表す。□

CMCFはLPに定式化できるため、クラスPに属する。

【定義】ネットワーク砕（伊（玩A），κ，5，d，ロ，c）上の流れ（実行可能流とは限

らない）πa，k），a∈Ak∈κに対し、品種長，∈Kと、8（縮），‘（塩）間の路P＝＜al・．

亀，…，aぜ〉，　a1，　a2，…，　a，∈Aとが存在して、以下の2条件を満たすとする・

　（1）ある実数0≦v≦d（輸が存在して、πal，k。）＝f（亀，k。）＝…＝f（a，，k。）＝vであ

　　　る。

　（2）k∈K」砺またはa∈A－A（p）ならば、πa，k）＝0である。

　このとき、流れ捲単純流（simpldow）と呼び、　pを単純流fの通る路と呼

ぶ。また、pの長さ4を単純流fの経由枝数と呼ぶ。（1）のvの値を単純流fの

流量といい、瑞を初品種という。

流れπa，k）が、、経由枝数似下の単純流の和によって表すことができると

き、すなわち、経由枝数似下の単純流4（a，k），ノ』L2，…，功ミ存在して・全

てのの枝a∈Aと全ての品種k∈Kについて

　　f（a，．k）＝Σ戸」4（a，幻
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を満たすとき、流れfの経由回数は似下であると言う。また・鉱単純流

考（a，k），プ』1，2，…，」に分解（resolute）できるという。□

例えば図3．1（a）の流れ磁（b），（c），（d），（e）に示す4つの単純流ちぢ，らちの和

で表すことができる。これらの単純流の経由枝数は各々2，3，3，2であるの

で、fの経由枝数は3以下である。

最小費用多品種流問題CMCFと単純流の間に次の関係がある。

【補題3．1】CMCFに最適解（最小費用流）が存在するならば、単純流に分

解できる最適解が存在する。□

本補題の証明は付録1に記す。本節で考える問題は次の様に定義される。

【定義】経由枝数制限付き多品種流問題（MCFL）

［入力］ネットワーク1＞」（G，K，5，d，ロ，0），ぞ∈｛自然数｝。但し0は全要素が0の

　　　ベクトルを表す。

［要請］経由枝数4以下の実行可能流πa，k），a∈A，k∈Kを求めよ。□

MCFLでは費用係数。を入力しないので、0ベクトルで表現した。
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　　　　図3．1流れfの単純流分解

Fig．3．l　A　resolution　of　flow　finto　simple　flows．
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3．2．2．円環化法

本節では次の操作によって、MCFLがCMCFに帰着されることを示す。図

3．2にこの操作の例を記しておく。

【定義】酷（ぴ（砿A）．KF，5，d，ロ，0）に対し次のネットワークド＝（び，瓦5～d‘，ゴ，の

をNの4段円環ネットワーク（torus　network）と呼ぶ。但し4は自然数である。

　GL（ゾ，A丘）

　ゾ＝V6UV1∪…UVI．1

　　V；＝｛x」x∈V｝，f∈｛0，1，”●，4－1｝

　．A」ハoUAIU…∪ん一1

　　AFA1　uA∴f∈｛0，1，…，ぞ一1｝

　　　A’＝｛a（X」，y（曲m敵）la（x，の∈A｝，ノ∈｛0，L…，4－1｝

　　　Aノ＝｛姻x、。。。ω，）lx∈珊，ゴ∈｛0，1，…，4－1｝

κ』｛角・lk∈K，f∈｛0，1，’●●，4－1｝｝

ゴ＝｛（甑），〆（駕））lk∈K，f∈｛o，1，…，ぞ一玉｝｝

　甑）＝8㈹、，左∈K，1∈｛0，1，…，6－1｝

　姻）＝め（幻、，k∈κゴ∈｛0，1，…，4－1｝

♂㈹＝d（幻，k∈K，1∈｛0，1，…，4－1｝

ガ（・（x、伽）。。d，））＝・（・（x，y）），・（x，伽）m。d，）∈A1，f∈｛0，1，…，ピー1｝

ゴ（・（x、，x倍1）。。d∂）＝。。，・（x，，x、拝，m。d，）∈A∴1∈｛0，1，…，4－1｝

c乏
ia）＝1，a∈A。

cεia）＝0，a∈Aぞ一A。

ネットワークNに基づいて円環ネットワークパを作ることを円環化

（torusize）と呼ぶ。□

円環ネットワークの直感的な説明をしておく。ぴ＝（ゾ，A5は次の様にして

G＝（肱A）から作られる。伊（V；A）の複製6個q＝（罵，A♪，f＝0，1，…，4－1を作って

qの上にG用が来るように重ね、qはf階にあると考える・但し・4－1階の上

には0階がつながって、輪になっているものとする。そして、各枝の頭を、

真上の階の対応する節点に来るようにずらし、それから、下の階から上の

階に、対応する節点を結ぶ枝をつける。品種も階に対応して4個複製する。
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こうして得られた円環ネットワーク上を運ばれる流れは、一つ枝を通過

する度に、階を一つ上がることになる。各品種の流出点と流入点は同じ階

にある、ということは6の倍数階離れていることになる。よって・流れの経

由採卵は4の倍数になる。これを丁度経由枝魏の流れのみにするために・

費用関数を導入し、経由脚数が長くなると、費用が大きくなる様にしたの

である。次の定理でこのことを厳密に証明する。

【定理3．1】ネットワーク砕（伊（聾4），1（5，d，ロ，0）、4∈｛自然数｝、

DニΣk∈Kd（幻、　Nを円環化したネットワークをパ＝（び＝（ゾ・A’）・K’・ダ・♂・ガ・c5

とするとき、MCFLの問題例（瓦4）が解を持つことの必要十分条件は・

CMCFの問題例パの最適解の総費用が4Dとなることである。小

本定理の証明に必要な性質を補題として示しておく。

【補題3．2】定理3，1のパとDに対し、CMCFの問題点パの最適解の総費用は

ω以上である。□

証明）補題3．1より、問題例パの最適解κ、単純流に分解できるものが存

在する。fの単純流分解を、4，ち，…，布とする。費用は流量の線形関数なの

で、各4（加1，2，…，劫毎に独立に費用を計算し、その和でfの費用を表すこ

とができる。h＝1，2，…，　Hについて、ちの通る路をP11、流量を跡経由丁数

をらとする。パの構成法より、全てのkf∈κについて、8（駕），　f（kf）問の路は長

さが4の自然数倍である。よって41叫4と書ける、但しm、は自然数である。

するとp、はA。の枝を丁度叫個含むので、ρ，1の作る費用はn11臨である。よって

fの総費用は

　　　Σ1、。1H叫yh≧Σ1、。IH　y1、＝6D

となる。　Q．E．D．

定理3．1の証明）まず必要性、即ち「MCFLの問題例（瓦のが解を持つなら

ば、CMCFの問題例Mの最適解の総費用が4Dである」ことを示す。

fをMCFLの問題例（瓦のの解とする。磁、経由枝数が雨下であるような

単純流君，ち，…，靖に分ける事ができる。この内の品種がkであるものを幼

ず，…，塩♂とする。がの流量をかとし、ガの通る路をp，1k＜x（瓦h，0），　x（k，h，1），
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…，x（k，、h，4（k，・血））〉，x（k，ヵ，0），x（幼，1），…，x（k，h，4（k，h））∈Vとする、但し4（k，力）

（≦のはp、kの経由論意である。　p，1kに基づいてび＝（ゾ，A5上の路q1挟幻，1＝0，1，

…，客1を

　　　吼瓦’（幻＝＜x（kカ，0）1，x（k，h，1）紬。ωパ・・，x（k，力，4（k，h））、醐，n1。d，・

　　　　　　X働，4（．k，力）），齢．11、．。。ω，，X（k，力，4（蝸），脚）．・，。。d，・’●●・X（k・h・4（kカ））・〉

の様に構成する。ザ」はσ上の路であることは、ゴ』0，1，…，4（kカ）一1に対して、

a（x（紬，∫），x（kカ」＋1））∈Aより、

　　　・（x（k劾㈲。ω，，x（蜘＋1）、酬，。ω，）∈A，脚’⊂A乏

であり、ノ＝4（k，h），4（1ζh）＋1，…，44に対して、

　　　・（X働，鋤））㈲。ω，，X働，鋤）），梱、。。d，）∈A、綱，2⊂A‘

であることから明かである。全てのq11κ’の長さは4である。各（hkfを通る単純

流8｝、k¶fを

　　　島1瓦ゴ（a，駕・）＝巧∴・∈A（q，1瓦’），町∈κ

の様に構成する。p，1kの始終点x（k，h，0）とx（瓦h，4（瓦h））1よ単純流の定義から、

x（k，瓦0）＝8㈹，x（k，h，4（k，h））＝∫（k）である。よって、　q評の始終点は各々x（幼，0）、

＝8（幻f＝86（駕）とx（k，瓦4（瓦h）），＝‘（幻，＝〆（葛）となる。しかも8｝1瓦1（a，駕）＝y詐≦d（幻

二荘園であるので、詳1は単純流の条件を満たしている。次に8評に基づいて

パ上の流れgを次の様に構成する。
　　　9（a，1募・）＝Σ，同拭k）8｝1k」（a，kl），　a∈〆，・kf∈κ‘

ここで、gがパの実行可能流になっている、すなわち流量保存則と容量制約

を満たしていることを示す。構成法より、全てのa（X」，y碗脚dβ）∈A∴κ∈1ぐに

ついて、

　　　Σ戸）酢18（a（Xf，yl用）m。d〃，・り＝1（a（x，y）・k）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・1）

となる。また、p，1kが単純路であることから、

　　　Σ鼠、嚇y）∈A1（a（8（」k），y），・k）＝d（幻，・k∈κ　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・2）

　　　Σ騨、、。。π・（y，8（k）），κ）＝0，左∈K　　　　　　　　（3・3）

　　　9（a（5（k）、，澱。1）。。d，），駕）＝πa（敵），y），幻，・（・㈹，y）∈A・k∈Kf∈｛0，1・●●●・4－1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．4）

　　　訊・（澱、一D。ω，，5㈹，），k、）＝0，・（y，5㈹）∈Ak∈κf∈｛0・1・●’●・4－1｝　（3・5）

　　　訊・（・㈹、伽n1。d，），κ）＝0，・（・㈹，y）∈Ak∈κf≠ノ・fJ∈｛0・1・●●’・4－1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

　　　訊a（5（」k）f，5（」k）（弁1）。。。），鰐）＝0，a（5㈹，y）∈Ak∈K・f・ノ∈｛0・1・’●’・4－1｝（3・7）

が成立する。8評が単純流であるので、各品種駕の流量保存則は、その流出
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点86（幻と流入点〆（幻を除いて成立しているのは明か・品種瑠∈κのその流出

点56（幻における流量保存則を考えると・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　だ　　　Σ鼠，・働y）∈A・訊a（8乏㈹，y），・硲）一Σ細，’（kの》∈A’8（a（y・5（起）），・k｝）

　　　＝Σ姻鳳y）∈A9（a（5㈹，，玲1）m。d，）・」り

　　　一（Σ鯉，、㈹）。ぶa（y（m。。d・8㈹・）・ち）＋訊・（・（幻・・1）・・d’・・㈹♪・勾））

　　　＝Σ鼠，（、、．。）。訳a（5（左），ンう，、k）　（（3．4），（3．5），（3．7）より）

　　　＝d（k）　（（3．2）よ　り）

　　　＝（ノ㈹

よって、品種篤∈κのその流出点5‘（k，）における流量保存則は満たされる。残

る品種駕∈κの流量保存則は流出点〆（幻におけるもののみであるが、流量保

存則の性質から、一節点のみ流量保存則が成立しないことはできないので、

〆（幻においても成立することが分かる。以上から・流量保存則の成立が確

かめられた。

次に容量制約を満たすことを確認する。a∈Aノ，　f＝0，1，…，但に関しては、

容量が無限大なので、当然容量制約は満足している。a（Xゴ・y（油m。α）∈．A∴f＝0，

1，…，4－1における容量制約は、

　　　Σ、∈。Σ〆’1承・（x1，激。。一d，），鰐）＝Σ、∈κπ・（x・y）・幻（（3・1）より）

　　　≦・（a（x，y））＝ガ（a（x、，澱。1，m。d，））

よって容量制約も満足する。以上から、gは亙の実行可能流である。

次に、gによる費用を計算する。費用は流量の線形関数なので、単純流

討毎に独立に費用を計算し、その総和によってgの費用を求めることがで

きる。8評の通る単純路q，，κ’はみノ，声0，L…，44に属する路を一つずつ含む。

費用係数はa∈Aoならば♂（a）＝1，a∈、4’一ハ。ならば♂（a）＝0なので、8評による費

用は8評の流量防5に等しい。よってgによる総費用は

　　　Σ、。。Σ、．1耳幻Σ岡㌦㌔ぞΣ、∈。Σ，1．1㌦㌔4Σ…d（幻＝ω

となり、補題3．2より最適解である。　（必要性の証明了）

次に十分1生、即ち「CMCFの問題例パの最適解の総費用がωであるならば、

MCFLの問題例（N；4）が解を持つ」ことを示す。

パの最適解の総費用が6Dであると仮定する。補題3．1より単純流g1，　gガ・・，

翫に分解できる最適解gが存在する。旗L2，…，　Hについて、＆の通る路を1乃1、

流量を玲、経由枝数を41，とする。補題3．2の証明と同じ議論で・41F叫6と書

け、P，1の作る費用はm，凸である、但し叫は自然数である。　fの総費用がωと
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なることから、

　　　　　ド　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　Σ11。1叫vゐ＝4D＝Σ11。1巧」

となり、この等式を満足する偽，は、m、司，h＝1，2，…，Hに限られる。よって、

乏1F4となり、＆，の経由枝数は4、即ち9の経由枝数は似下である。次に9に基

づいてN上の流れfを以下の様に定義する。
　　　πa（x，y），、k）＝Σ司匹塁Σ声♂’18（a（x，，激曲n1。d，），りμ，　a（x，．y）∈A，k∈K　　　　（3・8）

また、

　　　fてa（X，y），jk）＝Σ，諭1Σ戸）胴8（a（X，，激油m。d，），り，　a（X，y）∈…A左∈Kr

　　　（すなわち、f（a，幻＝4・πa，幻，a∈A，k∈K）

とする。fとfの経由枝数は共に似下である。さらに、　N上の各枝の容量と

各品種の要求量を賠して得たネットワークをN’とすると、明かにf’はNの

実行可能解である。よって磁Nの実行可能解であり、経由枝数は似下であ

る。　（十分性の証明了）　（定理3．1の証明了）

定理3．1より、経由直奏制限付き多品種流問題MCFLが最小費用多品種流

注題CMCFに帰着されることが示された。これを利用して、　MCFLを解く多

項式時間アルゴリズムを得る。

【定理3．2】MCFLはクラスPに属する。□

証明〉まず、経由枝数の定義から、4≧Mならば、任意の実行可能流の経

由枝番が里下になる。経由凶年制限を付けない原品種俵問題は、CMCFで

費用係数を。（a）＝0，a∈Aとしたものに等しく、クラスPに属する。よって

4＜Mの場合のみに話を限定して良い。MCFLの問題例（凡4）を多項式時間で

解くアルゴリズムTORUSを以下に示す。



procedure　TORUS

comment（N，の：入力の問題例

　　　　五出力される実行可能解（存在するときのみ出力する）；

begin

－
⊥
9
ρ
り
0

4

Nに基づいて円環ネットワークパを構成する。

CMCFの問題例がを解き、最適解gとその目標関数値。。を得る。

if　c。＞4Dthen”実行不可能’響を出力；

else

　（3．8）に従って、8から、fを構成する；

end；

本手続きがMCFLを解くアルゴリズムであることは、定理3・1によって保

証される。次に多項式時間アルゴリズムであることを示す・IV／＝0（4M）・

lAどi＝α4（M＋IAi）），1顔＝α41K1）なので、　CMCFの問題例パを表現するのに必要

なデータ量length（パ）は、　MCFLの問題例（W）を表現するのに必要なデータ

量をlength（N，4）とすると、length（亙）＝0（61ength（瓦の）であり、第1行の円環

化に要する時間量はα41ength（1w））である。第2行の操作は、　CMCFがクラ

スPに属することから、length（パ）の多項式時間、すなわち41ength（瓦4）の多

項式時間で可能。第4行はαIA‘llκ1）＝α62（iV1＋IADIKl）時間で出来る。ここで・

4＜Mであことを考慮すれば、以上から、本アルゴリズムが多項式時間アル

ゴリズムであることが分かる。よってMCFLはクラスPに属する。　Q・ED・



3．3．均等配分制約の付いた問題

通常の多品種流問題（MCF）では、各路を流れる流量は、流量保存則と容量

制約を満たす限り、自由に設定できる。しかし通信網への適用を考える場

合、一つの品種を流すことのできる路の集合は確定的に指示できるが、各

誌にどれだけの割合で流れを配分するかは、確率的に変動し制御できない

場合がある。例えば通信網における接続経路の候補群を決定する問題［ITO

92c］［ITO　92d］は、各品種の流路の集まりを決定することを目的とし、各接

続経路に流す量は各交換機が網状態に応じて路を決定するアルゴリズムに

依存する。最も単純かつ重要なアルゴリズムとして、各交換機が無作為に

路を決定する場合を考えると、この場合は各路への流れの配分は均等にな

る。そこで、本節では、制約付き多品種流問題の一つとして、品種毎に回

路へ均等に流れを配分することを前提として、各品種を流す路の集合を求

める問題、多品種流路問題（MCR：Multi－Commodity　now　Routes　problem）を

考える［ITO　92a］［ITO　94d］。

MCRは「独立経路問題」（disjoint　paths　problem）［IBAR　89］の一般化に近い

問題である。独立経路問題の詳しい定義は省略するが、一般に難しい問題

であり、グラフの形状や入力値に制限を加えたある種の問題についてのみ

クラスPに属することが指摘されている［KARP　721［EVEN　76］［PERL　781。従っ

て独立経路問題からの類推で、MCRが難しい問題であろうとの予想がつく

が、理論的に示した例は無い。また経由枝数や品種数に制約を加えた場合

の計算量についても論じられていない。本節ではこれらのことを明らかに

する。すなわち3．3．1で諸定義を行なつ々後、3．3．2で本問題が、

品種数を2以上の任意の整数に固定した場合でも強NP完全であり、品種数

が1の場合のみ多項式時間アルゴリズムが存在する［ITO　94d】ことを示す。

また、通信網における接続経路は、長くなると品質の劣化や制御上の困難

を伴うので、中継交換機を1つ、つまりグラフ上の表記では、経由する枝

数を2以下に限定する場合が多い［GIMP　741［ASH　92］［INOU　92］［ITO　92c］・

そこで3．3．3では経由枝数を2に限定した場合のMCR（MCR2）を扱

い、それでもなお強NP完全であることを示す。ただし、　MCR2の場合は、

品種数を任意の定数に固定すると、多項式時間アルゴリズムが存在する

［ITO　94d］。



3．3．1．多品種流路問題

ネットワークNに関する定義は3．2．1参照。但し、本節では費用は使

用しないので、ネットワークを表記する際には、酷（G，κ，5，d，のの‡乗に費用

係数を省略する。なお、本節（3．3）で扱うグラフGは単純な有向グラ

フに限るものとする。

【定義】

P：グラフG上の路集合
8（p，幻∈｛0以上の実数｝：路p∈F上の品種k∈Kの流量。

枝a∈Aを含む路の集合をP（a）＝｛ρ∈21a∈A（ρ）｝と記す。

従って、πa，幻＝Σρ闘のg（ρ，κ）の性質が成立する。□

【定義】多品種流路問題（MCR）

［入力］ネットワーク酷（G，K，5，d，u）

［要請］下記の条件（i）～（v）を満足する流路集合Q〈幻⊆照k∈K

　　　が存在するか否かを求めよ。

　（i）各p∈◎㈹の始点はs（k）であり、終点は‘㈹。

　（ii）流量保存則：

　　　Σ，。灘，9（P，k）＝d㈹・k∈κ

　　　ΣP∈r一型｝8（ρ・1ビ）＝0・k∈K

　（iii）容量制約：

　　　（0≦）F（a）≦ロ（a），a∈A

　　　但し、F（a）＝Σk∈κπa，k）、πa，k）＝Σρ∈r〔、）g（p，k）である。

　（iv）流量配分則：任意のk∈、κに対し

　　　9（μk）＝9（P’，k），ρ，P’∈歪くk）

　（v）p，p’∈g（k）かつp≠pならばρとρ’は内素。□

条件（iv）と（v）が無ければ、　MCRは通常の多品種流問題MCFになる・



3．3．2．多品種流路問題～経由枝数制限の無い問題

本節では、多品種流路問題MCRの計算：量を、品種数を変化させて考える。

まず、1品種の問題は、以下に述べる様に2点間の内感な路の最大数を求

める問題に帰着することができ、多項式時間のアルゴリズムが存在する。

【定理3．3】品種数11qが1に固定されたMCRはクラスPに属する。□

証明）品種数が1のMCRの問題苗齢（G，K5，d，のが与えられたする。ただ

し、

　　　8＝8（k1），　Z三f（・kl），（痒d（k1），◎＝（｝（・kl）

と記す。8の出次数及び‘の入次数をdeg，。，（5），　degf。（0とすると、MCRの条件

（v）より、

　　　IQ≦min（deg。。，（8），deg加（‘））≦η一1

である。そこでIOIを1か月min（deg。，、（s），　deg。①）まで変化させて、それぞれ

について解が存在するかどうかを調べる。そのため、IOIをqに固定した問

題を考える。

条件（iv）より

　　　9ψ，・k’1）＝｛ガq，P∈1（こ｝

である。よってグラフGの枝のうち、容量が（〃qより小さい枝を除去したグ

ラフG（q）に対して、5，澗の内切な路の最大数M〔q）を求めれば良い。に1＝qに

固定した問題が解を持つ必要十分条件はM（q）≧qである。M（q）を求める問

題はMengerの定理［MENG　271［HARA　691より、G（q）における8，澗の点連結

度K（8，‘；G（q））を求めることに等しく、最大流問題に帰着することによって多

項式時間で解くことが出来る［DINI　78］［KING　92］。

　よって品種数が1のMCRは8，澗の点連結度を求める問題を高々η一1度解く

ことによって、解くことができる。故にクラスPに属する。　Q．E．D．

しかし、MCRにおいて品種数が2になると既に強NP完全になる。

【定理3．4】品種数が2に固定されたMCRは強NP完全である。□

定理3．4の証明は［EVEN　76］の2品種整数流問題（Two－commodity　integral



now　in　direct6d　graphs：D2CIF）の証明と全く同様にして・充足可能性問題を

2品種のMCRへ帰着することによって証明できる。　D2CIFは問題の制約と

してMCRの条件（iv）の均等配分則、及び条件（v）の内素性は保有していない。

しかし、充足可能性問題を帰着して出来たD2CIFの問題例は・（iv）と（v）の性

質を偶然にも満たすので、そのまま品種数2のMCRのNP完全性の証明とす

ることが出来る。しかも、同様の帰着法で出来た品種数2のMCRの問題例

においては、枝の容量は全て1、需要量は高々0（lv1）となる。よってこの結

果は、品種数2のMCRの強NP完全性も意味する。証明の概要を付録2に掲

げる。

この結果、2以上の任意の固定された品種数に対して、MCRが強NP完全

であることが容易に分かる。

3．3．3．経由枝数制限のある問題

前節では、多品種流路問題（MCR）がNP困難であることを示した・これに

対し、本章では、経由枝針を2以下に限ったMCRの複雑さを考察し、一般

のMCRとの相違点を明らかにする。

【定義】MCRの定義において、各⊇・㈹，　k∈κを、2つ以下の枝から構i成され

る路の集合軋の中から選ぶように制約を付けた問題を、経由枝数2以下の

多品種流路問題と呼び、MCR2と記す。□

MCR2はMCRに比べ、解の範囲が狭くなっているので、直感的には簡単に

なっている様に思える。しかし、下記の定理に示す様に、やはり強NP完全

である。

【定理3．5】MCR2は強NP完全である・□

定理3．5は、既知の強NP完全問題である3分割問題（3PRT）［GARE　791を

MCR2へ帰着することによって証明できる。3分割問題の定義を記す・



【3分割問題（3PRT）】

［入力］有限集合塾｛x、，x2，…，　x3。、｝（ただしmは自然数）

　　　要素の大きさz（x）∈｛自然数｝（x∈拘，但しz（x）は次条件を満足する。

　　　　　　B／4＜z（x）＜B／2，x∈X・

　　　　　　Σx∈xz（x）＝」mB

［要請］　Σ。∈憩z（x）＝Bとなる様に、xは部分集合濁，凡，…，XL1に分割可能

　　　か。　（このとき、上記の制約から各濁の位数は3となる。）□

定理3．5の証明）

MCR2がNPに属することは明らかである。よって以下、3PRTをMCR2に

帰着することで、MCR2の強NP困難性を示す。3PRTの任意の問題例（Xl　z）

に対し、MCR2の問題例N（X，　z）を以下のように作成する（図3．3参照）。

領
こ
N

　　　zω

　81溢ソ
へ摯％ソ

　　z（ち

52z（xフ

WO

Wl

●

・蓉
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mB

●　B

●　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

●：読総．

5勧z（x・・職＼

●　　B

w　肇
　〃1　i

　　　…

、　capac1‘1e3

（
f

d（」k｝）＝2z（Xf）

5（幻）＝51，κ幻）＝ら

図3．33PRTのMCRへの帰着法
Fig．3．3．　Transfo㎜ation　of　3PRT　to　MCR．



N（X，z）＝（G，KF5，d，の

　G＝（V，・4）

　　v』鷲∪鷲∪｛も｝

　　　鷲＝｛5P82，…，83m｝

　　　V。＝｛WO，　Wl，W2，…・1祐。｝

　　A＝、4UA
　　　　ど　　　　ゴ

　　　A、＝｛a（嬉，叩ls，∈v画∈v。｝

　　　AF｛a（胃1，‘o）隔∈v弱｝

　K』｛瓦，」』，σ9●，」亀m｝

　3＝｛（8（角・）＝畠，‘（駕）＝ら）1衣｝∈K｝

　d（幻＝2z（属），左｝∈K

　・（a（賜））＝z（笛），畠∈Vl・陽∈vし

　ロ（a（恥，ら））＝jmB

　ロ（a（Wi，ら））＝B，　f＝1，2，…，m

このとき、　「3PRTの問題例（X，　z）に解が存在する」の必要十分条件が

「MCR2の問題例N（X，　z）に解が存在する」であることを示せば良い。

　（必要性）　「3PRTの問題例（X，　z）に解が存在する」ならば「MCR2の問題

例N（X，z）に解が存在する」ことの証明。

（X；z）の解をxlノ（ノ＝1，2，…，m）とする。

　　　ホ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぷ
　　　（・（駕）＝｛〈51，鴨，‘。〉，＜8、，w。・ら＞lx’∈xノ｝

とすると、条件（i）と（V）を満たす。条件（ii）と（iv）を満たすように配分すると・

　　　理財〉陶＝明く勒，ら〉，起）＝z（x）（ただしx’∈鴎）

　　　9（＜5f，w，ら〉，幻＝0（ただしw∈V：げ｛Wo，鴨｝，Xf∈Xり

となる。よって、

　　　R・（5」，W））≦z（x♪，畠∈鷲，w∈称　　　　　　　　（3・9）

また、

　　　尺・（Wb，ら））＝Σ短。xz（x♪＝mB　　　　　　　　（3・10）

　　　三岡，ら））＝Σ．闘z（x）＝β，声1・2・…・m　　　　　（3・11）

が成立する。式（3．9）～（3．ll）より条件（iii）を満たす。

以上により、ご（幻は条件（i）～（v）を全て満たし、N（Xz）の解となっている。

（必要性の証明了）
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　（十分性）MCR2の問題例MX，　z）に解が存在する」ならば「3PRTの問題

例（X，z）に解が存在する」ことの証明。

N（x，z）の解をご（紛，勾∈Kとする。まず、

　　　Σ幻∈Kd（駕）＝2mB

なので、カット条件よりAの枝は飽和して（上限まで使用されて）いなけ

ればならない。次に、

　　　Σ，、。穂・（a（81，Wb））＝mB＝u（a（％，ら））

より、a低恥），1＝1，2，…，3mも飽和している。よって条件（ii）を考慮すると、

◎＊（幻はく角，％，ら〉を含む2つの路から構成されている。〈角，恥，ら〉以外の憂＊（幻

の要素（路）をr」とおく。Aの枝が飽和していることから、各a（陽，ら），ノ」1，2，

…，mについて
　　　Σく訂，吻；f。凋ゴ8（rゴ，κ・）＝F（a（％，1b））＝B　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．12）

が成立する。ここで
　　　x㌻＝｛x」＜8，，W1・ら〉＝r1｝

とおくと、（3．12）より

　　　Σ。∈x，z（x）＝Σぐゆ．ぶr1，k、）＝B　　　　　　　（3・13）

となる。よって、x11，寿L2，…，mは（X，　z）の解になっている。　（十分性の証

明了）

以上の結果必要十分性が示された。　（定理3．5の証明了）

一般のMCRは品種数が2であっても強NP完全であった（定理3。4）。しか

しMCR2は品種数1∫qが定数値の場合、以下に示す様に多項式時間アルゴリ

ズムによって解くことができる。

【定義】品種数ilqを定数わに固定したMCR2のことを、　MCR2一わと記す。□

【定理3．6】任意の自然数わに対し、MCR2－bはクラスPに属する。□

以下、いくつかの補題を経てこの定理を証明していく。まずMCR2一わの問

題例矩（G』（玩A），1（5，d，のが与えられたら、前処理として、枝の存在しない

節点v，w∈V問に容量0の枝を付与し、グラフ伊（～4A）を完全グラフにする

（明らかに同じ問題である）。



【定義】v！：＝｛5㈹区∈KL㍗｛’㈹鼠∈K｝

さらに鷲：＝｛Sl，52，…，S附｝と言己し、　K⑦：＝｛k∈K同＝5（幻｝とおく。

同様に砕＝｛ら，ら…，軸｝、1く⑦：＝｛k∈珂ζ1＝f㈹｝を定義する。□

【補題3．3】各品種k∈κ毎に0以上の整数ρ（幻，q（幻を入力変数として持ち、

MCR2一わに「品種kの解の路の集合1⊇〈k）のうち、〈5㈹，v，め（幻〉，　v∈鷲∪罵ま

たはく8（幻，‘㈹〉なる路がp㈹個で、〈5㈹，v，‘㈹〉，　v∈“（鷲∪罵）なる路がq㈹

個でなければならない」という制約を付け加えた問題（MCR2α一わと呼ぶ

ことにする）がクラスPに属するならば、MCR2一わもクラスPに属する・□

補題3．3の証明）P（幻，q（、k）は、0≦P（幻，q（幻≦lv1－1の整数なので・各品種

k∈K毎にlv12通りずつ考えられる。よってMCR2α一わを全部で高々M2b回解く

ことによって、MCR2めを解くことができる。　b＝11qが定数なので、これは

IV1の多項式である。よってMCR2α一わがPに属するならばMCR2一わもPに属す

る。Q．E．D．

【定義】各品種k∈κ毎に0以上の整数ρ（k）を入力変数として持ち・MCR2一わ

に「品種kの解の路の集合｛（k）は、〈ε（幻，v，‘㈹〉，　v∈鷲∪足または

く8（幻，’（k）〉なる路p（k）個のみから構成されなければならない」という制約

を付け加えた問題をMCR2β一bと呼ぶ。また、各品種k毎に0以上の整数

q（k）を入力変数として持ち、MCR2一わに「品種kの解の路の集合9（幻は

〈5（k），v，‘（k）〉，　v∈V二（鷲∪罵）なる路q（k）個のみから構成されなければならな

い」という制約を付け加えた問題をMCR2γ一6と呼ぶ。□

【補題3．4】MCR2β一b及びMCR2γ一わがクラスPに属するならば・MCR2αめも

クラスPに属する。□

証明）均等配分則より、MCR2α一わでは、選択された路に配分される品種

k∈Kの流量δ㈹は

　　　δ（幻＝d（幻／（P（k）十q（k））

の様に固定される。また、〈5（κ），‘（k）〉，〈5（k），v，‘（k）〉，v∈鷲∪稀と

〈5（k’），v，雌’）〉，　v∈い（鷲∪罵）は共通の枝を使用しない、すなわち
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　　　｛a（5㈹，f㈹），a（s㈹，v），a（v，㈹）lk∈κ，v∈鷲u稀｝

　　　∩｛a（5㈹，v），a（v，f㈹）lk∈κv∈い（級∪稀）｝＝φ

であるから（図3．4参照）、MCR2βめの品種k∈Kの要求量d㈹を

　　　♂（幻＝d（幻P（幻／（P（幻＋q（幻）

MCR2γ一わの品種k∈Kの要求量d”（k）を

　　　♂’（幻＝d（k）q（k）／（P（k）＋q（k））

とおいて、MCR2β一わ及びMCR2β一わを独立に解くことによって・MCR2α一bの

解とすることが出来る。以上から題意が証明される・Q．ED．

Edges　used　in　MCR2辛h

撃一　”’一　・r

く・㌔．　・．．’／

W
㍉
層

唱．ﾅ
　

　　　　　　　　Edges　used　in　MCR2β一h

図3．4MCR2β一bとMCR2γ一bの使用する枝

　　Fig．3．4　Edges　used　in　MCR2β一わand　MCR2γ一h

以上から、次の補題が直ちに導かれる。

【補題3．5】MCR2β一わ及びMCR2γ一わがクラスPに属するならば・MCR2一わもク

ラスPに属する。□

証明）補題3．3、3．4より明か。Q．ED．



補題3．5より、MCR2β一わ及びMCR2γ・わがクラスPに属することを示せば定理

3．6は証明される。まずMCR2β一わから考える。

【補題3．6】MCR2β一bはクラスPに属する。□

補題3．6の証明）MCR2β一わは、対象とするグラフを鷲∪秘とその間の枝に

限れば良い。よって扱うグラフはG，戸（yノ，Aノ），聾＝鷲UV』・

Aβ＝｛a（v，w）∈Alv，w∈称｝として良い。　IVI」≦21∫q＝2bより、各品種k∈κに

ついて、◎（k）の選び方は2わ（弘，（≦22り以下である・よって・全ての品種k

について（O（幻を選ぶ選び方はわ22b以下。選んだ◎（k），k∈κが問題の条件を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ満たすことは、α1八ノ1＋Σk∈κp㈹）時間で判定出来る。ここで、1馬1≦［玩ノr≦

4b2及びP（k）≦1玩」≦2わを考慮すると・α1・4，」＋Σ、∈KP（k））≦αb2）であり・こ

れは定数オーダーである。よって、MCR2β一わは定数時間アルゴリズムで解

くことができる。故にクラスPに属する。　Q．E．D．

よって以下、MCR2γ一わがクラスPに属することを示せば良い・

MCR2γ・わでは、グラフの枝は

　｛婚v），砲9∈為1訴因・ら∈い∈v臥∪稀｝

のみ使用する。よって本章ではこれ以降、グラフの枝集合Aはこの様なも

ののみに限ることにする。解かりやすくするために、図3．5の問題例を使っ

ての説明も添える。

【定義】B∈2K（2κ：Kの部分集合の集合）に対して、その重さを

ω（B）＝Σk∈。δ（k）と定める。また、全てのB∈2κにω（B）の小さな順（同じ大

きさのものは任意の順）に番号1，2，…，12『＝2bを対応させ、　ord（B）で表す。

またord（B）功の逆関数をor♂（h）＝βとする。□

つまり、ord（B）＜ord（B’）ならばω（B）≦ω（B’）の性質がある。当然ord（φ）

＝1，0rd（一K）＝12『＝2bとなる。図3．5の例ではω（φ）＝0・ω（｛kl｝）二2・ω（｛k2｝）＝3・

ω（｛k1，k2｝）＝5であり、従って、　ord（φ）＝1，0rd（｛kl｝）＝2，．ord（｛ち｝）＝3，

ord（｛k1，ち｝）＝4となる・

任意の品種kに対して、・駅k）内の異なる路p，グは互いに内素なので、枝

a∈Aを通る品種k∈κの流量はδ㈹または0となる。よって次に定義する様
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a　　　2

3＼4

5（kl）

5
1

5（亀）

3
2

　3

　5　　　　　∫1　　　　5

　　　　f（kρ・’（ち）

d（k1）＝・d（」ki2）＝6，　q（角）ニ3，　q（kタニ2

δ（k1）＝6／3＝2・δ（勺＝6／2＝3

1　　　d

3／2

4箋・

2重b

図3．5　定理3．6の証明の説明用の問題例

　Fig．3．5．　An　example　for　the　proof　of　theorem　3．6．

に、枝集合Aをその容量によって12乍2わ（定数）個の部分集合に分割する。

【定義】

A1ω・＝｛a∈Aiω（ord．1（h））≦・（・）＜ω（・・dロ1（h＋1））｝，力＝1，2，…，2b－1

A1（2わ）・＝｛a∈Alω（・・d曹1（25）≦・（・）｝□

図3．5の問題例のA、による分割結果を図3．6に示す。a∈A（h）の意味は、枝

aに配分する品種の集合をBとすると、ord（β）≦hでなければならず、また

ord（B）≦力であればa∈．Al（h）に品種の集合Bを配分しても容量上問題が無いこ

とを表す。

【定義】W鷲∪罵）の分割V～（が，めを以下のように定める。但し力5』（11∴h25，…，

hl困5）、　h』（h∴力2’，…，力lv　5かつ力κ8，尻∈｛1，2，…，2わ｝である・

　v∈v二（鷲∪稀）がy∈鷲（が，めとなる必要十分条件は・a（舟・v）∈A1ψゾ）・

∀ノ∈｛1，2，…，1鷲1｝かつa（v，g∈A（々1’），∀ノ∈｛1，2，…，1稀1｝である。各vが属する

％（が，めは唯一つ存在する。□
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　　　　　　5（左霊）

　4一・・贋・　：Al（1）　　d咽疇一・一一一：Al（2）

　＜唖…：．Al（3）＜←鰯：A1（4）

　図3．6　、41の例

Fig．3．6　An　example　for　A1．

【定義】Aの分割A2σ，6，拭めを以下のように定める。但し前述の様に

h5＝（力15，h25，…，　hl囚5）、　h』（h∴力，’，…，力1。1’）かつh∴h・’∈｛1・2・

ノ∈｛1，2，…，max（臥1，1稀1）｝、4∈｛1，2　Dである・

（1）・∈｛鵡v）1訴い∈“巴∪別の場合・

　　v∈％（が，力‘）ならば、a∈A2（ノ，1，ガ，力‘）。

　（2）a∈｛a（y，ら）璃∈稀v∈い（紘∪稀）｝の場合・

　　v∈％（h5，めならば、　a∈A2（ノ，2，1f，め。□

…，2b｝であり、さらに

図3．5の問題例の鷲による分割結果を図3．7に、A2による分割結果を表3，1に

示す。A2は高々か2・（25b・（2b）b＝2か2〈（2わ2）（定数）個の集合への分割である

（但しaAわ：＝aわとする）。

次にMCR2ゆの解法を作成するために、　A，と％を用いて変数を定義する・
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V2((3,3),(4))

'
1
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V)((3,2),(4))

"

  pa3.7 V20&U

Fig, 3.7 An example for V2.

   ill3.1 A2(2)&U

Tab. 3.1. An example for A2.

a(sl,*) a(s2,*) a(*,tl)

a (1,1,(2,3),(3))
(2,1,(2,3),(3)) (1,2,(2,3),(3))

b (l,1,(2,3),(3)) (2,1,(2,3),(3)) (l,2,(2,3),(3))

c (1,1,(3,3),(4))
(2,l,(33.},(4)) (1,2,(3,3),(4))

d (1,1,(1,3),(2)) (2,l,(1,3),(2)) (1,2,(1,3),(2))

e (1,1,(l,3),(2)) (2,1,(1,3),(2))
(1,2,(1,3),(2))

f (1,1,(3,2),(4)) (2,1,(32),(4)) (12,(3,2),(4))

(*,*,(*,*),(*)) means A2(*,*,(*,*),(*)).
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【定義3．1】

x（幻，4，ガ，め∈｛0以上の整数｝：品種kが流路として選択した路に属する枝

のうち、A2（μ，ガ，めに属する枝の数。

y（11，Lノ，4，、h5，1∫）∈｛0以上の整数｝：全てのk∈ord－1（h）が流路として選択し、か

つどのk∈K・or♂（力）も流路として選択しなかった路に属する枝のうち、

A2（ノ，4，拭めに属する枝の数。

z（η・，η’，ガ，め∈｛0以上の整数｝：全てのノ∈｛1，2，…，1鷲1｝に対して「全ての

k∈ord－1（ザ）がa（辱v）を流路として選択し、かつどのk∈K』ord－1（ηうもa（魯，　v）

　を流路として選択せず」かつ、全てのj∈｛1，2，…，凹｝に対して「全ての

k∈ord’1（防5がa（v，gを流路として選択し、かつどのk∈K－ord－1（房）もa包g

　を流路として選択しない」という条件を満たす節点v∈鷲（拭めの数。但
　し、h∈｛1，2，…，2b｝，　ガ，η5∈｛1，2，…，2わ｝lv団，　h’，η’∈｛1，2，…，2わ｝lw㌧4∈｛1，2｝。

　□

これまで定義した記号を用いて、MCR2γ一bの解となる必要条件として制

約式＜3．1＞～＜3．11＞を定義する。但し、記号「Σ《：》」は「《》」内の「：」

の左側の変数について、「：」の右側の制約を満たす範囲で、全ての組合わ

せに対しての和を表す。また式後半の記号「（：）」は「o」内の「：」の左側

の変数について、　「：」の右側の制約を満たす範囲で、全ての組合わせに対

して制約式が存在することを示す。　「：」の無い「Σ《》」や「o」は、制

約なしの全ての組合せという意味である。

z（η・，η’，鋤＝0，（η∫，η’，が，ガ・∪、・・σ1（ηノ）≠∪、・・d’1（η1））

Σ《ガ，ガ》x（幻，4，ガ，め＝q㈹，（幻，6：k∈尺⑦）

x（幻，1，ガ，め＝0，（幻，ガ，ガ：k∈κ一K，⑦）

x（kJ，2，115，ガ）＝0，（kJ，ガ，ガ：・k’∈K」K，⑦）

Σ《h》y（、hJ，6，、げ，h5＝1．A2（ノ，4，ガ，・h51，（ノ，4，1デ，hう

y（勾，1，ガ，め＝0，（hJ，紬5，力f：h＞々戸）

y（h乳ノ，2，115，11’）＝0，（h，ノ，6，h∫，hf：」b〉々1）

Σ《η5，ηf》z（η8，ηf，1デ，・h’）＝1v｝（1デ，hf）1，（が，ね5

x（左」，4，1デ，」め＝Σ　《h：」k∈ord’1（力）》y（hJ，4，鋤，σ・4・1デ・め

y（瓦、ノ，1，、h5，ガ）＝Σ《ガ，ηfηノ互＝h》z（ガ，η’，鋤，（hJ，ガ・め

y（垣，2，が，め＝Σ《η5，η’・η1＝h》z（η～η’，ガ，h’），（力」，が・め
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＜3．1＞

＜3．2＞

＜3．3＞

＜3．4＞

＜3．5＞

＜3．6＞

＜3．7＞

＜3．8＞

＜3．9＞

＜3．10＞

＜3．11＞



制約式＜3．1＞～＜3jl＞の意味を簡単に説明する。

制約式＜3．1＞はい（鷲∪りにおける流路数の保存則である。制約式＜3．2＞は

各品種kの流路がq㈹になっていることを表す。制約式＜3。3＞，＜3．4＞は品種

毎の流出点、流入点のどちらとも接続していない枝は流路に選ばれないこ

とを表す。制約式＜3．5＞は使用する枝数め上限制約である。不等式では無く

等式になっている理由は、どの品種にも流路として選ばれなかった枝の本

数を表す変数y（U，4，h5，めが存在するからである。制約式＜3．6＞，＜3．7＞は枝の

容量制約である。制約式＜3．8＞は使用する中継節点（い（鷲∪罵））数の上限

制約である。やはり＜3．5＞と同じ理由で、不等式とならずに等式になってい

る。制約式＜3．9＞はxとyが整合していることを表す。制約式＜3．10＞，＜3．11＞

はyとzが整合していることを表す。

【補題3．7】MCR2γ一bに解が存在する必要十分条件は、対応する制約式

＜3．1＞～＜3．11＞を満足するx，y，zが存在することである。□

証明）

　（必要条件であることの証明）

MCR2γめの解⊇㈹が存在したと仮定する。駅幻に基づいてx，y，zを構成す

る（定義3．1参照）。制約式＜3．1＞～＜3．ll＞は◎（幻の必要条件を列挙したも

のであるから、これらを満足することは明らかである。　（必要性の証明了）

　（十分条件であることの証明）

制約式＜3．1＞～＜3．ll＞を満足するx，y，zが存在したと仮定する。それらを用

いて「MCR2γ一b」の解◎㈹を以下の手続きMAKEで作成する。



procedure　MAKE
begin

－
⊥
9
盈

り
Q
4

F
O
だ
0
7
－
0
ハ
）
0
ゾ

for　each　k∈Kdo

　Q）㈹：＝φ

enddo；
f。r　each力・∈｛1，2，…，2b｝1凋，　h’∈｛1，2，…，2b｝lv“d。

　％（ガ，めをIVI（η∫，η～h5，め1＝z（η5，η’，ガ，めを満足するように、

　　　稀（ガ，η’，拭めに任意に分割する；

　for　each　η5∈｛1，2，…，2b｝1瑚，η’∈｛L2，…，2わ｝岡do

　　for　each　v∈Vl（η∫，ηf，ガ，力f）do

　　　for　each　k∈Kdo
　　　　i呼・（k），ら，＝f（k）なるノとノ’に対し・k∈・・♂㊥かつk∈・・♂㊥

　　　　　thenぐ（k）：＝（！〈・kl）∪｛〈8（k），v，κk）〉｝fi；

　　　enddo；

　　enddo；

　enddo；

enddo；

end；

第4行の分割は制約式＜3．8＞により可能であるので、手続きMAKEは実行

可能である。

次に本手続きによって作成されたこ（k）が解となっていることを示す。

〈8（k），y，‘（k）〉∈◎（k）が5㈹，‘（k）問の経由世数2の路となっていることは明ら

かなので、　（イ）流路数がq（κ）であることと（ロ）各回の容量制約を満た

すことを示せば良い。

　（イ）について。

k∈K⑦，k∈K、（プ）とすると、

　　　q（k）＝Σ《が濯》x（幻，1，ガ，め（箭1」硬式＜3・2＞）

　　　＝Σ《h，拭h‘：k∈ord’1（h）》y（hJ，1，ガ，め　（制約式＜3．9＞より）

　　　＝Σ《η5，η’，h5，h「：k∈ord－1（ηノ）》z（η∫，η～ガ，め　（制約式＜3．10＞より）

　　　＝Σ《η5，η～ガ，h’：k∈or♂（η1∫），k∈ord－1（η，り》z（η5，η‘，カ5，め　（制約式＜3．4＞，

　　　　＜3．9＞，＜3．ll＞より、あるノ・≠プについてk∈ord4（　　　　　2防・・）ならば
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　　　　z（η5，ηf，h∫，め＝0なので、制約式＜3．1＞より、k∈ord’1（ηうかつ

　　　　k∈K」or（r1（η方ならばz（η8．η～が，h’）＝0となるので）

　　＝Σ《ηε，η～が，hf：k∈ord冒1（ηノ），　k∈ord冒1（ηノ与》IVI（η5，η’，・h5，め1

　　＝i（て幻1

よって（イ）が示された。

　（ロ）について。

制約式＜3．6＞，＜3．7＞，＜3．10＞，＜3．Il＞より

　　　z（η∫，η’，ガ，め＞0ならば、

　　　　ηノ≦h、5，声1，2，…，臥1カ’つη1≦々1・戸・2・”●・凹

である。よって
　　　1鷲（η5，η「，、h∫誌上＞0奪らば、

　　　　祷5≦々炉1，2，…，凹かつη1≦々1・寿1・2・”●・凹

となる。ところが、a（彰，v），　v∈鷲（η5，η’，が，めを◎（幻の一部として選ぶ品種集

合はorσ1（ηうである。同様にa（v，ら），　v∈V～（η∫，η’，ガ，めをg（幻の一部として選ぶ

品種集合はor（rl（ηノ1）である。ここで、

　　　v∈％（η∫，ηf，が，め⊆％（ガ，め

より、

　　　鵡・）∈AIψ、5）かつ・（・，ら）∈A（励

であるので、

　　　・（晦V））≧ω（・・♂④）かつ・（砲ら））≧ω（・・♂（hゆ

が成り立つ。よって（ロ）が示された。

　（十分性の証明了）

　（補題3．7の証明了）

補題3．7が示されたことによって、MCR2γ一わは制約式＜3．1＞～＜3．ll＞を解く

問題に帰着できることが分かった（帰着の操作が入力の多項式時間で出来

ることは容易に確かめられる）。

【補題3．8】制約式＜3．1＞～＜3．11＞は多項式時間で解くことができる。□

補題3．8の証明）まず、制約式＜3．1＞～＜3．n＞の変数の個数を見積る（但し

a〈わ：＝abとする）。
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　x（kJ，4，h5，めは高々b・わ・2・（2うb・（25b＝2わ2・2＾（2わ2）個、

　yψ」，4，拭めは高々2b・か2・（2わ）b・（2うわ＝2か2〈（2わ2＋b）個、

　z（η5，η’，拭めは高々（2b）b・（25わ・（25わ・（25b＝2〈（4わ2）個

の変数の数を持つ。b≧1であることを考慮すれば、変数の数は全部で高々3・

2A（4わ2）個。各変数の取りうる値は0以上［v1以下の整数である。よって、全て

の値の組合せを確かめても、高々（M＋D＾（3・2〈（4b2））通りの場合を確かめれ

ば良い。

次に1選んだ変数の組合せが、制約式＜3．1＞～＜3．ll＞を満足するかどうか

を確かめるのに必要な計算時間を見積る。

　＜3．1＞はα（25b・（2うb・（2うb・（255＝α2＾（4わ2））時間、

　＜3．2＞はα（2うb・（25b・かわ・2）＝αわ2・2A（2わ2））時間、

　＜3．3＞と＜3．4＞は共にαかb・（25わ・（255＝αb2・（2わ2））時間、

　＜3．5＞はα2b・か2・（25b・（2う5＝αわ・2〈（2わ2＋わ））時間、

　＜3．6＞と＜3．7＞は共にαb・わ・（2うわ・（2う5＝αb2・2＾（2わ2））時間、

　＜3．8＞はα（2うb・（2うわ・（2うわ・（2うう＝α2A（4わ2））時間、

　＜3．9＞はα2b・b・2・（2、b・（255＝αわ・2〈（262＋わ））時間、

　＜3．10＞と＜3．11＞は共にα（2うb・（2b）b・2b・2・（25b・（2b）b）＝α2〈（4わ2＋わ））時間

で確かめることが出来る。よって、＜3．1＞～＜3．11＞を満たすかどうかを確認

するのは、α2A（4わ2＋わ））時間でできる。故に全ての組合せについて＜3．1＞～

＜3．11＞を満たすかどうかを確認するのは、α2〈（4わ2＋わ）・（lv1＋1）〈（3・2＾（4わ2）））

時間で出来る。わは定数であるので、これはIVIの多項式で表される計算時

間である。　Q．E．D．

これまでの議論から、次の補題が導かれる。

【補題3．9】MCR2γ一わはクラスPに属する。□

証明）補題3．7と3．8より、MCR2γ一bはIVIの多項式で表される計算時間

α2A（4わ2＋わ）・（M＋1）＾（3・2〈（4わ2）））で解くことができる。　Q・ED・

以上の結果、定理3．6を証明することができる。

定理3．6の証明）補題3．5と3．6と3．9より明か。　Q．E．D．



なお、このアルゴリズムに従ってMCR2一わを解く計算時間は補題3．3，3・6，

3．9の証明から、α2〈（4b2＋わ）・lV1〈（2わ）・（M＋1）A（3・2〈（4b2）））であり、定数のわに

対してlVlの多項式で表される計算時間ではあるが、　bに対して急速に増加

する関数であるので、このアルゴリズムの実用性は無い。

定理3．3～3．6の結果を表3．2にまとめる。MCRとMCR2は共に強NP完全で

あるが、品種数が2以上の定数であるとき、MCRは強NP完全性を保つのに

対し、MCR2はクラスPに属する点に本質的な違いがある。

表3．2MCRとMCR2の計算量の比較

Tab，3．2．　Comparison　between　MCR　and　MCR2

　　　　　　by　their　colnplexity・

number　of
モ盾高高盾р奄狽奄??

fixed

problem

unfixed
greater　than　or

@　equal　to　2
1

MCR NP－complete　in　the

@　　StrOng　SenSe

NP－complete　in　the

@　strong　sense P

MCR2 NP－complete　in　the

@　　strong　sense
P P



3．4．まとめ

本章では通信網への応用に際し、実用上重要な制約の付いた多品種流問

題の計算量について考察した。その制約は「経由枝数制約」と「均等配分

制約」である。

経由函数制約については枝流制約値を入力としても多項式時間で解ける

ことを示し、具体的には円環化法を提案した。円環化法は、MCFLを最小

コスト三品乱流問題（CMCF）に帰着して解く手法である。このため、問題を

解く手法として、CMCFの高速アルゴリズムが適用できるという利点があ

る。ただし、対象とするネットワークに円環化を施すとネットワークの規

模が枝数制限値（すなわちの倍になってしまうという欠点もある。しかし大

規模な問題は、指数オーダのアルゴリズムで解くことはできないので・現

時点では円環法が、大規模問題を解き得る唯一のアルゴリズムであると言

える。

均等配分制約の付いた問題MCRについては、　MCRは品種数が定数でも2

以上ならば強NP完全であることを示した。そして品種数が1の場合の多項

式時間アルゴリズムも示した。次に応用上重要な、経由枝数を2以下に制

限した問題MCR2について論じ、一般の場合はやはり強NP完全だが・品種

数が任意の定数の場合はクラスPに属することを示した。その多項式アルゴ

リズムは、多項式の次数が高く実用性は無いが、理論的に多項式時間で解

けることを示したことに意味がある。

次に未解決の関連話題について述べる。本章ではグラフは単純グラフと

したが、多重グラフまで拡張しても類似の議論が成立すると予想される。

また、MCRの定義の条件（v）（4．3．1参照）で、素（disjoint）を点素の意味で用

いたが、枝素と変えても、ほぼ同じことが言える。また、条件（v）を外した

場合、経由出品が2以下の問題ならば変わらないが（なぜなら発着節点が

等しい異なる2路は必ず内素であるから）、経由皆皆の制限が無い問題は、

路の部分集合を求める様な問題になる。単純有向グラフにおいて、異なる

路の総数はM！個あり、それらの部分集合の数は21叩個になるため・一般に

路の部分集合の総当たりはクラスNPに属するアルゴリズムでは無い。この

ため本問題（条件（v）が無く、経由枝数の制限も無い問題）が、クラスNPに

属するのかどうかも明かでは無い。

　本稿では、流量配分則として均等配分則のみを扱ったが、他の流量配分
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則についても、品種数が可変の場合はNP困難になるものが見つかっている

［ITO　92a］。この検討は、管理者が流れ自由に制御できない、という場合を

想定した理論だが、さらに推し進めて、管理者の意思に反して最悪に流れ

てしまう可能性もあるという前提の問題も考えられ［IRI　94］、この前提に基

づく流量配分則の問題の解法及び複雑さも興味あるところである。
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　　　　　第4章

迂回候補群作成問題

4．1．通信網制御の問題点とSTR

前章までは、組合せ最適化問題を計算量とアルゴリズムという理論的側

面から検討したが、本章では、組合せ最適化手法を用いて具体的問題を解

いた例［ITO　92c］［ITO　92d］を示す。本成果はNTTの中継交換網を制御する方

式の研究であり、現在この方式は導入され、効果をあげている。

4．1．1．ダイナミックルーチングとSTR

中継網での2点（ZC）間の通信経路は、一般に複数存在するが、設計の

際にあらかじめ適切な経路に定められている。しかし経済的に網を設計し

運用するためには、迂回を利用するのが効率的である。つまり固定された

第一選択経路が全塞の場合、適切な経路に迂回することによって網設備が

有効利用できるのである。

従来はこの迂回経路も設計時に固定的に与えられていた。しかし、新サ

ービスの導入や複数会社の競合、電話の使用目的の多用化、料金体形の変

化等によってトラヒック変動も多様化し、トラヒック予測が困難になりつ

つある。よって時間帯の変化や網状態の変化に応じて迂回路を変化させた

方が効率が良い。この方式をダイナミックルーチング（DR：Dynamic
Routing）方式と言う。高性能な計算：機を搭載した交換機の導入や情報伝達

網の発展に伴ってDRの導入が具体性を帯びてきた80年代前半から、各国で

DRの研究開発が盛んに行われている［ASH　81］［ASH　85】［HURL　87］［ASH　90］

［CHEM　90］［GIRA　90］［KEY　90】［MASE　90】［REGN　90］［ASH　91］［CHAU　91］

［INOU　91］。

DRには、時間帯毎にあらかじめ決めておいた迂回路に変更していく「時

間依存（time－dependent）型」と、何らかの方法で網状態を観測し、変化に対
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応して迂回路を変化させていく「状態依存（state－dependent）型」とがある

［HURL　87］が、両者ともに一長一短がある。時間依存型は国際網や、米国、

カナダの国内網など、網内に時差がある場合に威力を発揮するが、予測困

難なトラヒック変動に追随する能力は無い。一方、状態依存型は一見時間

依存型の能力を包含する理想的な方式の様に思えるが、実用の観点から見

るとやはり難点がある。というのは、状態依存型DRを実現するためのシス

テム構成は、1か所の網制御センタで垣網の情報を管理し、各交換機の指

示をあたえる集中制御方式［ASH　85］［CHEM　90］［REGN　90］［CHAU　91］と、数

か所の網制御センタごとまたは交換機ごとに個別に得られる情報をもとに

制御する分散制御方式［KEY　90］［ASH　gl】の2通りがある。分散制御方式を

用いた場合、部分的な情報に頼らなければならないので情報が不正確にな

りがちであるという欠点がある。集中制御方式は全盲の情報を利用できる

が、反面情報を収集する周期や、転送に要する時間が制御遅延となって性

能に影響する。実際、空回線数最大の迂回路を選ぶアルゴリズムである最

小負荷経路選択（LLPR：Least　Loaded　Path　Routing）は、制御遅延が、呼の平

均保留時間の10分の1（平均保留時間が100秒なら10秒）以内になるように

制御しないと、性能が維持できないことが確かめられている［INOU　89】

［MASE　90］。この様に、状態依存型DRを導入する場合、妥当な導入コスト

で網状態を正確に把握できるシステムを実現することは困難である。

そこで提案されたのが、時間依存と状態依存の両者を合わせた方式、

STR（State－and　Time　dependent　Routing）［MASE　90］［INOU　91】である。　STRで

は、短時間変動に即応するための分散制御方式による状態依存型DRと、網

の定常的な混み具合の情報を用いた時間依存型DRを合わせて、より正確な

迂回路選択を達成するものである。つまり、定常的に空きが多いと予想さ

れるいくつかの迂回路を、あらかじめ限定して交換機毎に与えておき（時

間依存）、これらの中から分散制御方式による単純な状態依存型DRによっ

て迂回路を決定する（状態依存）方式である。時間依存部分で、各交換機

にあらかじめ与えておく迂回路のことを迂回候補君…霞routing　domain）という。

迂回候補群を限定する効果は、（1）適切な迂回路を選択する確率を高めるこ

とだけではなく、（2）選択可能な迂回路の数が少なくなるので、迂回処理時

の各交換機の処理量やメモリ量を減らす、（3）回線輻較が直接影響する範囲

が限定されるので、網管理が容易になる、という効果も期待できる。
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4．1．2．迂回候補群作成の問題点

迂回候補群の作成は、予測される交流呼量データと回線構成データから、

迂回呼量を予測し、その迂回呼量を配分する迂回路を限定することである。

よって各回線群の余裕を予測し、その余裕の大小と、各迂回呼量の大小を

考慮し、呼量配分する必要がある。また適切な呼量配分が求まれば、配分

された迂回路の集まりを迂回候補群とすれば良いので、迂回候補群作成問

題は呼量配分の問題と考えて良い。呼量配分問題に関してはこれまでも検

討されている［ASH　81］［ELSA　881が、どのアルゴリズムも線形計画問題を繰

り返し解く等の複雑な計算を必要とする。

　しかし、迂回候補群の利用法としては、数時間から半日単位で変化させ

ることも考えられ［MASE　901、その場合、多大な処理時間を必要とする複雑

なアルゴリズムは望ましくない。迂回候補群作成問題を最適化問題として

考えた場合、交換機数をηとすると、発着交換機の組合せの数はη（η一1）あり・

夫々の発着交換機の組合せに対して迂回路の数は、2リンク（経由血止2）

の路に限定しても最大η一2存在するので、変数の数はη（η4）（η一2）になりうる。

日本の中継網への適用を考えたとき、交換機数は200以上なので、変数の数

は200．199・198≒800万と膨大になり、それを厳密に解くことは困難である・

さらに、一つの交換局に複数の交換機が存在するマルチユニット方式［HASI

86a］や、災害等による大規模な設備故障時にも経路の一部確保するための

二重帰属［HASI　86a］［HASI　86b］などの網形態を考慮しつつ最適解を求めるこ

とはほぼ不可能である。

STRでは、時間依存型DR方式における固定迂回とは異なり、その中で状

態依存型DRを行うので、迂回候補群の最適解からのずれを補うことができ

る可能性がある。本章では、日本の中継網にも導入可能な、STRの迂回候

補群作成アルゴリズムとして、高速な発見的算：法である積上げ法を提案し、

性能を評価する。4．2で積上げ法のアルゴリズムとそれを用いたDR方式

の効果を示す。4．3と4．4では積上げ法の妥当性を様々な角度から検

証する。4．3で、迂回候補群作成問題を非線形の数理計画問題に定式化

し、線形計画法の繰り返しで解くことによって得られた迂回候補群と・積

上げ法による迂回候補群とを比較する。4．4で、積上げ法で作成された

迂回候補群に含まれる迂回路は、理想的な状態依存型DR方式でも高い確率

で選択されることを、シミュレーションを用いて確認する。
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4．2．迂回候補群作成問題と積上げ法

4．2．1．STRの概要

既に述べた様に、予測呼量データに基づいて迂回候補群を与え、そのう

えで状態依存型DRを行う方式をSTRと呼んでいる［MASE　90］［INOU　g　l］。以

下にSTR方式の概要を記す。

数時間～半日単位に区切った時間帯毎に呼量を予測し、それに基づいて

網管理センタで迂回候補群を作成し、各交換機に通知する。各交換機は与

えられた迂回候補群の中から、各交換機が独立に迂回路を変更していく。

この迂回路変更のアルゴリズムとしては、自律迂回路選択方式［INOU　89］

［KEY　90】［MASE　90］［INOU　gl］を用いている。この方式は、

　　「迂回候補群より迂回路を1つ登録しておき、第1選択路が全塞の時、

　まず、登録された迂回路を用いて迂回の可能性を見る。その迂回路で迂

　回できなかった時、その呼は呼損となる（1段迂回）。この場合、その

　迂回路を登録からはずし、迂回候補群の中から、次に設定されている路

　を選び、新たに迂回路として登録する。」

という方法であり、学習ルーチングの最も単純なアルゴリズムでありな

がら高い性能が得られることが解っている。

4．2．2．迂回候補群作成問題

通信網を有向グラフ伊（玩A）で現す。G上の節点v∈Vは交換局に、枝

a（v，w）∈Aは局間回線群に対応する。各枝には回線数が付されている。与え

られたGと各節点間（発着局間）呼量に対して望ましい迂回候補群を求め

る問題を迂回候補群作成問題と呼ぶ。この問題は、前提とする網構成及び

ルーチング方式により、定式化が異なる。本稿では以下を前提とする。

［前提］

（1）対象は即時系の回線交換網。

（2）任意の節点が呼の発着信及び中継の処理をする非階層網で、相互迂回

　　がある。

（3）各節点問に第1選択路（基本路と呼ぶ）が与えられている。各呼は基
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　本路をまず選択し、基本路に空きが無い場合、他の路に迂回する。

（4）基本路を選択しようとする呼（基本呼と呼ぶ）を・他の基本路から迂

　回してきた呼（迂回呼と呼ぶ）よりも優先して接続するために・回線

　留保（付録3参照）の措置がとられる。

（5）各交換機内での呼損は微小であるので、これを無視する。

（6）迂回路は枝毎に与えられ、各迂回路は2つの枝からなる路（迂回可能

　路と呼ぶ）に限る。

4；2．3．積上げ法

積上げ法（cumulative　method）1ま、迂回候補群を求めるための発見的算法で、

予測される節点間呼量と各枝の回線数、留保回線数を入力データとする。

その基本的な考え方は、各枝からの溢れ呼量を、各迂回可能路に、それ

らの受け入れ可能な迂回呼量に応じて割り当てていく、というものであり、

次の2つの処理からなる。

（i）余裕呼量、要求呼量の計算

　呼量と回線数より、枝毎に次の2つの値を計算する。

　要求呼量：基本呼のみが各枝に加わると仮定したときの各枝からの溢

　　　　　　れ呼量。
　余裕呼量：基本呼の基準品質（呼損率：入力値）を満足する範囲で各

　　　　　　枝が受け入れることのできる迂回呼量。

（ii）呼量割当

　以下の操作を繰り返す。

　　最も要求呼量の大きい枝を選び、その枝の迂回可能路の中で最も余

　　裕呼量の大きい路（迂回可能路の余裕呼量は構城する枝の余裕呼量

　　の小さい方の値で定義する）に、要求呼量の一部を割り当てる。

積上げ法はこの様に、要求呼量を、余裕呼量の大きい枝から構成される

迂回可能路に割り当てていくという、貧欲算：法に基づいて、呼量配分の問

題を解くアルゴリズムである。積上げ法は、複雑かつ大規模な網への適用

を目的としているため、処理の簡略化、高速化を重視している。その実現
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のために以下の点を工夫している。

　・余裕呼量、要求呼量は初期値算出時のみ確率性を考慮し、アーラン】

　　式を用いる。

　・呼量割当では、流量割当問題として呼量を扱い、呼の確率性は考慮し

　　ない。、

　・流量割当は近似算法によって解く。

以下に積上げ法のアルゴリズムCUMULATEの詳細を記す。なお説明を籍

単にするために以下、本稿を通じて、完全網状網を前提とし、基本路は筐

通の枝とした。・

procedure　CUMULATE
comment

入力

　圃v，w）：節点v発、節点w着の呼量

　η（v，w）：枝a（v，w）の回線数

　1（（v，w）：枝a（v，w）に与えたい迂回候補数

　b。：呼損率基準値（通常わ。＝0．Ol）

出力

　R（v，w）：枝a（v，w）の迂回候補群

その他

　d（y，w）：枝a（v，w）の要求呼量

　cap（v，　w）：枝a（v，　w）の余裕呼量

　ロ訪（v，w）：枝a包w）の要求呼量を割り当てる単位

　尺v，w）：枝a（v，w）の迂回可能路集合

　坐迂回候補群の設定未終了の枝の集合

　B（η，幼：回線数η、呼量醒の時の呼損率関数（1．5参照）；

begin

1
9
自
ら
δ
4
r
O

begin

　for　each　a（v，w）∈Ado

　　d（v，w）：＝雌w）・B（η（v，w），威y，w））

　　わ。＝B（η（y，w），∫rπy，　w）＋cap）を満たすcapを求め、α1ρ（y，　w）：＝α辺

　　uηfめ（v，w）：＝d（v，w）／Kぐv，w）
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6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

   R( v, w):= ¢

   Rv, w):={uE VI a(v,u) EA,a(u, w) EA}

   Y={ a( v, wi EA}

end;

begin

begin

 d(x,y)= max,.. .,..d( v, vv) 2 )tk 6 . a(x,y) E YI}) jX' .}:

  if IR(x,.y)1<K(x,y) then

   if d(x,y)>O then

     min(cap(x,z) , cap( z,Y))=max,E R.,,) min(cap( x, u) ,cap( u,y) )

       8 >tii 6 zE Rx,y) e pe v8:

   else
     min(cap(x,z) ,cap(z,y))=max.E R..yyR(..y) min(cap(x, u) ,cap(u,yi )

       8 ):ir 6 zE R[x,y)-R(x,.y) lt j±t vS}:

   fi;

 else
   min(cap(x,z),cap(z,.y))= max..,,.,,,min(cap(x,u),cap(u,y))

     8 :]l ･z) zE R(x,y) i}ir Eee.}:

 fi;

end;

begin

  R(x,y):=R(x,y) U {z}

  A:=min(unit(x,y),d(x,y))

  d(x,y):=d(x,y)-A

  cap(x,z):=cap(x,z)-A

  cap(z,y):=cap(z,y)-A

end;

begin

  if IR(x,y)l=K(x,y) and d(x,y)=O then

    M= YL { a(x,y) }

  fi;

end;

if Y=# ¢ then goto line 10;

                      l03



　end；

end．

本アルゴリズムの意味を簡単に説明する。

　第1～8行は余裕呼量、要求呼量の初期値の計算である。第9行以降で

は余裕呼量に要求呼量を割り当てていく。第10～18番前、差し当たって呼

量割当を行なう枝と迂回路の選択をする。第19～24行では、選ばれた枝の

要求呼量の一部を選ばれた迂回路に割り当てた結果として、余裕呼量と要

求呼量を更新する。第25～28行では、終了判定を行ない、終了条件（迂回

候補群が要求本数κ（x，y）だけ得られ、かつ全ての要求呼量がゼロ）を満た

していなければ、繰り返し第10行以降の操作を行なっていく。

次に計算量を見積る。

　第10行目以降の繰り返しの回数は高々

　　　Σw∈v（d（y，w）／ロηf‘（y，w）＋κ（鷲w））＝2Σ。w∈vK（v，w）　（第5行より）

　　　≦IAIK　（但しK」maxw∈vκ（V，　W））

回である。一回の繰り返しで必要な計算量はαlv1）である。よって、初期値

の計算（第1～8行目）を除けば計算量はαM囚K）となる。初期値の計算

は、枝数回の呼損率関数の計算を必要とする。よって回線数η，呼量広rfの回

線の呼損率計算に必要な計算量をπη，frのとおくと、初期値の計算は

0（lAlf（N，7））時間必要である、但しN』max綱∈Aη（y，吻，7」max綱∈A‘雌v，　w）

とする。よって積上げ法の計算量は

　　　0（lVIlAlK）＋0（1、411（N，7））

である。ここで、π凡7）の大きさが問題であるが、呼損率関数の計算量は

厳密に行なうと、回線数に比例する計算：時間が必要であり、公衆中継網の

様な大量の呼をさばく網においては、無視できない計算時間を必要とする。

但し、高速近似算法も提案されており、一つの呼損率関数の計算がα1）で

出来る近似計算法も提案されている［JAGE　74］。本研究の計算実験では、厳

密な呼損率計算を採用したが、積上げ法では、枝数回の呼損率計算で十分

であり、迂回候補群作成を行なう為には最小限の計算回数であると考えら

れる。よって、初期値計算の部分の計算量αIAIπN；7））は必要最小限であり、

後半の計算量α1Vll《1紛も、迂回候補群をIAIκ本選ばなければならないこと

を考えると、1本当たりαM）時間であり、計算量は十分小さいことが分か

る。
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4．2．4．迂回候補群の効果

積上げ法により迂回候補群を作成することによって、DR運用時の網の呼

損率を低減することができる。それをシミュレーション［INOU　89］によって

確認する。

この評価では、網内の各基本路に与えられる迂回候補数を等しくし、そ

の数を変化させた時の各評価値の変化の様子を示した。迂回候補群作成法

としては、比較のために積上げ法の他に、回線数や予測呼量と無関係に、

乱数で無作為に迂回候補群を与える方法も用いた。状態依存型DR方式は自

律迂回路選択（4．2．1参照）を用いた。

シミュレーションの結果を図4．1、4．2に示す。評価尺度は平均呼損率、最

悪品質対地問の呼損率（以下最悪呼損率と呼ぶ）、呼損率限界値（GOS；

Grade　Of　Servise；今回は3％に設定した）を超過した対地数を用いた。図

4，1は小規模なモデルA、図4．2は大規模なモデルB（詳しくは表4．1参照）を

用いた場合の評価結果である。

モデルA、Bとも、無作為に迂回候補群を作成すると、迂回候補数が少な

いほど評価値は劣化した。しかし積上げ法を用いた場合は、迂回候補群を

ある程度絞ったところ（10局網のモデルAでは2～3、36局網のモデルBでは

2～8）で各評価値は最も良い値を示し、迂回候補数が多すぎても少なすぎ

ても各評価値は劣化した。この理由は、以下の2つが考えられる。

（1）迂回候補数が多すぎると定常的に混んでいる迂回可能路も迂回候補群

に選ばれてしまう。

（2）迂回候補数が少なすぎると十分に迂回呼を疎通するだけの迂回候補群

が用意されない。
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4．2．5．迂回候補数の算出法

　積上げ法では枝毎の迂回候補数κ（v．W）を入力値とするため、適当な迂回

候補数の決定法が必要である。・

前節で示したように与えられた網と交流呼量に対して、最適な迂回候補

数が存在する。

　迂回候補数の上限は、4．2．4に記した（1）の理由で、迂回呼（虚言i先

呼）の呼損率の低い枝より成る迂回可能路で構成されなければならない。

迂回呼の呼損率は、基本呼の呼量が設計値を越える前後で急激に悪化する

ので、迂回候補群に使用する枝は、設計品質を満足している必要がある。

また、迂回候補数の下限については、4．2．4に記した（2）の理由で溢れ

呼を処理できる本数が最低必要となる。この上下限は具体的には式（4．1）で

表される。

　　　q（v，w）≦K（v，w）≦P（v，w）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・1）

但し、q（v，　w）は、　d（v，　w），　cap（v，　w）を各々枝a（v，　w）の要求呼量、余裕呼量の初

期値としたとき、

　　　d（v，W）≦Σ。∈Fて咽min（ca1）（V，の，cap（ロ，　w））

を満足する迂回可能解の部分集合Fてv，w）⊆F（v，w）で要素数最小のものの要

素数であり、積上げ法のアルゴリズムで求めたα顔v，w），　d（v，w）の初期値を

用いて簡単に計算できる。また、p（v，w）は枝a（v，w）の迂回可能路の内、設計

品質を満たしているものの数を表し、積上げ法のアルゴリズムにおいて、

c3p（W）の初期値を計算した時、　cap（v，　w）＞0となる枝a（v，　w）∈Eの数を数える

ことによって得られる。

最適な迂回候補数は式（4．1）の範囲に存在する。しかしその最適比を厳密

に求めなくても、式（4．1）に示す範囲の中間に指定すれば実行上は十分であ

る。その理由は、ここで前提とするDR方式では、必発着信局間に対して基

準品質を満足する基本路を第一に選択するため、迂回路は溢れ呼の吸収に

用いられるので、最適な迂回候補数からのずれが小さければ、接続品質の

劣化はほとんど無視できるからである。

　モデルA、Bにおけるq（y，w）、ρ（v，w）の値の分布は大体、

　モデルAではq（y，w）＝1，ρ（v，w）＝1～4

　モデルBではq（v，w）＝1，P（v，w）＝8～20　　　　　　　　　　　　　（4・2）

となった（図4．3参照）。
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本章では完全グラフを対象とするので、簡単のためK（v，w）は枝によらず

一定値Kとした。シミュレーションの結果では、

　　モデルAでは2≦κ≦3、

　　モデルBでは2≦κ≦8

で良い性能を示した（図4．1、4．2参照）。これは式（4．1）、（4．2）にほぼ一致す

る。但しK』1の時に比較的性能が良くないが、これはK」1では呼量配分の柔

軟性が少ないため、配分が上手く行われないことが原因であると考えられ

る。現実にはp（v，w）の平均値と、　q（v，w）の平均値の中間に設定すれば問題は

無い。
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4．3．線形計画法に，基づく迂回候補群作成法との比較

　4．2．4に記した結果は、積上げ法を用いて迂回候補群を作成するこ

とが効果的である事を示している。しかし、積上げ法のアルゴリズムは前

述のように、高速性を追求した発見的算法なので、理論的な厳密さは無い。

よって、迂回候補群作成アルゴリズムをさらに高度なものにすればDRの性

能を上げられるかもしれない。しかしそのアルゴリズムが複雑なもので、

長時間の計算時間が必要なものなら、ば、実現性に問題がある。4．3と4．

4では、これらのことを考慮して、積上げ法の妥当性を検証する。

本節では、迂回候補群作成法を積上げ法の様な発見的算法ではなく、数

理計画問題に定式化し、それを解くことによって得られる迂回候補群と、

積上げ法によって得られる迂回候補群を比較する。

4．3．1．迂回候補群作成問題の定式化

　迂回候補群作成問題は、百枝の溢れ呼を各迂回可能路に割り当てる呼量

割当問題と考えられる。目的関数には、網全体の呼損率を最小にすること

をとり、問題を解いて、迂回呼が割り当てられた迂回可能路を迂回候補群

であると判断する。呼量割当問題は、呼損率関数が凸、迂回候補数が各枝

1本ずつであると仮定してもNP困難問題になることが知られている
［ELSA：88］。しかし準最適解を求める方法は種々検討されている［ASH　81］

臼［ELSA　88］。

　迂回候補群作成問題では回線数と呼量は固定であるため、次の様に定式

化される。なお、以下では溢れ呼のポワソン性を仮定した。この仮定はこ

の類の問題ではよく用いられる。

　以下にまず使用する記号を定義したのち、問題を定式化する。

【定義】

入力

G・（玩A）：ネットワークを表す有向グラフ

　孟1πy，w）：節点v∈V発、節点w∈V着の呼量

η（v，w）：枝a（y，w）∈Aの回線数

　　　　　　　　　　　　　　　lll



m（v，w）：枝a（v，w）∈Aの留保回線数

出力

x（v，u，w）：枝a（v，w）∈Aの溢れ呼のうち迂回可能路＜v，ロ，w＞，ロ∈v頴≠v，w

　　に割り当てられる割合。但しa（v，w雇Aまたはロ＝yまたはu＝wの時

　　x（v，乙1，w）＝0とする。

その他

‘r君（y，w）：枝a（v，w）∈Aにかかる基本呼量

frち（v，　w）：枝a（v，　w）∈Aにかかる迂回呼量

わ豆（v，w）：枝a（v，w）∈Aの基本呼の呼損率

b2（v，w）：枝a（v，w）∈Aの迂回呼の呼損率

0（V，W）：枝a（V，W）∈Aからの溢れ呼量

‘r4（v，w）：節点v∈V発、節点w∈V着の呼で完了した呼量

Bl（η，m，‘1鴫，frf｝）：回線数η、留保回線数m、優先呼（基本呼）量‘璃、非優

　　先呼（迂回呼）量‘アf｝の時の優先呼の呼損率を与える関数（付録3参

　　照）

B2（η，卿r君，‘1層ち）：回線数広留保回線数m、優先呼（基本呼）量砿、非優i

　　先呼（迂回呼）量’鵡の時の非優先呼の呼損率を与える関数（付録3

　　参照）

問題ALT
［目的関数］　Σ、（綱∈Aぴ境（v，w）→　max

［制約条件］

　　‘1c4（v，w）＝‘1’石（v，w）（1一わ1（v，w））

　　　　　　　＋Σ。∈yX（v，ひ，w）o（v，w）（1一わ2（v・の）（1一わ2（ロ・w））・a（v・w）∈A

　　O（V，W）＝‘r4（V，W）わ1（V，W），　a（V，W）∈A

　　fr．ち（V，W）＝Σ。∈vX（V，W，の0（V，ロ）（1一わ2（W，ロ））

　　　　　　　＋Σ。∈vX（ロ，V，W）0（ロ，W）（1一わ2（ロ，V））

　　わ1（y，w）＝B1（η（w），m（v，　w），‘r靖（y，　w），frち（v，　w）），　a（w）∈A

　　b2（V，　W）＝B2（η（V，　W），m（V，　W），fr君（V，　W），fr弓（V，吻），　a（V，　W）∈A

　　Σ、，∈vX（V，ロ，　W）＝1，a（V，　W）∈A

　　x（v，u，w）≧0，a（v，w）∈Aθ∈y

□

（4．3）

（4．4）

（4．5）

（4．6）

（4．7）

（4．8）

（4．9）

（4．10）
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各式の意味を簡単に説明する。

　　目的関数（4．3）は網全体で完了した呼量を最大にすることを意味する。

　　制約条件（4．4）はv∈y発、w∈V着の完了呼は基本路で完了した呼と迂

　　　回路で完了した呼から成ることを表す。

　　制約条件（45）は枝a（v，w）からの迂回呼量は、枝にかかる基本呼量とそ

　　　の呼損率の積で求められることを表す。

　　制約条件（4．6）は枝a（v，w）にかかる迂回呼量は、枝a（v，w）を、迂回路の第

　　　一番目の枝として使用する迂回呼量と、迂回路の第二番目の枝とし

　　　て使用する迂回呼量の和になることを表す。

　　制約条件（4．7）と（4．8）は枝a（v，w）の基本呼と迂回呼の呼損率を表す式で

　　　ある。

　　制約条件（4．9）と（4．10）はx（v，u，w）が迂回路に割り当てられる率を意味す

　　　ることから、当然満たすべき性質である。

問題ALTの式の中で、‘r君（v，　w）は定数（＝’rf（v，　w））であり、‘rち（v，　w），

∫rなV，W），0（V，W），わ1（V，W），　b2（V，W），X（V，ロ，W）は変数である。積上げ法はこの問

題を解く発見的アルゴリズムと考えることができる。

呼損率を表す関数B、，B，は付録3に示す様に非線形関数で、しかも凸です

らないので、最適解を得る事は難しい。こういつた問題を解く場合は、非

線形関数をその時点の解の周辺で線形近似することで、線形計画問題LPを

作りその解を算出し、その解に基づいて再びLPに近似することを繰り返し

て、収束解を求める方法が有効である［ASH　81］。本稿でもその手法を用い

る。

反復毎のLPにおいては、　fr君（y，　w）に加えてb、（v，　w）ヅわ2（v，　w），o（v，　w）も定数と

考え∫1ち（v，w），frなv，　w），x（v，ロ，　w）を変数と考える。しかしこれだけの仮定で問

題を解くと、各X（V，ロ，W）は（1－b2（V，の）×（1一わ2（ロ，W））が最大の迂回可能路に集中

してしまい、LPを反復しても解が振動するだけで収束しない。　LPの係数で

あるbl（y，　w），わ2（v，　w），o（v，　w）を計算するときに、その時点で得られている

鵬（v，w）を入力として用いるので、　LPの出力として得られるεrち（v，w）は入力

と大きく異なることはできない。また逆に、∫rち（v，吻が入力との変化が少な

ければ、わ1（v，w），わ2（v，w），o（v，w）も入力との変化が少ない事が判る。そこで各

反復毎にfrち（y，　w）に適当な上限（π取v，　w））と下限（‘rf≧（v，　w））を付ける・

反復が進む毎にその上下限を絞っていけば、解は収束する。このアルゴリ

ズムを「繰り返し法（iterative　method）」と名付けることにする。繰り返し法
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の詳しい記述を付録4に掲げる。

4．3．2．評価結果

積上げ法によって作成した迂回候補群と、繰り返し法によって作成した

迂回候補群を、自律迂回路選択（4．2．1参照）を用いたDRのシミュレ

ーションによって、呼損率、GOS超過対地数を評価尺度として比較した。

また無作為に作成された迂回候補群とも比較した。評価にはモデルA（表

4．1参照）を用いた。その結果（図4．4参照）、積上げ法は繰り返し法とかな

り近い性能を示している。

繰り返し法では解は最適解が得られる保証は無いが、しかし問題ALTの

目的関数である平均呼損率は、繰り返し法の方が積上げ法より良くなって

いる。このことは繰り返し法のアルゴリズムの近似性能の高さを示してい

る。しかし、目的関数ではない最悪呼損率は、逆に繰り返し法の方が悪く

なっている。この理由は、繰り返し法によって最適解が得られているわけ

では無いことの他に、数理計画問題に定式化して解いた場合は、その目的

関数（この場合の平均呼損率）は確かに改善されるが、目的関数以外（こ

の場合の最悪呼損率）については、考慮されないことも原因として考えら

れる。この様に、繰り返し法で得られた迂回候補群の方が、積上げ法で得

られた迂回候補群より劣る場合もある。

数理計画問題で複数の目的関数を持つ問題は多目的計画問題となり、そ

の解法はさらに複雑になる。それに対し、積上げ法の計算量は4．2．3

で述べたように大変少なく、実用的である。

迂回候補群作成に要した計算時間は、VAX－6330計算機を用いて、積上げ

法は10秒以内であるのに対し、繰り返し法は2日～3日かかっている。こ

れは10局網であるモデルAの結果であり、NTTの中継網（ZC数36）を意

識したモデルBを繰り返し法で解くことはほぼ不可能である。それに対し

て、積上げ法ではモデルBでも、5分以内で計算することができる。

以上のことから、迂回候補群作成法を数理計画的に高度な解法を適用し

ても、大量の計算時間を必要とするにもかかわらず、性能があまり改善さ

れないことが判る。
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　　　　　図4．4積上げ法と繰り返し法の比較
Fig．4．4　Comparison　of　cumωative　method　and　iterative　method．
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4．4．最小負荷経路選択法との比較

4．4．1．状態依存型DR法と迂回候補群

理想的な状態依存型DR方式の1つと考えられる最小負荷経路選択法

（LLPR）は、空き回線数の最も多い迂回可能路を迂回路に選ぶアルゴリズム

であり、TSMR（Trunk　Status　Map　Routing）方式［ASH　851がこのアルゴリズム

を利用している。このアルゴリズムは、空き回線数テ㌧タが瞬時に得られる

という実現不可能な理想状態を仮定したならば、非常に高い性能を示す。

LLPRは呼を接続しながら呼の配分を行っているので、呼量が定常状態にあ

るならば、迂回候補群作成問題を解いているのと等しい。よって、LLPRで

の選択率が高い迂回可能路が、迂回路としての性能が高いと考えて良い。

そこで、迂回候補群を限定せずにLLPRを適用して各迂回可能路の選択率を

求め、迂回候補群に選ばれている迂回可能路の選択率が高いかどうかで、

その迂回候補群の適切さを判定することができる。本節では、これによっ

て積上げ法の妥当性を確かめる。

4．4．2．評価結果

本評価はモデルA（表4．1参照）を用いた。迂回候補群を絞り込まずに

LLPRを適用したシミュレーションを行い、各迂回可能路で完了した呼数を

求めた。迂回候補数を2として積上げ法で作成した迂回候補群に含まれる

迂回可能路で完了している呼数（q）の、全完了迂回呼数（T）に占める割

合は

　　　q／Tニ56．6％

であった。それに対して、完了呼数の多い迂回可能路の上位2つで完了し

ている呼数（G）の全完了迂回呼数（T）に占める割合は

　　　（ろ／T』59．0％

であった。よって両者の比は

　　　（q／η／（q／7）＝q／q＝95．9％

となり、積上げ法とLLPRとの、迂回路としての適切さの判断がほぼ一致し

ていることが確かめられた。迂回候補数を1～5に変化させたものについて

も同様な比較を行った（表4．2参照）が、ほぼ同じ結果が得られている。
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表4．1　シミュレーションに用いたモデル

Tab．4．1　Models　used　by　the　simulations．

　　覧cfルA
　　覧cfルB

節点数 10 36
回線数
i設計呼量）

30
i20erl）

240
i218erD

負荷呼量

@の分布
20erl±80％の

ﾍ囲で一様分布
218erl±40％の
ﾍ囲で一様分布

表4．2積上げ法とLLPRの上位K本で
　　　　呼が完了した確率の比較

Tab．4．2　Comparison　between　cumulative　method　and

　　　LLPR　by　traffic　ratio　completed　by　K」th　highest

　　　used　routs．

迂回候補数
@　（K）

積上げ法
iC1／7）

LLPR
iα／η α／α

1 37．52％ 39．29％ 95．50％

2 56．59％ 59．01％ 95．90％

3 70．21％ 72．27％ 97．15％

4 79．45％ 81．48％ 97．51％

5 85．93％ 88．39％ 97．22％

l17



4．5．まとめ

状態依存型DR方式を実行する場合、予測呼量に従ってあらかじめ迂回候

補群を限定しておくことにより、性能を向上させることができる。その迂

回候補群を作成するアルゴリズムとして、「積上げ法」を提案し、以下の

点を明らかにした。

積上げ法は、単純で高速であるうえ、性能も線形計画問題への近似を繰

り返して解くという「繰り返し法」の様な、複雑なアルゴリズムとほぼ同

等であることを示した。繰り返し法の様に数理計画問題に定式化して解く

方法は、目的関数は確かに改善されるが、目的関数以外の要因は無視され

るため、逆に積上げ法の様な発見的算法より劣ることがあるということも

解った。また、積上げ法で作成された迂回候補群に含まれる迂回路は、理

想状態を仮定したアルゴリズムであるLLPRでも高い確率で選ばれることが

解った。

DR方式を導入する場合には、管理の都合上、迂回候補数をオペレータの

判断で変更できる事が望ましい。積上げ法は迂回候補数を入力として指定

することができる点でも優れている。逆に性能が最良になるように迂回候

補数を指定する必要がある場合、積上げ法では何らかの方法でその数を決

定しなければならないが、その場合の適切な迂回候補数の範囲を示した。

その範囲の中で最適な数の特定方法は今後の検討を要するが、実用上はそ

の中間あたりに指定しておけば問題無い。

以上のことから積上げ法が、迂回候補群作成の実用アルゴリズムとして

非常に有効であることが解る。実現できる状態依存型ルーチングには、状

態観測の遅延や、部分情報に頼ることによる情報誤りがあるので、積上げ

法の様なアルゴリズムで迂回候補群を絞り込んでおいて、定常的な負荷状

態を反映させることは効果的である。

本稿では、迂回候補群作成時の予測呼量とシミュレーション時に加える

呼量を等しくしたが、現実のシステムの場合、実際に加わる呼量が、予測

した呼量と同じとは限らない。しかしその後の検討で、積上げ法は、ある

程度の予測誤差に対して、性能を維持することが判っている［ITO　gll［ITO

92d］［ITO　92e］O

STR方式は1992年よりNTTの中継網に段階的に導入され、効果を上げ、徐々

に適用範囲が拡大されている。
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第5章
結論

本論文の成果の概要を以下にまとめる。

第2章では、グラフに節点の部分集合（領域）族を追加した「領域グラ

フ」という概念を導入し、領域グラフ上での、節点と領域間の連結度（NA

連結度）について諸定理を明かにし、NA連結に関する種々の最適化問題の

複雑さを明かにし、近似アルゴリズムを与えた。グラフ上の領域は、通信

網においては、複数の交換機が集まって構成される論理的交換領域のモデ

ル化である。この結果、通信網をより正確にモデル化できる様になり、通

信網の強度をより正確に分析できる様になった。領域グラフとNA連結度は、

従来のグラフと連結度の拡張であり、汎用性がある。

第3章では、経由枝数および流量配分則に制限のある多品種流問題の複

雑さを明かにし、多項式時間アルゴリズムを与えた。この結果、クラスPに

属する問題もいくつか明かになった。通信網では、多数の交換機を経由し

た接続は、品質の劣化や溢出車回の原因となるので、経由枝数制限は非常に

現実的な制約である。また、流量配分則は、選ばれた各経路に均等に配分

するという均等配分則についてのみ検討した。この制約の通信網での意味

を考えると、各交換機での経路選択が、無作為あるいは順番に行なうもの

が均等配分則に従うことになり、これも使用頻度の高い規則である。

第4章では、ダイナミックルーチングのための迂回候補群作成問題に対

し、発見的な高速アルゴリズムを適用して効果をあげた。その際、数理計

画法に基づく解法等とも比較し、提案した算法の性能の高さを確認した。

ここで提案したアルゴリズムはNTTの中継網の制御法に既に導入されてい

るSTR方式の一部として採用されている。

本研究で扱った問題や概念については、これまで理論的な検討は殆どな

されていなかったが、通信網管理上大変重要なものである。その上、これ

らの問題や概念は汎用性があり、様々な適用があると思われる。

第2章で提案した領域グラフは、複数の部分網の集まりで構成されてい

る網一般がこの形に定式化される。例えばNTTの中継網でも、東京、大阪
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等全国で10の網管理センタがあり、夫々が関東圏、近畿圏等を部分網と考

えて管理している。また、自動車電話網、パケット通信網等のサービス別

の網をそれぞれ部分網と考えることもできる。国際網は各国毎に部分網が

あると考えられる。インターネットには多くのサブドメインが存在する。

これらも部分網であり、領域グラフの概念でモデル化される。

第3章で扱った多品種流問題は、通信網に限らず交通流等物流の問題も

定式化されるが、この場合も長大な経路で輸送することは好ましくないの

で、経由枝数制限は重要な制約条件となる。流量配分則も、交通流等では、

各車が管理者の指示通りに動くとは限らないので、考慮すべき条件である。

本研究では流量配分則として均等配分則を取り上げたが、これは最も単純

な流量配分則であるという意味もあるが、応用上も、前述の通信網の応用

だけで無く、分岐点での経路選択が無意識に行なわれるもの（水道管内の

水の流れ等）や、経路選択の有効な情報が全く無いもの（情報装置が故障

した状態の道路網や巨大迷路等）、がこの規則に従うと考えられる。

第4章で提案した積上げ法は、ダイナミックルーチング方式における迂

回候補群作成問題に対してのものだが、ダイナミックルーチング網の設計

や評価にも使用できることが分かってきた［MATU　93】［INOU　94】。

本研究の成果は、こういつた様々な問題に対しても貢献できると考えら

れる。

実際の通信網上の問題には様々な制約があり、それら全てを考慮して定

式化し最適化するのは不可能である。しかし、本論文で扱った様に、一般

性のある制約に着目して分析していく事で、今後も新しい有効なアルゴリ

ズムが発見され、多くの問題が解決されていくであろう。
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付録1　補題3．1の証明

補題3．1を証明する前に、最大流問題MF（1．

質を示しておく。

3参照）における、次の性

【補題A．1】MFに最適解（最大流）が存在するならば、単純流に分解でき

る最適解が存在する。二

本補題は、最大流問題が増大路法（augment　path　method）［FORD　59］［IWAN

93］で解けることを用いて証明する。増大路法の概要を以下に示す。使用す

る記号は1．3のMFの定義に従う。

初期値として流れをπa）＝0，a∈、4とし、次の更新操作に従って流れπa）を

更新していく。

　更新操作
　　　伊（V；A），容量ロ（a），a∈A現時点で得られている流れf（a），　a∈Aに

　　　基づいて、残余ネットワークN｝＝（Gf＝（稀Aρ，㊧（但しロf：Af→｛正

　　　実数｝は枝の容量）を以下のように構成する。

　　　　Af＝A／UA／

　　　　　Aノ＝｛a∈AIπa）＜u（a）｝

　　　　　Aノ＝｛a（x，y）la（y，x）∈Aπa（y，x））＞o｝

　　　　・，（a）＝・（a）一π・），a∈Aノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　ロf（a（x，y））＝f（a（y，x）），　a（x，y）∈Al

　　　q上の8，澗の有向路p（これを増大路と呼ぶ）を選び、p上の枝の

　　　容量Ufの最小値をv（ρ）（これを更新量と呼ぶ）とする。そしてπa）

　　　を次の様に更新する。

　　　　πa）＝πa）＋v（ρ），a∈Al∩A（ρ）

　　　　πa（x，y））＝πa（x，y））一・（P），a（y，x）∈Aノ∩A（P）

以上の更新操作を繰り返し、増大路が発見できなくなった時点で得られ

ている流れπa），a∈Aが最大流を与える。
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増大路法は増大路の見つけ方の違いで種々のアルゴリズムが提案されて

いる。しかし、最短路を見つけて増大路とする方法によって、この繰り返

しが有限回（実は多項式回）で終了することが分かっている［FORD　59］

［IWAN　93］。このことは、直感的に言えば、　MFの最適解は、増大路に添っ

た流れから構成されている、と考えられる。但し残余ネットワークでは逆

向きの枝（Aノ）も考えるので、増大路はG上の有向路となるとは限らず、

増大路の集合をそのまま単純流分解と考えるごとはできない・しかし・増

大路の集合を元に簡単に単純流分解を求めることができる。そのことを、

次に示し、補題A．1の証明とする。

　補題A．1の証明）増大路法によって得られた最適解をf＊（a）・a∈A・そこで

得られた増大路の集合を＠｛p、，ρ2，＿，ρ、｝とする。p，の際の更新量をv（p，）と

する。pゴ，　f＝1，2，…，　kはG上の有向路であるとは限らないが、　Gの方向を無

視して無向グラフと考えたならば、路になる。よってこれらを無向路と仮

に呼ぶことにする。また、有向路でない無向路を真の無向路と呼ぶことに

する。　（但しこれらの呼称はこの付録1内でのみ用いる。）Pf，　f＝1，2，…，k

が全てG上の有向路であったならば、p，を通る流量v（掬の単純流再を考えれ

ば、明かに4，f＝1，2，…，北がf＊の単純流分解になっている。よって真の無向

路が存在する場合を考える。

　逆向きに使用されている枝a（x，y）∈湾を一つ選ぶ。　a（x，y）を逆向きに使用し

ている真の無向路pゑf∈｛1，2，…，幻を一つ取り出す。増大路のアルゴリズム

より、a（x，y）を正しい向きに通る路ρノ，ノ∈｛1，2，…，k｝一｛f｝が存在する（図

A．1（a）参照）。p，の5からyまでの部分路をρ，（y）、　xから‘までの部分路をqf（x）、

乃の5からxまでの部分路を琢x）、yからぼでの部分路を躯y）、と表すとする

と、Bと乃は

　　　PF〈Pf（y），a（．x，y），　qf（x）〉

　　　葛＝〈乃くx）・a（x・y）・傷（y）〉

の様に表現できるここで、y（p）≧v（のと仮定する（※）。そこで、

　　　P／＝〈Pf（y），傷（y）〉

　　　乃」＜勅（x），q・（x）＞

　　　P1」Pf
なる新たな3つの無向路を考え（図A．1（b）参照）、
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　　　　　　　q1（x）

　　　　　　　　　　　　　　％ω

・㈱

　　　　　　Pf（y）

　　　　（・）ρfand今

　　　　　∠疹甥瀞‘

　　　　　　9」　　　　　　ρ1
　　　　　　　　y
　　　　　　　　ノ
　　　　　　ノノ

…・一！♂ ﾏ〆

　　　　（b）」ρプ，ρf’and　」ρf門

図A．1補題A．1の証明の説明

　Fig．　A．1．Proof　of　Lemma　A．1．
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　　　v（P1）＝v（ρ♪

　　　v（P／）＝v（ρ♪

　　　V（Pf”）＝V（且）一V（葛）

とする。すると

　　　Q』G｛n，乃｝u｛P1，、防㌧P1’｝

はやはりf＊を得る増大路の集合となり、しかも枝を逆向きに流れる量が減っ

ている（この場合v（砂だけ減っている）。しかもa（x，y）を逆向きあるいは正

しい向きに選ぶ増大路の数の合計が必ず1つは減少する。※の部分でv（p、）

≦鵬）と仮定した場合も同様の言義論が成立する・よって・有限回の繰り返

しで、a（x，y）を逆向きに選ぶ増大路が無くすることが出来る。逆向きに使用

されているa（x，y）に順にこの操作を適用することで、最終的に全ての無向路

を有向路とすることが出来る。全て有向路に出来たならば、前述の様に、

単純流分割を得る。　Q．E．D．

補題A．1を使って補題3．1を証明することが出来る・

補題3．1の証明）CMCFの問題例酷（G＝（～ろA），K，5，dμ，c）の最適解をfとする。

fを元に、品種k∈Kに対応して、有向グラフぴ（玩A）上の容量関数Ukを

　　　Uk（a）＝f（a，幻，a∈・A

とする。MFの問題劇（G，　Uk）は

　　　4（a）＝πa，幻，a∈A

を実行可能解として持ち、しかも全ての容量が有限値なので、最適解（最

大流）をもつ。よって補題3．0．1から単純流に分解できる最適解＆が存在す

る。8kの単純流の分解を8：k1，8：、2，…，＆Hとし、それぞれの流量をVk1，　Vk2，…，

VkHﾆする。最適解＆の流量Vkは実行可能解の流量d（k）以上である、すなわち、

　　　Y産＝Σf＝IHv1≧d（幻

が成り立つ。すると、ある整数力∈｛2，3，…，H｝が存在して

　　　Σ、．、㌦’＜d㈹かつΣ。1㌧、’≧d㈹

を満たす。gノと通る路が等しく、流量がvノ㌔d（幻一Σ同射Vノである単純流を

＆ゴ’とする。すなわち、＆1，＆2，…，＆怯g許の和で表される流れ＆’は、8（k），

‘（幻間の流量d（k）の流れとなり、明かに流量保存則を満足する・各品種k∈K

について、上記の操作で流れ8ズを求め、それらを合わせてN上の流れ9を作

る、すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　131



　　　9（a，幻rgk（a），a∈A，k∈K

．とする。

　　　9（a，．k）＝19：k，（a）≦＆（・）≦・、（・）＝π・，k），・∈Ak∈K　　　　　（1）

なので、gは容量制約を満たす。また、各＆’が流量保存則を満足すること

から、明かにgは流量保存則を満足する。以上から、gはNの実行可能流で

ある。しかも、（1）より、9の費用はfの費用以下であるので・9はNの最適

解である。9はその構成法より、単純流に分解できる。　Q・E・D・
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付録2．定理3．4の証明

既知のNP完全問題である充足可能性問題SATを帰着する。　SATの定義は

2．2．1参照。

SATの任意の問題例（α0，（砕｛Upロ2，…，ロN｝，C』｛q，q，…，傷｝）に基づい℃、

品種数が2であるMCRの問題例を構成し、両問題の解（yesかnoか）が一致

する様にする。

節点集合
V』｛。ノ，・ノlf＝1，2，…，N｝∪｛・ノ，一・111＝1・2・・●●・瓦声1・2・’”・2n｝

　　∪｛rulIf＝1，2，…　，1＞；」』1，2，…　，2q，｝

　　∪｛ql」k＝1，2，…　，ハ4｝U｛51，‘1・52・ら｝

（但し、且はU」が含まれる節（q）の総数、q，は一ロ」が含まれる節の総数。）

枝集合
E＝｛、（。1，♂’）1声1，2，…，2且一1｝∪｛・（一・1’め1力1・2・●●’・2q・4｝

　　U｛a（・∴・桐5）け＝1，2，…，N－1｝

　　U｛、（亀，。！），・（・，，一・1）lf＝1，2，…，Mノ＝1，2・…・2P・・ノは奇数｝

　　∪｛・（・1，U15），・（・1，rUI5），・（・∬，fl），・（一・∬・f1）｝

　　∪｛aωノ11，q）lqはロ」を含むh番目の節｝

　　∪｛a（「ロ忽q）Iqは一ロ，を含むゐ番目の節｝

　　∪｛a（q，ら）　1、k＝1，2，…　，ハ4｝

枝の容量は全て1とする。

品種1の要求流量は1、品種2の要求流量はM。

SATの問題例㌍｛召1，ロ2，ロ3｝，q＝｛ロ1，一ロ3｝，q＝｛一当1，ロ2，一口3｝に基づいて構成

されたネットワークを図A．2に示す。

両問題の解が一致することは容易に確かめられるので、本稿では省略す

る。詳細は原論文［EVEN　76］参照。　Q・E・D・
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図A．2充足可能性問題から、2品種MCRへの帰着例
Fig．　A．2　An　exampl・・f・edu・ti・n　f・・m　SAT　t・MCW　with　2－c・mmditi…
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付録3．回線留保

本付録では、回線留保方式の概略を説明する・詳細は［AKIY　73］［KRUP

82］を参照。

迂回を行なうと、通常1本の枝で疎通する呼を2本の枝を用いて疎通す

ることになる。つまり、迂回呼は基本呼（基本路を通る呼）に比べて・設

備使用能率（疎通呼量／使用設備数）が半分になる。よって、迂回は、回

線に余裕がある場合に行なうべきであり、基本呼を押し退けてまで迂回呼

を疎通すると、かえって設備の使用効率を悪化させることになる・基本呼

を圧迫せずに適切な量を迂回させる為に用いられる措置が、回線留保であ

る　

　具体的には、回線にあらかじめ設定した数（留保数）より多い空き回線

が存在するときのみ、迂回呼（非優先呼）の接続を許すという制御である・

これにより、回線が混んでいる時には、迂回呼は接続されなくなり、基本

呼（優先呼）が圧迫されることが少なくなる。適切な留保数は回線の太さ

に依存して変化するが、その変化は小さく、通常数本程度で十分とされる。

　回線留保を行なった場合は、基本呼と迂回呼の呼損率は当然異なる。回

線数n、留保回線数m、優先呼（基本呼）量’鵡、非優先呼（迂回呼）量‘rち

の時の優先呼と非優先呼の呼損率B、，B，はそれぞれ、以下の式で算出される。

　　　　　　　　　　　　B1＝P。，B・＝Σn

　　　　　　　　r＝n－m
但し

　　　　　　　　（rr肴＋‘r乃）「p。，・≦1≦η一η1

　　　　　　　　　　バ
　　　μ＝陣）㌻1（ボmp・・ルm＋1　η

　　　画＝（讐解轟1（n樋）罪（ボml’

である。
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付録4．繰り返し法のアルゴリズム

本付録には繰り返し法のアルゴリズムITERATE－LPを掲げる。

［記号の定義］

わ。：呼損率基準値（通常0．01）

‘rfみし（v，　w）：‘r取v，　w）の下限

π駈（v，的：瞬（v，w）の下限

その他の記号の定義は本文4． 3．1と同じ。

procedure　ITERATE－LP

begin

－
∩
∠
つ
0
4
5
ρ
07

0
0
G
）

10

11

12

begin　comment初期値の設定；
　亡rち五（V，W）：＝frち，但しわ。＝B2（η（V・W）・m（V・W）・rrf；（V・W）・‘「ち）

　for　each　a（v，w）∈Ado

　　　面隠v，w）：＝O

　　　for　eachロ∈V，ロ≠v，w　do

　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　　x（v，ロ，w）：＝（lVl－2）

　end；

　step：＝1

end；

begin
　次の連立方程式を解き0（V，W），‘rち（V，　W），　bl（V，　W），b2（V，W）を求める。

　　　・（・，w）＝蝋W）わ1（・，w），∀a（・・w）∈A

　　　‘・ち（W）＝Σ。∈vX（V，W，・）・（ゆ）（1一わ・（W・の）

　　　　　　　　　＋　Σ。∈vX（ロ，V，W）0（α，W）（1－b2（ロ・V））

　　　わ1（V，W）＝B、（η（V，W），m（・，W），f・4（・・W）・f・4（・・W））・∀・（V・W）∈A

　　　わ、（V，W）＝B，（η（・，W），m（・，W），螺・・W）・’・ち（・・W））・∀・（・・W）∈A

end；

if、t，p＞1・nd’・ち（v，w）≧‘・ぢ（・，w）then∫・左・（・・w）・コ瞬（v・w）；

‘r4（v，　w）＝＝（‘r1ΣL（v，　w）＋∫r1｝（v・w））／2

ε・取v，w）1＝max（2∫・ち（・，w）・‘娠（・・w））
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13

14

15

16

17

18

19

20

 end.

x' ( v, u, w) :=x( v,u, w)

begin
 jlff< (1) L P 6i' rw 8 x( v,w,u) 2r 2ik to ･Zi)

   [e e9 wa ISc] 2 ,,., .) .A trfE( v, vv) ' max

   [kUklj1#]

      tr4( v, w)
    = trfl(v, vv)(1-b,(v, vv)) + 2 ...x( v.u, vv) o( v, wi(1 ･- b,(v, u))(1-b,(u, w)),

                                           a(v,w)EA

      tr4( v, w)
     ;:ill 2 ...x( v, vv, u) o( v, u)(1 -- b,( vv, u)) + £ .. .x(u, v, w) o( u, w)(1 ･- b,(u, v) )

     StrfL<v,w),a(v,wiEA

       E.Es7((v,u, w) S 1, a(v, vv) EA

      x(v,u, w) }l; O, a(v, vv) EA, uE V

end;
begin comment nXIsE¥U 'Ji-EL';

  if lx(v,u,vv)-x'(v,u,w)1< e , for all a(v, w) EA,uE Vu=# v,wthen stop;

end;

trf5' (v, w) := ti'4( v, vv)

step:=step+1

goto line 8
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