
1990年12月

ち ハ ア

松尾 哲 司
イ'、{rト ー}





ヒ ス テ リ シ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系

に お け る 分 岐 現 象 の 数 値 解 析

1990年12月

松 尾 哲 司





目次

第1章

1．

1．

1

2

緒言

本研究の背景 と研究の 目的

本論文の概要

1

2

第2章

2． 1

ヒ ス テ リシ ス 特 性 の 表 現

プ ラ イザ ッハ モ デ ル を 用 い た ヒス テ リ シ ス 特 性 の 表 現

2.1.1

2.1.2

2.1.3

2.2

プ ラ イザ ッハ モ デ ル

計算の方法

ア ル ゴ リズ ム

ヒ ス テ リシ ス 関 数

2.2.1

2.2.2

2.2.3

第2章 の 図

ヒ ス テ リシ ス関 数 の 取 扱 い

ヒ ス テ リ シ ス関 数 の 微 分

ヒス テ リ シ ス 関 数 の 逆 関 数

4

5

7

9

9

12

4

9

13

第3章

3. 1

ヒステ リシス素子を含む強制振動系の定常解析

系の状態方程式 と変分方程式

3.1.1

3.1.2

3.1.3

3.2

3.3

状態方程 式

第1変 分 方 程式

第2変 分 方程 式

不飽 和 ループ を作 る周期解

Shooting法 を 用 い た 周 期 解 の 求 解

3.3.1

3.3.2

3.4

時点t[o]に お ける磁化 状態

周 期解 の求 解

Parallel Shooting法 を 用 い た 周 期 解 の 求 解

3.4.1

3.4.2

3.4.3

3．5

状態 方程 式

変分方程式

周期解の求解

周期解の安定判別

3.5.1

3.5.2

第3章 の 図

領 域Doの 磁 化 状 態 の 違 い に よ る安 定 性 の 違 い

安定判別 の方法

02

21

23

62

28

30

31

33

43

37

20

24

26

29

34

39



第4章

4. 1

4.2

基本調波周期振動の分岐現象の解析

連続変形法を用 いた定常解析

周期振動の分岐 と安定性の変化

4.2.1

4.2.2

4.2.3

4.3

単純特異 点と解曲線の分岐

Parallel　 Shooting法 を 用 い な い 場 合

Parallel　 Shooting法 を 用 い る 場 合

単純特異点の算 出

4.3.1

4.3.2

4.3.3

4.3.4

第4章 の 図

単純極限点の算出

マ イ ナ ー ル ー プ 発 生 点 の 算 出

単 純 分 岐 点 の 算 出 とBranch　 Switching

分岐集合の探索

94

50

52

45

55

56

57

48

49

54

59

第5章

5． 1

分数調波周期振動の分岐現象の解析

分数調波周期解の分岐

5.1.1

5.1.2

5.2

分数調波周期解の解曲線

分数調波周期解の分岐

倍周期解の分岐

5.2.1

5.2.2

5.3

倍周期分岐点の検 出と算出

Branch　 Switching

M倍 周 期解 の分 岐

5.3.1

5.3．2

第5章 の 図

M倍 周 期分 岐 点の検 出 と算 出

Branch　 Switching

56

68

96

70

17

73

65

69

71

74

第6章

6. 1

2階 の強 制 振動 系 にお け る分岐現象

ヒ ス テ リシ ス 特 性

6.1.1

6.1.2

6.1.3

6．2

ヒ ス テ リ シ ス特 性 の 連 続 変 形

プライザ ッハ分布 関数

心線特性

2階 の 強制 振動 系

6.2.1

6.2.2

6．3

並列共振回路

直列共振回路

Shooting法 を 用 い た 定 常 解 析

57

75

77

87

79

75

78

79



6．4 基本調波周期振動の分岐

6.4.1

6.4.2

6.4.3

6.4.4

6．5

並列共振 回路 における分岐

直列共振回路 にお ける分岐

分岐集合

他の非線形特性を用いる場合との比較

分数調波周期振動の分岐

6.5.1

6.5．2

6.5.3

6。6

倍周期振動の分岐

M倍 周 期分 岐 点の算 出

3倍 周期 振 動 の分 岐

Runge-Kutta法 に よ る 解 析 結 果

6.6.1

6.6.2

第6章 の図表

周 期振動 の 安定性

カオ ス現象

81

85

86

88

91

92

93

96

97

81

91

95

99

第7章

7． 1

7．2

周期振動の集合

定常周期振動の集合

周期解の集合

7.1.2

7.2.2

第7章 の 図 表

周期解の存在範囲

周期解の分布

164

166

163

164

169

第8章

8. 1

2個 の ヒ ス テ リシ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 に お け る 分 岐

系の状態方程式 と変分方程式

8．1.1

8.1.2

8.2

状態方程式

変分方程式

定常解析の方法

8.2.1

8.2.2

8.2.3

8.3

周期解の求解

周期解の安定判別

周期解の分岐 と安定性の変化

185

187

188

190

192

2個 の ヒス テ リシス素 子 を含 む強 制振動系 にお ける分 岐現象

8.3.1

8.3.2

第8章 の 図

2個 の ヒス テ リシス素 子 を含 む強 制振動系

解析結果

194

195

185

188

194

198



第9童

9.1

結 言

ま とめ

9.1.1

9.1.2

9.1.3

9.1.4

9.1.5

9.1.6

9.1.7

9.2

第2章 の ま とめ

第3章 の ま とめ

第4章 の ま とめ

第5章 の ま とめ

第6章 の ま とめ

第7章 の ま とめ

第8章 の ま とめ

今後の課題な ど

210

210

212

212

212

213

214

210

215

謝辞 216

参考文献 217

付録

付録A

付 録B

付 録C

付 録D

付録E

付録F

付録G

付 録H

付 録I

付 録J

付 録 の 図

ヒス テ リシ ス 関 数 の 逆 関 数

完全消磁状態を考慮 したアルゴ リズム

第1変 分 方程 式

連 続変 形法 に よ る解 曲線の追跡

式(4.14),(4.22),(8.51)の 導 出

(∂F/∂z)uと そ の 微 分 に つ い て

方 程 式(3.64)に 与 え る 微 小 摂 動 に っ い て

式(5.15)．(5.16)の 導 出

rank(∂F(M)/∂ 乞(M))に つ い て

3倍 周 期 分 岐 が 生 じ る た め の 条 件 に っ い て

220

221

225

229

231

234

237

238

239

240

241



1一

第 ■ 章 緒 言

1,1本 研 究 の 背 景 と研 究 の 目 的

電 気 工 学 の 分 野 に お い て,強 磁 性 体 素 子 や 半 導 体 素 子 な ど の 非 線 形 素 子 は,機

器 を 構 成 す る 主 要 な 素 子 と な っ て い る,こ の た め,非 線 形 素 子 を 含 む 系 の 解 析 は,

vanderPolに よ る真 空 管 発 振 器 の 研 究 に始 ま り,古 くか ら重 要 課 題 の1っ と して

研 究 が な され て き た.こ の よ うな 非 線 形 系 に お い て は,系 の パ ラ メー タ の 連 続 的

な 変 化 に対 し て,系 の 振 舞 い の 質 的 な 変 化 が 不 連 続 に生 じる こ とが あ る.こ の よ

うな 現 象 は分 岐 現 象(1)(2)と 呼 ば れ,電 気 工 学 の 分 野 に 限 らず 様 々な 分 野 に お い

て 観 察 さ れ て い る,分 岐 現 象 の 研 究 は,古 くはEulerに よ る弾 性 柱 の 座 屈 の 研 究 に

始 ま る.そ の 後,Poincar6に よ っ て 幾 何 学 的 な 手 法 が 導 入 さ れ,現 在 の 分 岐 理 論

の基 礎 が 築 か れ た.現 在,分 岐 理 論 は 非 線 形 力 学 の 中 心 的 な 理 論 と して(D(3',

自然 科 学 の 分 野 の 範 囲 に 限 らず,社 会 科 学 や 経 済 学 な ど広 範 な 分 野 で 応 用 され る

に至 っ て い る.

近 年 に お け る分 岐 理 論 あ る い は 非 線 形 力 学 の 発 展 は,計 算 機 の 発 達 と,そ れ に

伴 う数 値 解 析 手 法 の 発 達 に よ る と こ ろが 大 き い.例 えば,非 線 形 微 分 方 程 式 の 初

期 値 問 題 や2点 境 界 値 問 題 な ど に 対 す る 数 値 解 法(4)一(6)の 発 達 に 伴 い,非 線 形 強

制 振 動 系 にお け る定 常 カ オ ス現 象(3)(7)な ど の 新 し い現 象 が 発 見 お よ び 解 析 さ れ

る よ う に な っ た.こ の 他,連 続 変 形 法 を 用 い た,非 線 形 方 程 式 の 求 解 お よ び 解 曲

線 の 追 跡 の 手 法 な ど,非 線 形 系 を 数 値 解 析 す る様 々 な 手 法 が 開 発 さ れ,分 岐 現 象

の 解 析 に 応 用 され て い る.

工 学 の 分 野 に お い て用 い られ て い る 非 線 形 素 子 の 中 に は,強 磁 性 体 素 子 や 強 誘

電 体 素 子 を始 め と して,ヒ ス テ リシ ス特 性 を 有 す る も の が 少 な くな い.中 で も,

強 磁 性 体 素 子 は,発 電 機 や 変 圧 器 な ど の 磁 心 と して,ま た,磁 気 デ ィ ス ク な ど の

記 憶 素 子 と して な ど広 範 な 分 野 で 用 い られ て い る,こ の よ うな ヒ ス テ リシ ス 素 子

の 特 性 を 表 現 す る ため の 方 法 は幾 っ か 提 案 さ れ て お り(8>一(13),そ の 中 で も,

Chuaの 方 法m),バ ッ ク ラ ・ソシ ュ 要 素 を 組 み 合 わ せ る 方 法q2),プ ラ イザ ッ ハ モ

デ ル に よ る方 法(8)な ど幾 っ か の 方 法 は 回路 解 析 に も用 い られ て い る.こ の 中 の プ

ラ イ ザ ッ ハ モ デ ル は,強 磁 性 体 の 磁 化 機 構 を 説 明 す る た め に1935年 にPreisachに

よ っ て 提 案 さ れ た モ デ ル で あ り,そ の 後,理 論 的 に整 理 さ れ(14>　 q6),現 在 で は,

様 々 な ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を よ く表 現 し,か っ,数 学 的 な 取 扱 い に も 適 した モ デ ル

と し て広 く用 い ら れ て い る(ユ7)(2Q).
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しか し・ 回 路 解 析 の 立 場 か ら見 る と,プ ラ イ ザ ツハ モ デ ル に 限 らず,ヒ ス テ リ

シ ス 素 子 の 特 性 表 現 は 一 般 に複 雑 で あ り,必 ず し も 回路 方 程 式 の 記 述 や 解 析 に 適

し た 表 現 に は な っ て い な い,特 に,強 制 振 動 系 に お い て は,基 本 調 波 振 動,分 数

調 波 振 動 な ど 様 々 な 周 期 振 動 が 存 在 し,ヒ ス テ リ シ ス特 性 の マ イ ナ ー ル ー プ を 考

慮 す る必 要 が しば しば 生 じ る た め に,ヒ ス テ リシ ス 特 性 の 解 析 的 な 取 扱 い が 容 易

で な い.こ の ため,上 述 の よ うな 分 岐 現 象 の 解 析 の 際 に ヒ ス テ リ シ ス 特 性 が 考 慮

さ れ る こ と は極 め て 少 く,殆 ど研 究 さ れ て いな い.し か し,ヒ ス テ リ シ ス 特 性 が

存 在 す る ため に生 じ る周 期 振 動 の 分 岐 現 象(10)も 存 在 し,こ の よ うな 現 象 の 解 析

は,ヒ ス テ リシ ス 素 子 を 含 む機 器 の 設 計 の 上 か ら も重 要 で あ る.従 っ て,ヒ ス テ

リシ ス素 子 を 含 む 系 固 有 の 現 象 を 解 析 す る た め,ま た,精 度 の 高 い 解 析 を 行 う た

め に も,素 子 の ヒ ス テ リシ ス特 性 を 考 慮 し た分 岐 現 象 の 解 析 法 の 確 立 が 望 ま れ る ・

以 上 の 点 を 踏 ま え て,本 論 文 で は 研 究 の 目 的 を,大 き く分 け て 次 の2っ に置 い

て い る,

① ヒ ス テ リシ ス素 子 を 含 む 非 線 形 系 にお け る周 期 振 動 の 分 岐 現 象 を 数 値 解 析

す る1っ の 手 法 を 確 立 す る こ と ・

② ① の 手 法 を 用 い て ヒ ス テ リ シ ス 素 子 を 含 む 非 線 形 系 に お け る周 期 振 動 の 分

岐 現 象 を 解 析 し,素 子 の ヒ ス テ リ シ ス 特 性 が 分 岐 現 象 に与 え る影 響 を 調 べ る

こ と,

た だ し,本 論 文 で は解 析 の 対 象 を 強 制 振 動 系 に 限 っ て 研 究 を 行 う こ と に す る.

1.2本 論 文 の 概 要

本 論 文 は,本 章 を 含 め て9章 で 構 成 さ れ て い る,

第2章 で は,次 章 以 降 の 準 備 と して,プ ラ イ ザ ッ ハ モ デ ル を 用 い た ヒ ス テ リ シ

ス特 性 の 表 現 方 法 にっ い て 述 べ る,最 初 に,プ ラ イ ザ ッ ハ モ デ ル を 用 い て ヒ ス テ

リシ ス特 性 を 表 現 す る た め の ア ル ゴ リズ ム を示 す.次 に,解 析 の 際 の 取 扱 い を 容

易 に す る た め,ヒ ス テ リ シ ス 関 数 を,過 去 の 時 点 の 値 を 変 数 に 持 っ 関 数 と して 表

現 し,そ の 上 で,ヒ ス テ リ シ ス関 数 の 各 変 数 に よ る 微 分 計 算 に っ い て 述 べ る.

第3章 で は,ヒ ス テ リ シ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 にお け る定 常 解 析 の 方 法 に っ

い て 述 べ る.ま ず,ヒ ス テ リシ ス 素 子を 含 む 強 制 振 動 系 の 状 態 方 程 式 を 与 え,そ

の 変 分 方 程 式 を 導 く.次 に,ヒ ス テ リシ ス ル ー プ が 不 飽 和 ル ー プ とな る場 合 に は,

周 期 解 が 無 限 集 合 を な す 場 合 が あ る こ とを 示 す.さ ら に,こ の 無 限 集 合 の 中 か ら
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幾 つ か の 周 期 解 を 求 め る 方 法 を 示 し,最 後 に,そ の 周 期 解 の 安 定 判 別 法 を 示 す.

第4章 で は,ヒ ス テ リシ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 にお け る基 本 調 波 周 期 振 動 の

分 岐 に っ い て 述 べ る,最 初 に,系 の パ ラ メ ー タ の 変 化 に 対 す る定 常 特 性 の 変 化 を,

連 続 変 形 法(21)(23)を 用 い て 調 べ る 方 法 を 述 べ る.次 に,特 性 曲 線(解 曲 線)の

特 異 点 の 前 後 にお け る周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 の 仕 方 に っ い て,ヒ ス テ リシ ス 素 子

を 含 まな い強 制 振 動 系 の 場 合 と比 較 しな が ら述 べ る.さ ら に,解 曲 線 に現 れ る 単

純 極 限 点 と単 純 分 岐 点 の 検 出 と算 出 の 方 法 な ど を 示 し,最 後 に,分 岐 集 合(24)の

追 跡 にっ い て 述 べ る,

第5章 で は,分 数 調 波 周 期 解 の 分 岐 に っ い て 述 べ る.最 初 に,基 本 調 波 周 期 振

動 の 解 曲 線 か ら,分 数 調 波 周 期 振 動 の 解 曲線 が 分 岐 す る た め の 条 件 を 示 す.次 に,

その 分 岐 点 の 検 出 と算 出,お よ び,分 岐 点 に お け るbranchswitching(22)(23)の

方 法 を 示 す.

第6章 で は,前 章 まで に 述 べ た 解 析 法 を 用 い て,2階 の 強 制 振 動 系 に お け る 分

岐 現 象 の 解 析 を 行 う.ま ず,ヒ ス テ リシ ス特 性 の メ ジ ャ ー ル ー プ の 面 積 を 連 続 的

に変 化 させ る こ とが 可 能 な よ う に ヒ ス テ リシ ス 特 性 を 与 え る 方 法 を 述 べ る。 次 に,

第3章 で 述 べ た定 常 解 析 法 の 解 析 例 を 示 し,解 析 法 の 有 効 性 を 示 す,次 に,第4

章 と第5章 で 述 べ た方 法 を 用 い て,2階 の 並 列 共 振 回路 と 直列 共 振 回 路 に つ い て,

基 本 調 波 周 期 振 動 お よ び 分 数 調 波 周 期 振 動 の 分 岐 現 象 の 解 析 を 行 い,ヒ ス テ リ シ

ス特 性 が 系 の 分 岐 現 象 に 与 え る影 響 を 調 べ る,最 後 に,そ れ ま で に得 られ た解 析

結 果 と,系 の 状 態 方 程 式 を 定 常 状 態 に 至 る まで 数 値 積 分 し て得 られ る解 析 結 果 と

を 比 較 す る.ま た,ヒ ス テ リシ ス素 子 を 含 む2階 の 強 制 振 動 系 に お け る カ オ ス 現

象 に っ い て述 べ る.

第7章 で は,第3章 で 述 べ た,周 期 解 が 無 限 集 合 を な す 場 合 に っ い て,周 期 解

の 集 合 の 性 質 に っ い て 調 べ る.

第8章 で は,2個 の ヒス テ リシ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 に お け る分 岐 現 象 の 数

値 解 析 に っ い て述 べ る.ま ず,2個 の ヒ ス テ リ ジ ス素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 に お け

る定 常 解 析 の 方 法 を 示 し,次 に,そ の 解 析 例 を 示 す.

第9章 は,結 言 で あ り,全 体 の ま とめ で あ る,
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第2章 ヒ ス テ リ シ ス 特 性 の 表 現

2・1プ ラ イ ザ ツ ハ モ デ ル を 用 い た ヒ ス テ リ シ ス 特 性 の 表 現

2・1.1プ ラ イ ザ ツ ハ モ デ ル

本 論 文 で は,ヒ ス テ リ シ ス 素 子 と し て 主 に 鉄 心 入 り コ イ ル を 想 定 し,ま た ・ そ

の 特 性 を プ ラ イ ザ ツ ハ モ デ ル(8)(14)(15)(16)を 用 い て 表 す こ と に す る ・

プ ラ イ ザ ・ソハ モ デ ル は,強 磁 性 体 の 磁 化 機 構 を 説 明 す る た め にPreisachに よ っ

て 提 案 さ れ た モ デ ル で あ り,様 々 な ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を よ く表 現 し,か っ ・ 数 学

的 な 取 扱 い や 計 算 機 シ ミ ュ レー シ ョ ン に も 適 し た モ デ ル と し て 広 く 用 い ら れ て い

る(17)一(20).

プ ラ イ ザ ツ ハ モ デ ル で は,強 磁 性 体 は 多 数 の 磁 気 双 極 子 の 集 合 体 と し て 表 現 さ

れ る,強 磁 性 体 を 構 成 す る 磁 気 双 極 子 は,各 々,図2.1の 角 形 ヒ ス テ リ シ ス 特 性

を 示 す も の と す る.図2.1の 双 極 子 は,磁 界 η が 増 加 し て η=η 。に な る と,磁

化Jは 一1/2か ら1/2へ 跳 躍 し(正 に 磁 化 さ れ),減 少 し て η=η.に な る と,逆 に

1/2か ら 一1/2に 跳 躍 す る(負 に 磁 化 さ れ る).こ の よ う な 双 極 子 の 分 布 を 与 え る 分

布 関 数 を,η.と η.を 用 い て 定 義 す る,す な わ ち,J=1/2へ の 跳 躍 が 生 じ る 磁 界

の 値 が 区 間[η 。,η 。+dη 。]に 属 し,か つ,J=-1/2へ の 跳 躍 が 生 じ る 磁 界 の

値 が 区 間[η.,ηv+dηv]に 属 す る 双 極 子 の 数 は,K(η 。,η 。)d・ η。dηvに

よ り 定 ま る も の ど し,K(η い η.)を ブ ラ イ ザ ッ ハ 分 布 関 数 と 呼 ぶ,正,負 の 飽 和

磁 界 の 強 さ を ηs,一 ηsで 表 す と,逆 方 向 に 回 る 角 形 ヒ ス テ リ シ ス 特 性 は な い も

の と し て,K(η 。,η.)の 定 義 域 は,

DK:一 ηs≦ ηv≦ ηu≦ ηs(2.1)

で 表 さ れ る3角 領 域(図2.2)と な る,磁 界 η の 変 化 に 応 じ て,領 域DKに お け

る 双 極 子 の 磁 化 状 態 が 変 化 す る こ と に よ り,強 磁 性 体 全 体 の 磁 化xが 変 化 す る.

す な わ ち,強 磁 性 体 の 磁 化xと 磁 界 η の 関 係 は,

x=H(η)(2.2)

た だ し,

H(・)≡ ∫ 播 ・・η のdη ・d・ ・+H・h

(2.3)

(D(η):積 分 領 域,Hmi.:定 数)

に よ っ て 与 え られ る,こ こ に,D(η)は 領 域DKに お い て,双 極 子 が 正 に磁 化 さ れ

て い る部 分 領 域 で あ り,そ の 領 域 は プ ラ イザ ツ ハ 図 表 の 原 理 に基 づ い て 定 め ら れ
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る,プ ラ イ ザ ッ ハ 図 表 の 原 理 につ い て は 文 献(18)な ど に詳 し い.ま た,プ ラ イ ザ

ッハ 図 表 の原 理 を 用 い た計 算 法 も 文 献(18)に 示 さ れ て い る。 鉄 心 入 り コ イ ル に お

け る 電 流 η に 対 す る磁 束xの 関 係 も,式(2。2),(2.3)に よ り表 す こ とが で き る,

第3章 以 降 に述 べ る よ う に,連 続 変 形 法 を 用 い た 解 析 や,分 岐 点 の 算 出 を行 う

際 に は,H(η)が 微 分 可 能 で あ る こ とが 必 要 で あ る,文 献(18)に 示 さ れ た 計 算 法

で は,分 布 関 数Kが 離 散 化 した 分 布 関 数 表 で 与 え られ,加 え て,積 分 領 域D(η)

の 変 化 の 仕 方 も 不 連 続 と な っ て い る た め に,η の 変 化 に対 す るH(η)の 変 化 は 連

続 的 で な い.従 っ て,本 論 文 で 行 わ れ る 解 析 に は,文 献(18)の 計 算 法 は 適 さな い。

そ こ で,以 後 の 解 析 に適 す る よ うなH(η)の 計 算 法 を 考 え る こ と に す る,

2.1.2計 算 の 方 法

H(η)が 微 分 可 能 と な る よ う に,分 布 関 数Kを 連 続 関 数 で 与 え る こ と が で き,

か っ,η の 変 化 に 対 す る 積 分 領 域D(η)の 変 化 が 連 続 的 に 行 わ れ る よ う な 計 算 方

法 を 考 え る.第3章 以 降,解 析 は 数 値 的 に 行 わ れ る も の と し,時 間tは,t=

tI。j,t【1b… の よ う に 時 点 で 与 え ら れ る も の と す る(以 後,時 点 に 関 す る イ ン

デ ッ ク ス を[]付 き の 添 字 で 示 す).従 っ て,η,Hの 時 間 変 化 も,η=η 【o],

η11],…,H=H[o],H〔1〕,… の 時 点 系 列 で 表 さ れ る も の と す る.こ の と き,与

え ら れ た η の 時 点 系 列(η 【。1,p=0,1,…)に 対 す る,Hの 時 点 系 列(H【 。]=

H(η 【。])、p=0,1,…)の 計 算 を,プ ラ イ ザ ッ ハ 図 表 の 原 理 に 従 っ て,以 下 の 要

領 で 行 う こ と に す る.

ま ず,積 分 領 域D(η)を 次 の よ う に 表 現 す る.積 分 領 域 の 境 界 は 図2.3に 示 す

よ う に 線 分 の っ な が り と な る.こ こ で は,積 分 領 域 の 境 界 を 構 成 す る 線 分 は,図

2.3の よ う に 全 て η 。軸 ま た は η 。軸 に 平 行 で あ る と し.図2 .4の よ う な 斜 め の

線 分 は 存 在 し な い と す る.時 点t【 。〕に お け る 境 界 を 構 成 す る 線 分 の 数 をm〔 円 と

す る と,線 分 の 端 点 の 数 は,m【 。ユ+1個 と な る.そ こ で,

ηll=ηsま た は ηv=一 ηs

上 に あ る 端 点 の 座 標 を(η 。(0),η.(0))と し,そ こ か ら 端 点 の 座 標 を 順 に

(η 。(1),η.(1)),(η 。(2),η.(2)),… と し,最 後 の

ηv=ηu

上 に あ る 端 点 の 座 標 を(η 。(m【 。]),ηV(m【 。]))(=(η 【。],η 【。]))と す る(図

2・3)・ ま た,ア ル ゴ リ ズ ム の 都 合 上,点(η 。(-1),η.(-1))を,

(η 。(-1)・ ηv(-1))=(ηs,一 ηs)(2.4)
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と定 義 し て お く.こ の よ う に 領 域D(η)は ,境 界 線 分 の 数m【 円 お よ び 端 点 の 座 標

で 表 現 さ れ る,

次 に,積 分 領 域D(η)の 変 化 の 仕 方 お よ びH(η)の 計 算 法 を 考 え る.い ま,時

点t[P-1]に お け る 積 分 領 域 が 図2.5の よ う で あ っ た と し,こ の 時 点 に お け る

H[P-1]は 求 め ら れ て い る と す る,こ の と き,η[円 の 値 に よ っ て,領 域Dは 次 の

よ う に 変 化 し.H[円 は 次 の よ う に 計 算 さ れ る,

(i)η 【P層1ユ<η[円(<ηs)で あ る 場 合(η が 増 加 す る 場 合)

こ の 場 合,η 。≦ η[円 の 領 域 に あ る 双 極 子 は 全 て 正 に 磁 化 さ れ,そ れ 以 外 の 領

域 に あ る 双 極 子 の 磁 化 状 態 は 変 化 しな い.こ の と き,

ηu(k)<η 〔p〕<ηu(k-1)

を 満 た すkが 存 在 し,時 点t[。]に お け る 積 分 領 域 は 図2.6(a)の よ う に る ・ 従

っ て,H[P〕 は,

H[P〕 ニH[P_1]十 δH1十 δH2十 … 十 δH」(2・5)

δH・=∫/

δDr(… η ・)d・ ・d・ ・(i=、,2,…,j)(2.6)

で 与 え ら れ る,こ こ で,各 δHi(i=1,2,…,j)は,

δH1=∠H(ηu(m〔p-1]-1),ηu(m[p-1]-2),ηv(m[p一 ユ]-1))

δH2=∠1H(ηu(m[p.1]-3),ηu(m[p.1]-4),ηv(m〔p-1]-3))

:(2.7)

δH」=∠1H(ηu(k)、 η[p],ηv(k))

た だ し,

∠H(η 。,。 。,η 。)≡/;:∫;:K(η 。,η.)dη.dηu(2
.8)

で 与 え ら れ る.積 分 領 域 の 変 化 に 伴 っ て,境 界 線 分 の 数 お よ び 端 点 の 座 標 も,

m〔P]:ニk十1

(ηU(m[P]),ηv(m[P])):=(η[P],η 〔Pコ)

(ηu(m[P】-1),ηv(m[P]-1)):=(η[P],ηv(k))

と 更 新 さ れ る(図2.6(b)).

(ii)η[p-1]〉 η[,](〉 一 ηS)で あ る 場 合(η が 減 少 す る 場 合)

こ の 場 合,η.≧ η[。]の 領 域 に あ る 双 極 子 は 全 て 負 に 磁 化 さ れ,そ れ 以 外 の 領

域 に あ る 双 極 子 の 磁 化 状 態 は 変 化 し な い.こ の と き,

ηv(k)〉 η[p]〉 ηv(k-1)
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を 満 た すkが 存 在 し,時 点t[。]に お け る 積 分 領 域 は 図2.7(a)の よ う に る ・ 従

っ て,H[円 は,

H【p]=H[卜11一 δ'H1一 δ'H2-… 一 δ'H」(2.9)

δ'H1・/雅
,D罫(η ・…)dη ・dη ・(i=、

,2,…,j)(2.10)

で 与 え ら れ る.こ こ で,各 δ'H1(i=1,2,…,」)は,

δ'H1ニ17H(η.(m[,.1一1),η.(m[。.1]),η 。(m[。.1]))

δ'H2=17H(ηv(m〔p-1⊃-3),ηv(m[p-1]-2),ηu(m【p-1]-2))

=(2.11)

δ'H」=17H(η[p〕,ηv(k),ηu(k))

た だ し,

7H(η 一 。_)≡/;1∫;:K(η 。,。.)d。.d・.(2
.12)

で 与 え ら れ る,積 分 領 域 の 変 化 に 伴 っ て,境 界 線 分 の 数 お よ び 端 点 の 座 標 も,

m[P]:=k十1

(ηU(m[P]),ηV(m[P])):=(η 【円,η[円)

(ηu(m[p]-1),ηv(m[p]-1)):=(ηu(k),η[p])

と更 新 さ れ る(図2.7(b)).

こ の よ う に,H[。]の 計 算 に は,式(2.8),(2.12)の 台 形 領 域 の 積 分(図2.8(a)

(b))が 必 要 で あ る.式(2.8),(2.12)の 積 分 に っ い て は,後 に 具 体 的 な 分 布 関 数

Kが 与 え ら れ た 際 に 述 べ る こ と に す る.

次 に,以 上 の 計 算 を 行 う た め の ア ル ゴ リ ズ ム を 示 す.

2.1.3ア ル ゴ リ ズ ム

η の 時 点 系 列(η[。 〕,p=0,…,N)か らHの 時 点 系 列(H〔,ユ,p=0,…,N)

を 計 算 す る た め の ア ル ゴ リ ズ ム を 以 下 に 示 す.

StepO3時 点t[Q]に お け る 積 分 領 域(境 界 線 分 の 数m[o]と 各 端 点 の 座 標)を 定

め,H〔 。]を 求 め て お く.p:=1

Stepllη[。]=η[p.1]の と き は,H[。]:=H[p.nと し てStep6へ.

Step2=η[。]≧ η5(正 方 向 の 飽 和)の と き は,

H[p]:ニHmaゐ,m[pユ:=0

ηu(0):=ηs,ηv(0):=ηs



一8一

と し てStep6へ,

Step3:η[,]≦ 一 ηs(負 方 向 の 飽 和)の と き は,

H〔P]:=Hmh、,mrP〕:=0

ηu(0):=一 ηs,ηv(0):=一 η5

と し てStep6へ.

Step4:η 〔,]〉 η[。.uの と き,

η 。(k)〈 η 〔,】を 満 た す 最 小 のkを 見 っ け,

j・ ・i・t(m[P易 　 k)(i
,t、,」 、数 切 捨)

H[P]:=H[P-1]十 ∠ほ1(ηu(k),η 〔P],η 〉(k))コ
十 Σ ∠H(η 。(k十2i),ηu(k十2i-1),η.(k十2i))
1=1

m[P]:=k十1

ηU(m[P]):=η[P],ηV(m[P⊃):ニ η[P]

ηu(m〔P]-1):=η[P]

と し てStep6へ,

Step5;η[p]<η[p-nの と き,

ηv(k)〉 η[。]を 満 た す 最 小 のkを 見 っ け,

」 ・・i・t(m[P-12]-k)

H〔Pユ:=]H[P_ユ]-7H(η[P],ηv(k),ηu(k))

コ
ー Σ7H(η

.(k十2i-1),η.(k十2i),η 。(k十2i))
i=1

m[P〕:=k十1

ηU(m[P]):=η[P],ηV(m[P]):=η[Pユ

ηv(m[P]-1):=η[P〕

と し てStep6へ.

Step6:p<Nの と き はp:=p十1と し てSteplへ 。

そ う で な け れ ば 終 了,

こ こ で,Step1に お け るHmaxは,

H… ≡/∫

D,K(・ ・…)dη ・d・ ・+H…(2.13)

で 定 義 さ れ る 定 数 で あ る.
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2.2ヒ ス テ リ シ ス 関 数

2.2。1ヒ ス テ リ シ ス 関 数 の 取 扱 い

前 節 で 述 べ た よ う に,η が 時 点 系 列 η10」,η 【ロ,… で 与 え ら れ る 場 合 を 考 え る ・

式(2.3)よ り,時 点 し1、 」に お け るIIl円 は

H…=II(…Dニ ∫ ∫

D弩 ・ ・…)d・ ・dη ・+II・1・(2.14)

た だ し,D【 円=D(η 【,】)

で 与 え ら れ る.こ の と きD【 。】は,そ の 時 点 の η1円 の 値 の み な ら ず,前 時 点 ま

の ηlQ】,…,η 【。-1,の 値 に よ っ て そ の 領 域 が 定 ま っ て い る.従 っ て,D【 。】は,

D【 円 二Dlp】(ηlp⊃iηlob…,ηlp_1】)(2.15)

と 表 さ れ る.従 っ て,H【 。】も

HlP〕=H【P](η 【P】1η 【oh…,η 【P-11)

=UK(η ・・η ・)dη ・dη ・+H…(2●16)

DIp」(η 〔P】1η エob…,η 【P_1】)

と 表 さ れ る.こ の よ う に,ヒ ス テ リ シ ス 関 数 は,現 時 点 の η1。 】の み な ら ず 前 時 点

ま で の 系 列 η 【01,…,η 【p-1】 の 関 数 と し て 表 現 す る こ と が で き る.

以 後 の 解 析 に は,ヒ ス テ リ シ ス 関 数H(η)と し て,式(2.16)で は な く,こ れ に

線 形 項 を 加 え た,

H(ηIP])=HIPコ(η 【P⊃1ηIohη11⊃,…,η 【P_11)

(2.17)

ニ … η …+∫IK(η ・・η ・)dη ・dη ・+H・1・

DlP](η 【Pllη10h…,η 【P_n)

(1s:定 数)

を 用 い る こ と に す る,こ れ は,実 際 の 非 線 形 イ ン ダ ク タ が,飽 和 時 に も イ ン ダ ク

タ ン ス を 持 っ て い る こ と に 対 応 す る も の で あ る(図2.9参 照).

2.2.2ヒ ス テ リ シ ス 関 数 の 微 分

ヒ ス テ リ シ ス 関 数(2.17)は η の 時 点 系 列 ηloh…,η 【。1に 対 す る 関 数 で あ る.

第3章 以 降 の 解 析 の 際 に,こ の 関 数 を 各 ηIi](i=o,…,p)で 微 分 す る こ と が 必

要 と な る.こ こ で は,式(2.17)で 与 え ら れ るHl,】 の ηu】(i=0,…,P)に 関 す

る 微 分 計 算 に つ い て 説 明 す る.

ま ず,例 を 挙 げ て,H【 。〕の 微 分 計 算 に っ い て 説 明 す る.い ま,図2.10の よ
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う な η の 時 点 系 列 が 与 え ら れ た と す る と ,時 点t[,]に お け る 積 分 領 域D[。]は 図

2・11の よ う に な る.こ こ で ,ηlk]が 微 小 変 化 し た と す る と,D〔P〕 は 図2・

12の よ う に 微 小 変 化 す る,従 っ て,η 【旧 の 微 小 変 化 △ η[旧 に 対 す るH回 の 微

小 変 化 △HrP1は,

△H・ … ∫ 儲(η ・…)d・ ・d・ ・≒△・ ・k・聡 一 ・)隻ヱ1
8)

で 与 え ら れ る,従 っ て,

書募…1…∵50会 募ll■;:1(一 ・)dη・(2 .19)

が 得 ら れ る.同 様 に し て,

1募 …1…=・・+/二 揖 η・・・…)d…1号 …!…・撫 一 ・)d・ ・

(2.20)

が 得 ら れ る.ま た,ηu](i≠j,k,P)が 微 小 変 化 し て も,領 域D[P]は 変 化

し な い の で,

∂H【P]
=0(1≠j ,k,P)(2

.21)∂ ηli]

で あ る,さ ら に,式(2.19),(2.20)よ り,

暮辮 ・1;:::∂K締 …)d・ ・-K(一 …)(2
.22)

書制;:::∂K號1・ のd・ ・(2
.23)

∂2H[P] ∂2Hlp]
=K(η 【k],η 【P]),=-K(η[k] ,η 【」])∂ η

【Pユ∂ η 【k1 ∂ η[k]∂ η 【」]

(2.24)

な ど のHlp】 の2階 微 分 が 得 ら れ る,

次 に,H【 円 の 微 分 の 一 般 的 な 表 現 を 考 え る,上 の 例 の 場 合,図2.12に 示 し

た よ う に,ηlk]が 微 小 変 化 す る と,D【,〕 の 境 界 の,

(η 、1=η[k},ηU]≦ ηv≦ η 【P])

の 部 分 が 微 小 移 動 す る.こ の よ う に,η[k]の 微 小 変 化 に よ っ て 微 小 移 動 す る

D[p]の 境 界 の 線 分 を,
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∂D【P1/∂ η[k】

と 表 記 す こ と に す る.上 の 例 の 場 合,同 様 に し て,境 界 の 線 分

(η[,】 ≦ η 。≦ η 【k】,η.=η 回),(η 〔k]≦ η.≦ η5,η.=η 【」])

は,そ れ ぞ れ,

∂D[P]/∂ η 【P】,∂D【P】/∂ η 〔月

と 表 記 さ れ る こ と に な る 。 ま た,ま た,η 【月(i≠j,k,p)が 微 小 変 化 し て も,

領 域D【 円 の 境 界 は 移 動 し な い の で,

∂D【P】/∂ η 口 】(i≠j,k,P)

は 存 在 し な い.

上 に 述 べ た 表 記 法 を 用 い る と,式(2.17)で 表 さ れ るH【,]の 一 階 微 分 を,一 般 に,

・・+∫

∂D靹 紹dη ・ 〔 ∂D[円/∂ η【円//η.軸の場 合 〕
∂Hfp〕

∂ η[P]

'・+∫

∂託1識llldη ・ 脇 ・/∂η…//η 勲 〕

(2.25)

た だ し,「 ∂D[。]/∂ η 【。ユ//η.軸 」 は,

(

0

∂H、 。1∫K(η … ・η ・)d・ ・
=∂D[P1/∂ η[i]

∂ η[u

∫K(ηu,η[i])dηu
∂D[円/∂ η 〔i〕

(i=0,…,P-1)

と 表 す こ と が で き る.

∫
∂K(η[P】,ηv)

∂ η[P]

∂D[P]/∂ η[円

∂2HIP〕

∂ η[P〕2

∫
∂K(ηu,η[Pユ)

∂ η 【P〕

∂D[P]/∂ η[P]

境 界 線 分 ∂D[円/∂ η[円 と η.軸 が 平 行 で あ る こ と を 表 す.他 も 同 様,
)

(∂D[。]/∂ η ロ]が 存 在 し な い 場 合)

〔蹴]/∂ η 〔']"ηv軸 〕

〔朧1/∂ η ロ〕"η"軸 ⊃

(2.26)

ま たH[。]の2階 微 分 も,

dηv十K(η 〔Phη 〔P〕)

鵬 答]/∂ η[F]"ηv軸 〕

dηu-K(η[Phη 〔P】)

〔脇 〕/∂η一 η・軸〕

(2.27)



一12一

∂2H[P】

∂ η[1]2

0(∂D[国/∂ η ロ]が 存 在 し な い 場 合)

∫∂ll號)d・ ・ 隣/∂ η田//η勲 〕

i

η

ー
∂

助

/
回

∂D

～ ∂K(ηu,η[i])d

ηu

鵬 答・/∂耐 伽 軸〕

(2.28)

∂2H[Pコ

∂ η[1コ ∂ η[」]

0

=K(η ロ] ,η 口1)

一K(η 【J]
,η[1])

(i,j=0,…,P,た だ し,

で 与 え ら れ る.

〔 ∂D[p]/∂ η[i〕 と ∂D〔p]/∂ η[j〕 が点(η[u,η[」])お よ び点(η[」 〕,η[口)を 共 有 し な い 場 合 〕

〔∂D[p1/∂ η[i〕と∂D[p〕/∂ η[」]が点(η[月,η 口])を共有する場合 〕

儲 ∴::織 鵬 ズ 〕

(2.29)
i<jと す る)

2.2.3ヒ ス テ リ シ ス 関 数 の 逆 関 数

ヒ ス テ リ シ ズ 関 数(2.17)を 用 い る と,非 線 形 イ ンダ ク タ に 流 れ る 電 流 η に 対 す

る 磁 束xの 特 性 を

x[p〕=H[p〕(η[p]1η[o],…,η[p-1])(2.30)

と 表 す こ と が で き る.し か し,電 気 回 路 の 中 に 非 線 形 イ ン ダ ク タ が あ る 場 合,通

常 は,磁 束 が 状 態 変 数 に 選 ば れ る,そ の 場 合 に は,磁 束xに 対 し て 電 流 η が 求 め

ら れ な け れ ば な ら な い.従 っ て,式(2.30)の 逆 関 数,

η 〔p〕=H[p〕1(x[p]1η[ob…,η[p-1])(2.31)

が 必 要 と な る.逆 関 数(2.31)は,付 録Aに 示 す ア ル ゴ リ ズ ム に よ り 計 算 す る こ と

が で き る,
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斜 め の 境 界 線 を 持 つ 磁 化
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第3章 ヒ ス テ リ シ ス 素 子 を 含 む

強 制 一振 動 系 の 定 常 解 析

3・1系 の 状 態 方 程 式 と 変 分 方 程 式

3.1。1状 態 方 程 式

本 論 文 で は,周 期 入 力 を 持 ら 強 制 振 動 系 を 取 り扱 う.系 の ヒ ス テ リシ ス 素 子 は

1個 と し,系 の状 態方程 式 を,

ddt〔;〕=〔1:1:1:1:〕+〔1〕 ・(x)(3.1)

た だ し,

t:時 刻,(x,y)∈(]R,Rn『 ユ):状 態 変 数 ベ ク ト ル

f:R×R×Rn-1→R,g=R×R×Rn-1→Rn-1

(a,b)∈(R,R㍑ ユ)1定 数 ベ ク トル

と す る.こ こ で,f,9はtに 関 し て 周 期Tの 周 期 関 数 で あ る と す る ・ ま た ・

η(x)は,プ ラ イ ザ ッ ハ モ デ ル に よ る ヒ ス テ リ シ ス 関 数

x=H(η)

の 逆 関 数 で 与 え られ る も の とす る,以 後,表 記 の 便 宜 の た め,

x・ じ 〕,f(し ・x)・〔1:1:至:;:〕,a・ 〔1〕

と し て,式(3.1)を,

dx/dtニf(t,x)十aη(x)

と も 書 く こ と に す る,

(∈Rn)

(3.2)

(3,3)

(3.4)

解 析 を 数 値 的 に 行 う た め に,周 期Tを 分 割 し,状 態 方 程 式(3.4)を 離 散 化 す る.

説 明 を 簡 単 に す る た め に,周 期TをN等 分 し てEuler法 を 用 い て 積 分 を 行 う こ と に

す る と,式(3.4)か ら,

x[P+1]=x[Pユ 十 △t(f[P〕 十aη[P])(3.5)

た だ し,

△t=T/N,t[P〕=t[o]十P△t(
3.6)

f【P]=f(tIP〕,XIP1),η 【P]ニ η(x【P])

と な る,こ こ で,第2章 で 述 べ た よ う に,x【p]と η 【p]の 関 係 は,

η,。,=H,,、-1(x回1η,。,,…,η,,-1,)(3・7)

あ る い は,
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x回 二Hl。,(η,,、1η,。b…,η1。-1〕)(3・8)

と 表 さ れ る.以 後,f【 円 お よ びH【 。】は そ れ ぞ れ の 変 数 に つ い て 微 分 可 能 で あ る

こ と を 仮 定 す る.

3.1.2第1変 分 方 程 式

次 に,周 期 解 の 求 解 や 安 定 性 の 判 別 な ど の 解 析 の 際 に 必 要 な 変 分 方 程 式 く25)を,

こ こ で 導 出 し て お く.

xlω の 微 小 変 化 に よ り,xお よ び η の 時 点 系 列 が,

XエOhX【1〕,…,X【P]→XlO】+δX【O】,X【1】+δXn】,…,XIP]+δXI円

η[0】,η 【1】,…,ηLp】 → ηlO】+δ η 〔O】,η11】+δ η1ロ,…,ηIP】+δ ηIP】

の よ う に 微 小 変 化 す る と す れ ば,式(3.5)よ り,

δx【P+1】;δx【Pコ 十 △t(δflP】 十aδ ηIP】)(3.9)

た だ し,

δf【P]==f(tlPbX【P1+δXIP】)-f(tl円,X【P】)

δ η 【P〕=H【Pf1(x【P】+δxI円1η 【o】+δ η 【ob…,ηlP-1】+δ ηlP-1】)

-Hl
pジ1(x【p]1η 【o】,…,η 【p-n)(3.10)

が 成 り 立 っ.式(3.10)に お い て,δx【p】 お よ び δ η 【。」,…,δ η1。.1】 に 関 し て2

次 以 上 の 項 を 無 視 す る と,

∂ 置 回δf
【P】ニ δ)(rp](3

.11)∂xIP]

δ η ・… 書斐 器iδXI・ ・+鴛;iliδ η ・・(3
.12)

が 得 ら れ る の で,式(3.9),(3。11),(3.12)よ り,式(3.5)の(初 期 値 に 関 す る)第

1変 分 方 程 式,

∂f【P〕 ∂ ηIP】δ
x【P+1]=(1十 △t)δxlP】 十a△t δXlP】∂

xIP⊃ ∂X【P1

(3.13)

+a△t竃 ∂η … δ η 【i〕
1.o∂ η 【i]

(丑:n×n単 位 行 列)

が 得 ら れ る,式(3.13)右 辺 第3項 は,η が 前 時 点 ま で の 履 歴 η 【o〕.…,η[。.1]の

影 響 を 受 け る こ と に 由 来 す る 項 で,η が ヒ ス テ リ シ ス 関 数 で あ る 場 合 に の み 現 れ

る.以 後,こ の 項 を 履 歴 項 と 呼 ぶ こ と に す る.

履 歴 項 は,変 分 に よ る η の 履 歴 の 微 小 変 化 に よ っ て,x一 η特 性 が 微 小 変 化 す
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る こ と か ら 生 じ る,例 え ば,(x,η)が,図3.1(a)の よ う に,時 点t[月 ま で

メ ジ ャ ー ル ー プ に 沿 っ て 増 加 し ,t口]に お い て 減 少 に 転 じ た と す る と,そ の 時 点

の η の 値 に よ っ て,時 点t【 」〕以 降 のx一 η 曲 線 が 変 化 す る ・ す な わ ち,η=

η 〔」](ロ 印)の 場 合 と η=η 口]+δ η 口](○ 印)の 場 合 と で は,t口 〕以 後 の

x一 η 曲 線 が,曲 線AとBの よ う に 異 な る(図3.1(a))・ こ の た め ・ 図3・1

(b)に 示 す よ う に,時 点t[,1(>t[」])に お け る η の 微 小 変 化 δ η[・]は,xの

微 小 変 化 δx〔 。⊃に よ る 微 小 変 化 δ ηxと,曲 線AとBの 違 い に 由 来 す る 微 小 変 化

δ ηHの 和,

δ η ・… δ ・・+δ … 零鶏 δx…+i撫 δ …(3
.14)

で 与 え ら れ る.こ の場 合,式(3.14)の 右 辺 第2項 が 履 歴 項 に相 当 す る.式(3・14)

を 一 般 的 に表 現 し た 式が 式(3.12)で あ る.x一 η特 性 が メ ジ ャ ー ル ー プ 上 の み を

動 く場 合 に は,x一 η特 性 は 定 曲線 とな り変 化 し な い の で 履 歴 項 は 現 れ な い.

初 期 値 に関 す る 変 分 方 程 式 は,次 式 の よ う に,離 散 化 し た状 態 方 程 式(3.5)お よ

び 式(3.7)をx[ω で 微 分 す る こ と に よ っ て も 得 る こ とが で き る.

∂農rl;]
・(皿+△t∂f・ 堕⊥

∂x[P])1菱ili+a△tl舞ili(3.15)

∂ η …
。 ∂ η … ∂X…+猿 ∂ η … ∂ η[1]

(3.16)∂x[o] ∂X[P〕 ∂X[Oユ 五。0 ∂ η[i]∂X[O]

た だ し,

∂x[o〕/∂x[○ 〕=丑(3.17)

で あ る.式(3.16)の 右 辺 第2項 は 履 歴 項 で あ る.

式(3.13)、(3.16)の ∂ η[,]/∂x[。 」,∂ η[。]/∂ η[i]は 次 の よ う に し て 計 算

さ れ る.ま ず,式(3.8)をx[o]で 微 分 す る と,

∂x・ ・1
=∂H….老 ∂H… ∂ η …

∂x[o] ∂X[o〕1.o ∂ η[1〕 ∂x[o](3.18)

と な る.式(3.18)の ∂H[。]/∂ ηu】 は2.2.2に 述 べ た よ う に し て 求 め る こ と

が で き る,式(3.18)よ り,

1斐il;=∂ 査 、,,(∂X・ ・LPΣ1∂H… ∂ η …∂X[0ユi=○ ∂ ηU]∂X[O])

∂ η[P](3.19)

が 得 ら れ る,式(3.16),(3.19)を 比 較 し て,
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∂ η,。L1∂ η[,L-1∂H・ ・]

∂x[P]一 ∂H【P],∂ η[u-∂H〔P】 ∂ η[口

∂ η 、。,∂ η ・,・(3・20)

を 得 る.

連 続 系(3.4)の 場 合 に は,η の 履 歴 が η の 時 点 系 列 で な く連 続 関 数 で 与 え ら れ る

た め に,変 分 方 程 式 の 導 出 が,離 散 系 と 比 較 し て 困 難 で あ る ・

3,1.3第2変 分 方 程 式

さ ら に,分 岐 点 の 算 出 な ど の 際 に 必 要 な 第2変 分 方 程 式 を,こ こ で 導 出 し て お

く。 式(3.15)を さ ら に,

X〔Q〕=(X1〔Q],X2[o〕,…,X。 〔oユ)t「(tr3転 置 を 表 す)(3.21)

で 微 分 す る と,状 態 方 程 式(3。5)の(初 期 値 に 関 す る)第2変 分 方 程 式,

∂£i藷 岩_=(皿+△t書 斐i:i)∂X『i慧_

+△t説 景(∂X[P〕 ∂X[P】∂
X[Q〕,∂Xk[Oユ)

(3.22)

∂2η[P〕十
a△t ∂

X[O]∂Xk[O]

(k=1,…,n)

た だ し,

1凱 景(∂)([円 ∂x【,]∂)([O〕,∂Xk〔O])=禽∂x『i畿,,、1菱i器 難1詔

が 得 ら れ る.式(3.22)の ∂2η 【。】/∂x[o]∂Xk〔o】 は 次 の よ う に し て 計 算 さ れ る.

ま ず,式(3.18)を さ ら にXk[o]で 微 分 す る と,

∂2x回
二 Σ ∂H… ∂2η[1・
1;o∂ η 〔i]∂X[Q]∂Xk[Q〕∂X[O]∂Xk[O]

(3.23)

+を 歯 ∂2H… ∂ η 田 ∂・u・
i=Oj二 〇 ∂ η[1]∂ η[」]∂X〔O】 ∂Xk[O]

が 得 ら れ る.式(3.23)の ∂2H〔,]/∂ η 口]∂ η[」 〕は,2.2,2に 述 べ た よ う に

し て 求 め る こ と が で き る,式(3.23)よ り,

∂X『識 、_=∂ 査、。、(∂X『 謡 、_一 罵 号ill∂X『 評 ぎ量_、

∂ η[Pユ(3
.24)

一～≒ 蔑
∂。『畿 、」、1畏iきi暮斐1詰、)

を 得 る,式(3.24)の Σ以 降 の 項 は,第1変 分 方 程 式 の 履 歴 項 に 由 来 す る項 で あ り,

これ を,第2変 分 方程 式 の 履 歴 項 と呼 ぶ こ と に す る,
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3.2不 飽 和 ル ー プ を 作 る 周 期 解

微 分 方 程 式(3・4)の 周 期 解(x(t)
,y(t))に 対 し て,x一 η 曲 線 は ヒ ス テ リ シ

ス ル ー プ を 作 る ・ こ の ル ー プ の 中 で
,η(x)の 振 幅 が 小 さ く,ヒ ス テ リ シ ス 特 性

の 飽 和 領 域 に 達 し な い ル ー プ
,す な わ ち,

『 ηs<η
min≦ η(X(t))≦ ηmax<η5(3 .25)

ηmln:η(X(t))の 最 小 値,ηm。.:η(X(t))の 最 大 値

を 満 た す よ う な ル ー プ を 不 飽 和 ル ー プ と 呼 ぶ こ と に す る .本 節 で は,周 期 解 が 不

飽 和 ル ー プ を 作 る 場 合 に つ い て ,い くつ か の 考 察 を 行 う.以 下,再 び,磁 性 体 用

語 を 用 い て 説 明 す る.

微 分 方 程 式(3・4)の 定 常 周 期 解 が 不 飽 和 ル ー プ を 作 る と き
,定 常 状 態 に お い て,

プ ラ イ ザ ・ソバ 分 布 関 数 の 定 義 域 は ,図3.2に 示 す よ う に,4っ の 領 域,

D+(η ・≦ ηm・ ・,η.≦ ηmi。);常 に 正 に 磁 化 さ れ て い る 領 域

D.(η 。≧ ηm。.,η.≧ η 副 。);常 に 負 に 磁 化 さ れ て い る 領 域

Do(η ・≧ ηm… η ・≦ η。1.)1正 に 磁 化 さ れ て い る 領 域 と 負 に 磁 化 さ れ て い

る 領 域 が 混 在 し て い る 領 域(た だ し,η の 定 常

振 動 に 伴 っ て,双 極 子 の 磁 化 状 態 は 変 化 し な い)

D・(η ・≦ ηma・ ・ ηv≧ ηmi・)3η の 定 常 振 動 に 伴 っ て
,双 極 子 が 磁 化 状 態

を 変 化 さ せ る 領 域

に 分 割 さ れ る ・ 領 域D・ に お い て ・ 正 。・磁 化 さ れ て い る 部 分 領 域 をD
。,,負1,磁 化

さ れ て い る 部 分 領 域 をD。.と 呼 ぶ こ と に す る .領 域Doは,定 常 状 態 に 至 る ま で の

過 程 に よ っ て よ っ て ・ 様 々 な 形 でD。 ・とD・ 一と に 分 割 さ れ る .例 え ば,完 斜 肖磁

の 状 態(図3・3)か ら 図3 ・4(a)の よ う に 徐 々 に 振 幅 が 増 大 し て 定 常 状 態 占、達

す る 場 合 に は,領 域Doの 磁 化 状 態 は 図3 .5(a)の よ う に な る .ま た,図3.4

(b)の よ う に 飽 和 の 状 態 か ら徐 娼 ・振 幅 が 減 少 し て .定 常 状 態 に 達 す る 場 合 に は ,

領 域Doの 磁 化 状 態 は 図3.5(b)の よ う に な る ,

周 期 解 が 不 飽 和 ル ー プ を 作 る 場 創 ・は ,領 域D。 の 磁 化 状 態 の 違 い に よ り ,様 々

な 周 期 解 が 存 在 す る こ と が あ る.

Duffing方 程 式 の 非 線 形 項 を ヒ ス テ リ シ ス 関 数 と し た
,次 の 系 を 例 に と っ て 考 え

る.

∴ 〔;〕=〔1,。 、t-kly一 η(x)〕(3 .26)

式(3.26)の 周 期 解 の1っ を(x@(t),y@(t))と し,そ れ に 対 応 す るx@一
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η(x@)ル ー プ は 不 飽 和 ル ー プ で あ る と す る.こ の と き,プ ラ イ ザ ッ ハ モ デ ル に お

け る マ イ ナ ー ル ー プ の 相 似 性(26)よ り,

x。(t)=x@(t)+d(d3定 数)(3。27)

に 対 して も,

η(x書(t))=η(x@(t))(3.28)

が 成 り立 っ(図3.6参 照).従 っ て,(x。(t),y@(t))も 微 分 方 程 式(3.26)の 解

と な る.dは ル ー プ が メ ジ ャ ー ル ー プ に 接 しな い 範 囲 で あ れ ば 任 意 の 定 数 で あ る

の で,式(3.27)を 満 た すx。(t)は 無 数 に あ る.従 っ て,微 分 方 程 式(3.26)の 周 期

解 は 無 数 に 存 在 す る こ と に な る.

式(3.27)を み た す 周 期 解 の 中 で,図3.6の ル ー プ(一)の よ う に ル ー プ が メ ジ ャ

ー ル ー プ の 上 昇 曲 線 に 接 し て い る 場 合 の 周 期 解 を(x .(t),y@(t))と し,ル ー プ

(+)の よ う に ル ー プ が メ ジ ャ ー ル ー プ の 下 降 曲 線 に 接 し て い る 場 合 の 周 期 解 を

(x+(t),y@(t))と す る.ル ー プ が メ ジ ャ ー ル ー プ の 上 昇 曲 線 に 接 す る の は 図3.

7(a)の よ う に 領 域D。 が す べ て 負 に 磁 化 さ れ て い る 場 合 で あ り,下 降 曲 線 に 接 す

る の は 同 図(b)の よ う に 領 域DQが す べ て 正 に 磁 化 さ れ て い る 場 合 で あ る.従 っ て,

x-(t)と,x+(t)の 間 に は,

x+(t)=X_(t)十dmax(3.29)

d…=/r∴n/;二
。.K(η 。,・ のd・ 。dη.(3.30)

の 関 係 が あ る.こ のx.(し)お よ びdm。.を 用 い る と,式(3.27)を み た すx。(t)を,

x書(t)=x-(t)十d'(3.31)

0≦d'≦dmax(3.32)

た だ し,

d'≡ ∫ ∫D
。.K(… η ・)dη ・d・ ・(3.33)

の よ う に 表 す こ と が で き る.

こ の 例 に み た よ う に,周 期 解 の 作 るx一 η ル ー プ が 不 飽 和 ル ー プ と な る場 合 に

は,微 分 方程 式(3.4)に お け る 周 期 解 が 有 限 個 に と ど ま らず,無 限 集 合 を な す こ と

が あ る.こ の 周 期 解 の 集 合 に っ い て,詳 し く は 第7章 で 述 べ る こ と に して,次 節

で は,こ の 集 台 の 中 の周 期 解 の1つ を 求 め る方 法 に っ い て述 べ る.
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3・3Shooting法 を 用 い た 周 期 解 の 求 解

3.3.1時 点t[。 〕に お け る 磁 化 状 態

周 期 解 を,Poincar6写 像 の 不 動 点 を 探 索 す る こ と に よ り 求 め る 場 合 を 考 え る ・

離 散 系(3.5)の 出 発 点x[o]に 対 し て そ の1周 期 後 の 値x[N]が 等 し い と 置 き ・

F(x[o])=x[o]_x[N〕=⑪(3.34)

方 程 式(3.34)を 満 た すx[o,をNewton法 な ど で 探 索 す る(6),式(3・34)中 のx【 醐 は ・

x【 。⊃=(x【oby[。])か ら 出 発 し て,式(3.5)をP=0,…,N-1に つ い て 順 に 計 算 す

る こ と に よ り 得 ら れ る.し か し,出 発 点 のx【 。]を 与 え て も,

H(一 η,)<x、 。、<H(η 。)(3・35)

の 場 合 に は,図3.8に 示 す よ う に,そ れ に 対 す る η(XfO])は 一 意 的 に は 定 ま ら

な い.さ ら に,図3.9に 示 す よ う に,点(x【o],η(x[o]))を 与 え て も,そ の 点

を 通 るX一 η 特 性 曲 線 を 一 意 的 に 定 め ら れ な い,こ れ は,X[0〕 を 与 え た だ け で は,

時 点t【 ω に お け る,プ ラ イ ザ ツ ハ の 双 極 子 の 磁 化 状 態 が 定 ま ら な い た め で あ る ・

そ こ で,時 点t[o]に お け る 磁 化 状 態 を,次 の よ う に し て 定 め る.

3.2節 で 述 べ た よ う に,定 常 状 態 に お い て,分 布 関 数 の 定 義 域 は,図3.2に

示 し た4っ の 領 域 に 分 け ら れ る,こ の 中 の 領 域DOの 磁 化 状 態 は,定 常 状 態 に 至 る

ま で の 過 程 に よ り に 定 ま る.し か し,一 般 に,定 常 状 態 に 至 る 過 程 は 様 々 で あ り,

こ れ を 特 定 す る こ と は で き な い.従 っ て,定 常 状 態 に 至 る 過 程 を 適 当 に 仮 定 し て,

領 域Doの 磁 化 状 態 を 設 定 す る 必 要 が あ る 前 節 の 式(3.26)の 系 の 例 か ら も 分 か る

よ う に,仮 定 す る 領 域Doの 磁 化 状 態 が 異 な れ ば 得 ら れ る 周 期 解 が 異 な る の で,周

期 解 の 集 合 の 中 か ら な る べ く所 望 の 解 が 得 ら れ る よ う に 領 域Doの 磁 化 状 態 の 設 定

を 行 う 必 要 が あ る.こ こ で は,領 域D。 の 磁 化 状 態 と し て,図3.5(a)に 示 す よ

う に,

ηv<η 。 の 部 分 は 正 に 磁 化

η.〉 η 。 の 部 分 は 負 に 磁 化

と い う 状 態 を 仮 定 す る こ と に す る,こ れ は,図3.4(a)に 示 し た よ う に,完 全 消

磁 の 状 態 か ら 徐 々 に 振 幅 が 増 大 し て 定 常 状 態 に 達 す る 場 合 に 生 じ る 磁 化 状 態 で あ

る.た だ し,第2章 で は,領 域Dの 境 界 を な す 線 分 と し て 図2.4の よ う な 斜 め の

線 分 は 仮 定 し て い な か っ た が,以 後,完 全 消 磁 の 状 態 を 実 現 で き る よ う に,直 線

っワv=_ηu(3.36)

上 に あ る 線 分 に 限 っ て,斜 め の 境 界 線 分 の 存 在 を 許 す こ と に す る(従 っ て,2.

1節 で 示 し た ア ル ゴ リ ズ ム は 付 録Bの よ う に 変 更 さ れ る)・ 磁 化 状 態 の 仮 定 と し
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て は,図3.5(a)の 状 態 以 外 に も,種 々 考 え ら れ る が,そ の 他 の 磁 化 状 態 を 仮 定

す る 場 合 に つ い て は,第7章 で 述 べ る こ と に す る.

領 域D*は,η の 周 期 振 動 に よ っ て,磁 化 状 態 が 変 化 す る 領 域 で あ る.周 期 解 の

場 合 に は,η は,

η 【O],η11],・ ●・,η 【N-11,η 【O】,η 【1】,9●・,η 【N-1】

の 繰 り 返 し と な る こ と か ら,Xlo]の 他 に,時 点tlo,ま で の η の 履 歴 と し て(

η 田,η[2〕,…,η 【N.n)を 与 え れ ばD*の 磁 化 状 態 が 定 ま る.こ の と き,η1ω は,

ηIQユ=Hlo]-1(x【o】1η 【11,_,η 〔N-n)(3.37)

と 表 さ れ る.こ の よ う に,式(3.5)をp=0か ら 順 に 計 算 し て い く た め に は,一 般

に は,出 発 点 のx【 。]の み な ら ず,η の 時 点 系 列(η 【11,…,ηlN-n)を 与 え る 必 要

が あ る.し か し,次 の よ う に し て 出 発 点(Xl。],tI。3)を 選 べ ば,時 点tIO】 に

お い て 時 点 系 列(η 【1〕."㌧ η 【N-1⊃)は 不 要 と な る.

Doの 磁 化 状 態 を 図3.5(a)の よ う に 仮 定 す る と,1η(x)1が 最 大 値(こ れ

を,ηMと お く)を と る 時 刻 に お い て,磁 化 状 態 は 図3.10(a)(b)の よ う に な

り,η(x(t))の 周 期 振 動 の 波 形 に よ ら ず に,ηMの 値 の み に よ っ て 磁 化 状 態 が 定

ま る.ま た,こ の と き のXの 値 をXMと す る と,ηMとXMの 関 係 は,η の 履 歴 に よ

ら ず に,

x・ ニHI(η ・)(3.38)

HI(η):H(η)の 初 期 磁 化 特 性(完 全 消 磁 の 状 態 か ら η を 単 調 に

増 加 ま た は 減 少 し て 得 ら れ る 特 性)

と 表 さ れ る.従 っ て,1η(x)1が 最 大 と な る 時 刻 を 時 点t【 。〕に 選 ぶ と,x【o]

を 与 え る だ け で,

η 【o]=η1(x【o])(3.39)

η1(x)=HI-1(x)3η(x)の 初 期 磁 化 特 性

の よ う に η の 値 を 定 め る こ とが で き,式(3.37)の よ う に,tlo】 以 前 の 履 歴,

η 【1],…,η 〔N-nを 必 要 と しな い.従 っ て,出 発 点 のx【Q⊃ お よ びt〔o]を 与 え れ

ば,式(3.5)をp=0,…,N-1に っ い て 順 に 計 算 し て 行 く こ とが で き る.以 上 の 理

由 か ら,周 期 解 を 求 め る 際 に は,1η(x)1が 最 大 に な る 時 刻 を 時 点tω]に 選 ぶ

こ と に す る.た だ し,1η(x)1が 最 大 と な る 時 刻 は 未 知 で あ る の で,Poincar6

写 像 の 不 動 点 の 探 索 の 際,X【O]の み な ら ず,t【 ω も 未 知 数 と し て 探 索 す る 必 要

が あ る,
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3.3.2周 期 解 の 求 解

3・3・1で 述 べ た こ と よ り
,方 程 式(3.34)の 代 わ り に,x〔 ◎1,y`。bt【 。]を 未

知 数 と す る 方 程 式,

F-,y-t…)・[

f(t,.,,∴:∴ 、η1(x…)]=⑪

(3.40)

を 解 い て 周 期 解 を 求 め る.こ こ で,方 程 式(3 .40)の 第1式,第2式 は,x[o]が

Poincar6写 像 の 不 動 点 と な る た め の 条 件 式 で あ り
,第3式 は,時 刻t[o〕 に お い て

xが 極 値 を と る(従 っ て,η(x)が 極 値 を と る)た め の 条 件 式 で あ る ,方 程 式

(3・40)の,x【N1=(x【N],y【Nユ)は,状 態 方 程 式(3.5)の 計 算 を,初 期 値(x【o],

t【o])か ら 出 発 し てP=0,…,N-1に つ い て 順 に 行 う こ と に よ り 得 ら れ る .従 っ て,

x【N〕 はx【o〕 の み な ら ずt【 。]の 関 数 で あ り
,

x【N〕=xτN](xτo,,t【o〕)(3 .41)

と 書 く こ と が で き る.

方 程 式(3・40)の 解 法 に はNewton法 を 用 い る と す る,す な わ ち,適 当 な 推 測 値

x【o〕(。),y【o】(o),t【 。,(o)を 与 え て,Newton反 復,

際 嫁}鷹;i〕 一(DF)-1F(X… ・J・・y… … ・t・・・…)

(3.42)(」
=0 ,1,…)

を 繰 り 返 す こ と に よ り,解 を 求 め る.こ こ で,DFは,

DF(x【o],y【oht【o〕)

1-∂x・N・ 一 ∂x…∂

Xl・]∂y【 。コ

ニ ー1妾ili・ n-1一 零叢ili

∂fr。 〕 ∂ η1∂fεoユ十
a∂

X[O] ∂X[O] ,∂y[O〕

⊥撫;一翻
(1。-1:(n-1)×(n-1)単 位 行 列,

∂X【N]

∂t【03

∂y[N〕

∂t【OI

∂ffO1

∂t[o]

e【Q]=f〔o]十aη1(XfO】))

(3.43)



剛

一29一

で 与 え ら れ るJacobian行 列 で あ る.

こ こ で,方 程 式(3.40)の 第3式 は,時 刻t[01に お い て,η(x)が 極 値 を と る と

い う 条 件 に す ぎ な い.従 っ て,方 程 式(3.40)の 解 が 求 め ら れ た 後,x〔o】 が 式(3・

35)を 満 た す 場 合(不 飽 和 の 場 合)に は,時 刻t〔Qユ に お い て1η(x)1が 最 大 で

あ る か ど う か,す な わ ち,

1η 【o】1≧1η[p」1(p=1,…,N-1)(3.44)

が 満 た さ れ る か ど う か を 調 べ,式(3.44)が 満 た さ れ な い 場 合 は 推 測 値(x[oコ(o),

y[。](o),t[o](o》)を 変 え て,Newton法 を や り 直 す 必 要 が あ る.x〔 。1が 式(3.35)

を 満 た さ な い 場 合(飽 和 し て い る 場 合)に は,X【O】 に 対 し て,η(X[O⊃)が 一 意

的 に 定 ま る の で,式(3,44)の 条 件 を 満 た す 必 要 は な い.

式(3.43)のJacobian行 列DFの 中 の,∂x[N]/∂x【o〕 は,初 期 値 に 関 す る 第

1変 分 方 程 式(3.15)の 計 算 を,式(3.17)か ら 出 発 し て,pニ0か らN-1ま で 行 う こ

と に よ り得 ら れ る.ま た,∂X[N]/∂t【O】 に っ い て も 同 様 に,t[。]に 関 す る 第

1変 分 方 程 式(付 録C.1参 照)を 用 い て 得 る こ と が で き る.

3.4ParallelShooting法 を 用 い た 周 期 解 の 求 解

前 節 で は,方 程 式(3.40)を 解 く 際 に,状 態 方 程 式(3.5)に お い て,始 点 の 時 刻

t[。 】をiη(X)1が 最 大 と な る 時 刻 と し た.従 っ て,1ηm。.1>1ηm1.1の

場 合 は η(X)が 最 大 と な る 時 刻 をt[O]に と り,1ηm。.1〈1ηm1。1の 場 合 は

η(x)が 最 小 と な る 時 刻 をt[o]に と る こ と に な る.こ こ で,系 の あ る パ ラ メ ー タ

の 変 化 に 対 す る,方 程 式(3.40)の 解 の 変 化 を 考 え る.詳 し く は 第4章 で 述 べ る が,

F(x[o],t[o];α)ニo(α ∈R:系 の パ ラ メ ー タ)(3.45)

と お き,式(3.40)を 満 た す(x[o〕,t【o],α)の 集 合(解 曲 線)を 連 続 変 形 法 く21)

(22)(23>を 用 い て 追 跡 す る こ と に よ り ,パ ラ'メ ー タ α の 変 化 に 対 す る 周 期 解 の 変

化 を 調 べ る こ と が で き る.そ の 際 に,パ ラ メ ー タ の 変 化 の 変 化 に よ り,図3.11

(a)に 示 す よ う に1ηm。.1>1ηm1。1で あ る 周 期 解 か ら1ηm。.1<1ηmhl

で あ る 周 期 解 へ,ま た は そ の 逆 へ の 移 行 が 生 じ る こ と が あ る.こ の 時,始 点t[。 】

と す る べ き 時 刻(1η(x)1が 最 大 と な る 時 刻)が 不 連 続 に 変 化 す る こ と に な り,

解 曲 線(x[o],t[Q】,α)の 追 跡 に 支 障 が 生 じ る.同 様 の 問 題 は,図3.11(b)の

よ う に,パ ラ メ ー タ の 変 化 に よ っ て,2つ の 極 大 値(ま た は 極 小 値)の 大 小 が 交

代 す る 場 合 に も 生 じ る.
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ま た,周 期 解 の 作 る ヒス テ リシ ス ル_プ が 不 飽 和 ル ー プ と な る場 合 や マ イ ナ ー

ル ー プ を 持 っ 場 合 には,図3 .12に 示 す よ う に,xが 増 加 か ら減 少 に,ま た は ・

減 少 か ら増 加 に転 じ る時 点 に お い て,η(x)の 微 係 数 に不 連 続 を 生 じ る.こ の た

め,式(3.15),(3.22)の よ うな 変 分 方 程 式 の 積 分 が 正 確 に 行 わ れ な い た め に,特 異

点 の 算 出(第4章)な ど の 際 に支 障 が 生 じる 場 合 が あ る.

以 上 の よ うな 問 題 を 回 避 す る た め に は,η(x)が 極 値 を と る時 刻 を 境 界 と し て,

1周 期 を 幾 つ か のsubinterval(以 下,区 間 と呼 ぶ)に 分 割 し た上 で,parallel

shooting(5)の 手 法 を 応 用 して解 析 す る こ とが 効 果 的 で あ る.以 下,簡 単 の た め

に,η(x)が 最 大 とな る 時 刻 と最 小 とな る 時 刻 とで1周 期 を2っ の 区 間 に 分 割 す

る 場 合 につ い て 説 明 す る(η(x)が 極 値 を とる 時 刻 が 多 数 あ る場 合 に は,必 要 に

応 じ て 区 間 数 を 増 や せ ば よ い).

3.4.1状 態 方 程 式

η(x)が 最 大 と な る 時 刻 を 積 分 の 始 点(t[1,01と お く)と し,1周 期t[1,0]

～t[1
,0ユ+Tを η(x)が 最 小 と な る 時 刻(t[2,。]と お く)で2分 す る.次 に,

得 ら れ た2っ の 区 間,

区 間13t[1,0]≦t≦t[2,0]

区 間2=t[2,0]≦t≦t[1,0]+T

そ れ ぞ れ を,さ ら にN等 分 し て,状 態 方 程 式(3.4)を 離 散 化 す る と,

X[1,P+1]ニX[1,P]十 △t1(f[1,P]十aη[1,P】)

△t1=(t[2,0]-t[1,Q])/N

(3.46)

x【2,,+1】=x[2,。]+△t2(f[2,。 ユ+aη[2,,])

△t2ニ(t[1,0]十T-t[2,0])/N

た だ し,

t〔q,P]=t[q,o〕 十P△tq,f[q,P]=f(t[q,P〕,X[q,P])

(3.47)

η 【q,p】=η(X【qgp】)(p=O,…,N-1,q=1,2)

が 得 ら れ る.

こ の 場 合 に お い て も,η が 最 大 と な る 時 点 に お い て,図3.10(a)(「 ηm。 、1

≧1η 副 。1の 場 合),(b)(1η 。。,1<「 ηm!,1の 場 合)に 示 す 双 極 子 の 磁 化

状 態 を 仮 定 す る.こ の と き,η[,,。 ユ は 次 の よ う に 表 さ れ る こ と に な る.

(i)1η1(x【1・o])1≧1η1(x[2,。])iの と き

η[1,0]=η1(x[ユ,o])=HI1(x[1,0])(3.48)
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と な り,こ の と き,η ロ,円(P=1,…,N-1)は,

η[1,P]=H[1,Pf1(x【1,P】1η 【1,0】,…,η 【1,P-11)(3.49)

と 表 さ れ る.ま た,η[2,円 は,区 間2に お け る η の 履 歴 の み な ら ず,前 区 間 の

区 間1に お け る η の 履 歴 の 影 響 を 受 け る の で,

η[2,P]=η(X[2,P])

=R【2,。 ゴ ・(X[2,。11η[、,。b…,η 口,N.1コ,η 【2,◎ 】,…,η 【2,。-1】)

(3.50)

で 表 さ れ る.但 し.仮 定 よ り,

η[2,0]<η[1,p】<η 口,o⊃(1≦p≦N-1)(3.51)

で あ る の で,プ ラ イ ザ ッ ハ モ デ ル の 原 理 に よ り,時 点t【2,。 】以 降 に お い て

η ロ,ユ],…,η 口,N己1の 履 歴 を 考 慮 す る 必 要 は な い の で,η 【2,円 は,も う 少 し

簡 単 に,

η[2,p1ニH[2,pジ1(x[2,p]1η 【1,0],η[2,0h…,η[2,p-n)(3.52)

と 表 さ れ る.

(ii)1η1(x[1・o⊃)1<1η1(x[2,。1)1の と き

同 様 に し て,

η[2,0]=η1(x[2,0])ニHI一 ユ(x[2,0」)(3.53)

η[2,円=H〔2,pゴ1(x〔2,p]1η 〔2,0〕,…,η[2,卜1])(3.54)

η[hp]ニH[1,p∫1(xロ,pコ1η 【2,0],η[1,0],…,η 【1,p-1])(3,55)

と 表 さ れ る.

3.4.2変 分 方 程 式

状 態 方 程 式(3.46)をx[1,0〕 で 微 分 す る と,x[1,0]に 関 す る 第1変 分 方 程 式

∂f・1…)∂x・b・ ・∂x[b。+1〕 ∂ η[1,P】
=(丑+△t1 十a△t1

∂Xロ,O] ∂x[1,P〕 ∂X〔bO】 ∂X[LO]

(3.56)
∂設llll}コ

=(∂f【2,P]五十 △t2
∂X【2,P])雪 妻ii:1;+a△t・ 彗鴛:li

(p=1,・ 。・,N-1)

が 得 ら れ る,た だ し,出 発 点 は,

∂x[2,0】∂x[1,0]
=0=1

, ∂)《
[1,0](3.57)∂x[1,0]

で あ る,こ こ で,
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∂H[2,P]∂ η 〔2,i])

i.。 ∂ η[2,口 ∂x[ユ,。]

が 得 ら れ る.区 間2の 出 発 点 に お い て,

(3.60)よ り,

畿1:1;・ ∂ゴ,ま 。,暑 募旨:1;1畏 旨:1;(≠ ・)
∂ η[2,01

で あ る の で,

(i)1η1(x〔1,0])1≧1η1(x[2 .o])1の と き

式(3.49),(3.52)よ り,

x[b,1=H【1,,】(η 〔1,。 〕1η[1,。],…,η[1,,.1])

x[2,,〕=H[2,,〕(η 【2,,コ1η 、1,。bη,2,。b…,η 〔2,・-1・)

で あ る か ら,こ れ をx[1,0]で 微 分 し て,

∂x・1…
=圭 ∂H・ … ∂ η 一 ・

∂x[ユ,o]1.0∂ η[1,i]∂X[1,0]

1糞il:liニ1号il:器 畿illi+禽1琴il:lil畏il:li

よって,

畿i:1;∂Hl1,,,(∂x・1・ ・L～ 曇 ∂H・1… ∂ η ・1…∂)(目,O]い0∂ η[1,11∂X〔DO〕)

∂ η ほ,P]

1畏il:li=∂Hl、,,,(1斐iil器 号ii:識ii:器
∂ η[2,・]。 .1

一 Σ

(3.58)

(3.59)

(3.60)

∂x[2,0]/∂x[1,0】=0で あ る が,式

(3.61)

∂x[2,,】/∂x[1,0](pニ1,…,N)が 存 在 す る(0と な ら な い).

す な わ ち,η[2,,〕 が 区 間1の 履 歴 の 影 響 を 受 け る た め に,区 間2に お い て も

x目,o]に 関 す る 変 分 方 程 式 を 考 慮 す る 必 要 が あ る.

(ii)1η エ(X[1,0〕)1<1η1(X[2,0〕)1の と き

同 様 に し て,

1蔓ii::{・ ∂H占,,、(∂X・ …LPΣ1i∂H・1… ∂ η …1]∂X[1,0]i・Q∂η[ユ,1〕∂X[1.O])

∂ η 口,P1

(3.62)

1斐il:1;・ ∂H}、,,,(∂x・2… 一 ～i∂H・2・ ・1∂ ・ ・2…∂X[1,0]1.O∂ η[2,1ユ ∂X[1,0ユ)

∂ η[2,P〕

が 得 ら れ る,よ っ て,区 間2に っ い て は,式(3.56).(3.57),(3.62)よ り,

∂x〔2,P】
=0(Pニ0 ,…,N)(3

.63)∂X〔1,0〕
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が 得 ら れ る,す な わ ち,η 【2,P】は 区 間1の 履 歴 の 影 響 を 受 け な い の で,区 間2に

お い てx口,o]に 関 す る 変 分 方 程 式 を 考 慮 す る 必 要 は な い ・

t[1,0】,x[2,0]な ど に っ い て の 第1変 分 方 程 式 も 同 様 に し て 得 ら れ る(付 録

C,2に 状 態 方 程 式(3.46)の 第1変 分 方 程 式 を ま と め て 示 す)・ ま た,状 態 方 程

式(3.46)の 第2変 分 方 程 式 も,第1変 分 方 程 式 か ら 同 様 に し て 得 る こ と が で き る ・

3.4.3周 期 解 の 求 解

周 期 解 は,未 知 数(x【1,0】,x〔2,。 〕,t[1,01,t[2,。 】)に 対 す る 方 程 式,

F(x[bω,x[2,0,,t[1,0ht〔2,0})=

X目,Oユ ーX〔2.Nユ

X[2,0〕-X[bN]

f【1,0〕 十aη[1,0〕

f【2,0】 十aη 【2,0ユ

=0

(3.64)

を 解 く こ と に よ り 求 め ら れ る.た だ し,方 程 式(3。64)の 第1,2式 は,x[h。 】が

Poincar6写 像 の 不 動 点 と な る た め の 条 件 式 で あ り,第3,4式 は,時 点t【1,0】 お

よ びt[2,。]に お い てxが 極 値 を と る た め の 条 件 式 で あ る.こ の 場 合,t[1,0〕 と

t[2,0〕 の 双 方 を 独 立 変 数 に と っ て い る の で,1ηm。.1と1ηmい,1の 大 小 が 交 代

し て も 解 曲 線 の 追 跡 に 支 障 は 生 じ な い.ま た,xが 極 値 を と る 時 刻 を 区 間 の 境 界

と し た こ と に よ り,η(x)の 微 係 数 が 不 連 続 と な る 時 刻 を 積 分 区 間 内 か ら 除 く こ

と が で き る.

方 程 式(3.64)の,x[1,N],x[2,Nコ は,状 態 方 程 式(3.46)の 計 算 を,初 期 値

(x[1,0],t〔1,0])お よ び(x[2,0bt[2,0])か ら 出 発 し て,そ れ ぞ れp=o,…,

N-1に っ い て 順 に 行 う こ と に よ り 得 ら れ る.た だ し,次 の よ う に,η(x)が 前 区 間

の 履 歴 の 影 響 を 受 け る こ と に 留 意 す る 必 要 が あ る.

(i)1η1(X[1,Q])1≧iη1(X[2,0])1の と き

式(3.46),(3,47),(3。49)よ り,x[1,N]は,x[bo]お よ びt[1,0],t[2,0,の 関

数 で あ り,

x〔1,N]=x〔1・Nユ(x口,o]・t[1,01,t[2,0〕)(3.65)

と 表 さ れ る.式(3.46),(3.47),(3.52)よ り,x[2,N〕 は,x【2,0bt[2,0〕,

t口,ω の み な ら ず,η 口,O]の 関 数 で も あ る の で,

x[2,i目 二x[2,II](x〔2,0bt[2,0〕,t[1,Q】,η[1,ω)(3,66)

と 表 さ れ る.



一34一

(ii)1η1(x[1,。])1<1η1(x[2,0ユ)1の と き

同 様 に し て,

x〔1'N〕=x[bN〕(x口'o],t[1'oht[2'o],η[2・o])(3.67)

x,2,。,=x、2州(x,2,ω,t,2,。 、,t、1,。 、)(3・68)

と 表 さ れ る,

FのJacobian行 列 の 計 算 は,3.3節 と 同 様 に し て,変 分 方 程 式(3・56)な ど を

利 用 し て 得 る こ と が で き る(付 録C.3参 照)・

3,5周 期 解 の 安 定 判 別

3.5.1領 域Doの 磁 化 状 態 の 違 い に よ る 安 定 性 の 違 い

3.3節 あ る い は3.4節 で 述 べ た 方 法 で,微 分 方 程 式(3.4)の 周 期 解 の 一 つ

(こ れ をx@(t)と お く)が 得 ら れ た と し,こ の 周 期 解 は 不 飽 和 ル ー プ を 作 る と す

る.3.3節 お よ び3.4節 で は,図3.5(a)の よ う なDoの 磁 化 状 態(図 の 領

域Do+をDo+@と す る)を 仮 定 し て い た.微 分 方 程 式(3.4)の 周 期 解 の 集 合 の 中 に

は,仮 定 す るD。 の 磁 化 状 態 の み が)(@(t)と 異 な る 周 期 解,す な わ ち,

x君(t)=x@(t)(3.69)

か つ,

Do楼 ≠Do+@(3.70)

∫ ∫D.、 罫d・ ・d・ ・=∫ ∫D。,吾d・ ・d・ ・

(3.71)

(Do+、:)(。(t)に 対 し て 仮 定 さ れ る 領 域D。+)

を 満 た す 周 期 解x。(t)が 存 在 す る.こ れ は,プ ラ イ ザ ッ ハ モ デ ル の 原 理 よ り,式

(3.71)が 成 り 立 っ て い れ ば,

η(x幸(t))=η(x@(t))(3.72)

が 成 立 す る か ら で あ る.x@(t)とx#(t)は 領 域Do+の 形 が 異 な る だ け の 同 じ 周

期 解 で あ る が,領 域Do+の 形 が 異 な る た め に,x@(t)とx。(t)と で は 周 期 解 の

安 定 性 が 異 な る 場 合 が あ る.こ れ は,

H(η@)=H(η 。)

(3.73)

(た だ し,η ④=η(x@),η#ニ η(xの)

で あ っ て も,微 小 変 分 δ η を 与 え る と,
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H(η@十 δ η)≠H(η 書十 δ η)(3・74)

と な る 場 合 が あ る た め で あ る.こ れ は,以 下 に 述 べ る 理 由 に よ る ・

こ こ で は,3.4節 で 述 べ た,1周 期 を2区 間 に 分 割 す るparallelshooting法

を 用 い る 場 合 を 考 え る.時 点t[1,。 】(η が 最 大 と な る 時 点)に お い て,η 【1,0】

に 微 小 変 化 δ η 口,Q】(>0)を 与 え た と し,こ の 微 小 変 化 に よ るH(η)の 変 化 量

を δH【bo】 と す る.時 点t【1,。3に お い てDoの 磁 化 状 態 が 異 な る と,同 じ 微 小 変

化 δ η[1,0]を 与 え て も,図3.13(a)(b)に 示 す よ う に 領 域D〔1,01の 変 化 量 の

違 い の た め に δH[1,0】 が 異 な る.す な わ ち,δH[1,。 】は 式(2.25)よ り,

∂H目,o】δH
[1,0〕 ニ δ η 【1,0】∂

η 〔ho](
3.75)

=δ η一{∫

∂D獅 眺1三 η・+・ ・}

で 与 え ら れ る が,領 域Doの 磁 化 状 態 が 異 な る と,境 界 線 分 ∂D[1,0】/∂ η 【bo】

が 異 な る た め に,δH口,o]が 異 な る,同 様 の こ と は,他 の 時 点 に お け る 境 界 線 分

∂D[q,p〕/∂ η[1,0〕 に っ い て も 言 え る.η[q,p}(pニ0,…,N。1,q=1,2)が

等 し く て も,図3.14に 示 す よ う に,領 域D。 の 磁 化 状 態 に よ っ て ∂D〔 。,p〕/

∂η 〔1,。]は 異 な る,ま た,境 界 線 分 ∂D〔,,,1/∂ η[2.o〕 に っ い て も 同 様 の こ と

が 言 え る.し か し,境 界 線 分 ∂DIq,p】/∂ η[」,1】(i≠0,」=1,2)は,領 域

D,(ηmi。 ≦ η 。≦ ηm。 。,η 副 。≦ η 。≦ ηm。.)の 範 囲 内 に 存 在 す る の で,領 域

D。 の 磁 化 状 態 の 影 響 を 受 け な い.

こ の よ う に,周 期 解 が 不 飽 和 ル ー プ を 作 る 場 合,領 域D。 の 磁 化 状 態 に よ り 周 期

解 の 安 定 性 が 異 な る.従 っ て,周 期 解 が 無 限 集 合 を な す 場 合,3.3節 あ る い は

3.4節 に 述 べ た 方 法 で 周 期 解 の1っ を 得 て 安 定 判 別 が で き た と し て も,そ の 判

別 結 果 か ら,他 の 周 期 解 の 安 定 性 を 知 る こ と は で き な い.ま た,領 域Doの 磁 化 状

態 を,式(3.69),(3.71)を 満 た す も の に 限 っ た と し て も,様 々 な 長 さ の 境 界 綜 分

∂D【,,円/∂ η 【j,Q](」=1,2)を 考 え る こ と が で き,そ の 全 て の 場 合 に っ い て

安 定 判 別 を す る こ と は 容 易 で な い.そ こ で,以 下 の よ う に 磁 化 状 態 を い く っ か 仮

定 し,そ の 場 合 に つ い て の み 安 定 判 別 を 行 う こ と に す る,

3.4節 で 述 べ た 仮 定 よ り,時 点t[1,0],t【2,0】 に お い て,

η 【1,0〕=ηm邑x,η[2,0]=ηmln(3.76)

と な っ て い る.こ こ で は,

iηma.1≧1ηmi。1
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を 仮 定 し,次 の2っ の 場 合 を 考 え る
,

① 図3・4(a)の よ う に 完 全 消 磁 の 状 態 か ら 振 幅 が 徐 々 に 人 き く な っ て
,定 常 状

態 に 達 す る 場 合 ・ こ の 場 合 ,磁 化 状 態 は 図3.5(a)の よ う に な っ て い る.時 点

t[1・ 。】お よ びt[2 ,。1に お い て,η が 微 小 変 化 す る と,積 分 領 域Dは 図3.15

(a)(b)の よ う に 微 小 変 化 す る ,従 っ て,境 界 線 分 は,

∂D[1・01/∂ η 〔1,0コ3(ηu=ηmax,一 ηmax≦ ηv≦ ηmax)

(3.77)∂D
・2…/∂ η ・2,。,:(η 。、。≦ η 。≦ η 。_η.=η 。,。)

と な る.

② 図3・4(b)の よ う に 振 幅 が 徐 々 に 小 さ くな っ て 定 常 状 態 に 達 す る 場 合
,あ る

い は ・ 図3・4(c)の よ う に 振 幅 の 大 き さ が 振 動 し な が ら 定 常 状 態 に 達 す る 場 合
.

こ の 場 合 ・ 磁 化 状 態 は 図3 .5(b)の よ う に な っ て い る,時 点t[1 ,。]お よ び

t[2・Q]に お い て ・ η が 微 小 変 化 す る と
,積 分 領 域Dは 図3.16(a)(b)の よ

う に 微 小 変 化 す る.従 っ て,境 界 線 分 は ,

∂D・1,・ ・/∂ η 口,…(η 。=η_,η 。h≦ η 。≦ η 。。。)

(3.78)∂D
・2…/∂ η ・2…1(η 。h≦ η 。≦ η 。。。,η.=η 。、.)

と な る,

① の 磁 化 状 態 は,3.3節 お よ び3.4節 に お い て 周 期 解 を 求 め る 際 に 仮 定 し

た 状 態 で あ る.② の 磁 化 状 態(図3 .5(b))は,3.3お よ び3 .4節 で 仮 定 し

鰍 態 と は 異 な っ て い る ・ し か し・ 式(3 .78)が 成 り 立 っ て い れ ば 特1,図3 .5(b)

の よ う な 形 の 磁 化 状 態 を 仮 定 す る 必 要 は な く
,従 っ て,図3.17(a)(b)に 示 す

よ う に,磁 化 状 態 の 形 は 図3.4(a)の 状 態 と 等 し く
,境 界 線 分 ∂D〔,,oヱ/

∂ η 〔・・。」(q=1・2)に っ い て の み 式(3 ・78)が 成 り 立 っ て い る と 仮 定 し て も よ い
.

本 論 文 で は,上 の ① ② の 状 態 を 代 表 的 な 磁 化 状 態 と 考 え て
,こ の2っ の 場 合 に

つ い て の み 安 定 判 別 を 行 う こ と に す る ・ す な わ ち,3.4節 に 述 べ た 方 法 で 周 期

解 を 求 め 醐 合,そ の 周 期 鰍 ・対 し て,式(3 .77)お よ び 式(3.78)の 境 界 線 分 の2

つ の 場 合 を 仮 定 し て(式(3・78)を 仮 定 す る 場 合 の 磁 化 状 態 は 図3
.・7に 示 す イ犬態

と す る)・ 安 定 判 別 を 行 う こ と に す る ・ た だ し 一 ・_1<1。 。司 の 場 合 は,

式(3.77)の 代 わ り に,境 界 線 分 は,

∂D・1…/∂ η ・1…:(η 。=η 。。。,η 。1。≦ η.≦ η 。。。)

∂D・2,・1/∂ ・,2,。,・(η 。h≦ η 。≦ 一 η 。h,。 。=η 。、。)(3・79)

を 用 い る と す る(図3・ ・8参 照) ・ ま た,3・3節 に 述 べ た 方 法 で 周 期 解 を 求 め

た 場 合 に は,境 界 線 分 は,
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①1ηm酬1≧1η 飢 。1の 場 合

∂D[oコ/∂ η 〔o】:(ηu=ηmax,一 ηmax≦ ηv≦ η 皿ax)

1ηma、1<1η 副nIの 場 合

∂D【o】/∂ η 【o】:(ηmin≦ ηu≦ 一 ηmin,ηv=ηmln)

②1ηm。.1≧1ηm1。1の 場 合

∂D【o]/∂ η 【o】:(ηu=η 胴x,η 耐n≦ ηv≦ ηmax)

1η_1<1ηminlの 場 合

∂D[o】/∂ η[o】:(ηm!n≦ ηu≦ ηmax,ηv=ηmln)

の2っ の 場 合 を 仮 定 し て 安 定 判 別 を 行 う.

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

3.5。2安 定 判 別 の 方 法

通 常,周 期 解 の 安 定 性 は,変 分 方 程 式 の 特 性 数(25)か ら 判 別 で き る.と こ ろ が,

変 分 方 程 式(3.15),(3.56)な ど は,履 歴 項 の 存 在 の た め,周 期 係 数 で は あ るが 同 次

形 の 微 分 方 程 式(を 離 散 化 し た も の)で は な く,特 性 数 が 定 義 さ れ な い.そ こ で,

こ こ で は,次 の よ う に特 性 数 に よ る方 法 に相 当 す る 方 法 で 安 定 性 を 判 別 す る.

3.5.2.1[3.3節 の 方 法 で 周 期 解 を 求 め る 場 合]

時 点t[o]に お い て,x【o⊃ に 摂 動 δx【O」 が 与 え ら れ た と す る と,式(3.41)よ

り,1周 期 後 の 摂 動 量 δX【N】 は,

∂X[N]δ
x[N]= δX〔Oコ∂

x[o】(3.84)

で 与 え ら れ る,従 っ て,周 期 解 に 摂 動 が 加 わ っ た 場 合 に お け る,時 間 の 経 過 に 伴

う 摂 動 量 の 増 減 は,∂X〔M/∂X[ω の 固 有 値 か ら評 価 で き る と 考 え ら れ る.そ

こ で,方 程 式(3。40)か ら 得 ら れ た 周 期 解 の 初 期 値(x【o】,y[O」,t〔o】)に 対 し て,

式(3.80)ま た は 式(3.81),お よ び,式(3,82)ま た は 式(3.83)を そ れ ぞ れ 仮 定 し た

場 合 に っ い て,∂x[M/∂x【 。]と そ の 固 有 値 を 求 め,全 て の 固 有 値 の 絶 対 値 が

1未 満 で あ れ ば そ の 周 期 解 は 安 定 、 絶 対 値 が1を 越 え る 固 有 値 が 存 在 す れ ば 周 期

解 は 不 安 定 で あ る と 判 定 す る こ と に す る.以 後,式(3.80)ま た は 式(3.81)を 仮 定

し て 判 別 す る 方 法 を 安 定 判 別 法 ①,式(3.82)ま た は 式(3.83)を 仮 定 し て 判 別 す る

方 法 を 安 定 判 別 法 ② と 呼 ぶ こ と に す る.

履 歴 項 の な い 場 合 に は,変 分 方 程 式(3.15)は 同 次 形 微 分 方 程 式 を 離 散 化 し た も

の と な る の で,∂x【 醐/∂xIo】 の 固 有 値 は,変 分 方 程 式 の 特 性 数 と 一 致 す る,
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3・5・2・2[3.4節 の 方 法 で 周 期 解 を 求 め る 場 合]

上 の 場 合 と 同 様 に 考 え て,次 の よ う に し て 安 定 性 を 判 別 す る ・

(i)1η1(x[bo】)1≧1η1(x[2,0])1の と き

時 点t〔b。]に お い て,x[1,。 コに 摂 動 δx[1,。 〕が 与 え ら れ た と す る と,式(3・

65)よ り,時 点t[2 ,。]=t[1,N]に お け る 摂 動 量 δx[2,。 〕は,

δx・2…=δx・1…=暮 菱ii:1;δx・1…(3
.85)

で 与 え ら れ る,従 っ て,式(3.66),(3.85)よ り,時 点t[2,N](=t[1,。 〕+T)に

お け る 摂 動 量 δx[2,Mは,

∂X[2,N] ∂X[2,N〕δ
X[2,N]= δX[2,0〕 十 δ η ロ,o]∂

x[2,0] ∂ η[ho〕

(3.86)

=(∂X・2… ∂X口 川+∂X・2・ ・1∂ η … 。・

∂X【2,。]∂X〔1,0]∂ η[1,。]∂X[ユ,O〕)δx・1…

で 与 え ら れ る,従 っ て,式(3.77)お よ び 式(3.78)を そ れ ぞ れ 仮 定 し た 場 合 に つ い

て,行 列,

∂X・2… ∂X・ 一+∂X・2… ∂ η ・・…

∂X〔2,0〕 ∂X[1,0](3.87) ∂ η[1,0]∂x[1,0〕

を 求 め,こ の 行 列 の 固 有 値 の 絶 対 値 が 全 て1未 満 で あ れ ば 周 期 解 は 安 定,絶 対 値

が1を 越 え る 固 有 値 が 存 在 す れ ば 周 期 解 は 不 安 定 と 判 別 す る.

(ii)1η1(x[1,。1)1<1η1(x[2,0])1の と き

同 様 に し て,式(3.79)お よ び 式(3.78)を そ れ ぞ れ 仮 定 し た 場 合 に っ い て,行 列,

∂X・1… ∂X・2…+∂X・ ・… ∂ η ・2…

∂X[1,0]∂X【2,0] ∂ η[2,0〕 ∂x[2,0](3.88)

を 求 め,こ の 行 列 の 固 有 値 か ら 安 定 判 別 を 行 う.

以 上 の 解 析 に 必 要 な,∂x【1,N]/∂x[1,Q]な ど の 諸 量 は,状 態 方 程 式(3.46)

の 変 分 方 程 式(3.56)な ど を 利 用 し て 得 る こ と が で き る(付 録C.4参 照).以 後,

同 様 に,式(3.77)ま た は 式(3.79)を 仮 定 し て 判 別 す る 方 法 を 安 定 判 別 法 ①,式(3.

78)を 仮 定 し て 判 別 す る 方 法 を 安 定 判 別 法 ② と 呼 ぶ こ と に す る.
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第4章 基 本 調 波 周 期 振 動 の

分 岐 現 象 の 解 析

本 章 で は,ヒ ス テ リシ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系(3.4)に お け る 基 本 調 波 周 期 振 動

の 分 岐 に っ い て述 べ る.

4.1連 続 変 形 法 を用 い た定 常 解 析

表 記 の 便 宜 の ため,本 章 で は,周 期 解 を 求 め る た め の 方 程 式(3・40),(3・64)を ま

とめ て,

F(z)=0(4.1)

と書 く こ と にす る.た だ し,zはm次 元 ベ ク トル で あ り,方 程 式(3.40)の 場 合,

・ ・ じ:::〕(・R・ ・m・n+1)
(4.2)

で あ り,方 程 式(3.64)の 場 合,

z=

X[1,Q]

X[2,0〕

t[bOl

t[2,0]

(∈Rm,m=2n十2)

(4.3)

方 程 式(4.1)の 解 の 変 化 を 連 続 変 形 法(21)

す な わ ち,

(α ∈R:系 の パ ラ メ ー タ)

(4.4)

(∈IRm+1)

(4.5)

(θ:解 曲 線 の 弧 長)(4.6)

パ ラ メ ー タ α の 変 化 に 対 す る 周 期 解 の 変 化 を 調 べ る.解

と す る.

系 の あ る パ ラ メ ー タ の 変 化 に 対 す る,

(2⊃(23)を 用 い て 調 べ る
,

F(z)=F(z;α)

た だ し,

乞=じ 〕

と お き,解 曲 線,

F(乞(θ))ニ ⑪

を 追 跡 す る こ と に よ り,

曲 線 の 追 跡 の 方 法 は 文 献(21)～(23)な ど に 詳 し い(解 曲 線 の 追 跡 の 方 法 に っ い て

は,付 録Dで 簡 単 に 述 べ る).解 曲 線 の 追 跡 に 必 要 な,Jacobian行 列DF@)は,

∂F ∂F
DF(z)=(蕊,薇)(4

.7)



一49一

で 与 え ら れ る.∂F/∂zは 方 程 式(3.40),(3.64)に お け るJacobian行 列 に 他 な ら

な い ・ ま た,∂F/∂ α に っ い て も,状 態 方 程 式(3.5),(3.46)の α に 関 す る 第1

変 分 方 程 式(付 録C参 照)を 用 い て,∂F/∂zと 同 様 に 求 め る こ と が で き る.

4.2周 期 振 動 の 分 岐 と 安 定 性 の 変 化

本 節 で は,解 曲 線(4.6)に 現 れ る 単 純 特 異 点 の 前 後 に お け る,周 期 解 の 安 定 性 の

変 化 に っ い て 述 べ る.

4.2.1単 純 特 異 点 と 解 曲 線 の 分 岐

単 純 特 異 点 は,解 曲 線(4.6)に お い て,

∂F
「ank(∂

z)=m-1(4.8)

を 満 た す 点 で あ り,解 曲 線 上 に し ば し ば 現 れ る,単 純 特 異 点 は,∂F/∂ 乞 の

rankに よ っ て,単 純 極 限 点(s加pleli皿itpoint,turningpoint,saddle。node)

と 単 純 分 岐 点(simplebifurcationpoint)に 分 類 さ れ る.す な わ ち,

∂E
「ank(薔)ニm(4

.9)

の と き 単 純 極 限 点,

∂F
「ank(∂ 乞)=m-1(

4.10)

の と き 単 純 分 岐 点 と な る.

こ こ で,

△ ・≡d・t(∂F∂
z)・a≡i修(4.11)

と お く.単 純 極 限 点 に お い て は,△ 。,aは 共 に0と な る,図4.1に 示 す よ う に,

単 純 極 限 点(ロ 印)の 前 後 でaの 符 号 が 変 化 し.こ の と き,△ 。の 符 号 も 同 時 に 変

化 す る(1)(2)(22).

単 純 分 岐 点 は,さ ら に,pitchfork分 岐 点 とtranscritical分 岐 点 と に 分 類 さ れ

(図4.2(a)(b)),そ れ ぞ れ,

(i)pitchfork分 岐 点(図(a)のO印)に お い て は

一 方 の 解 曲 線(図4 .2(a)の 曲 線A)で は,

分 岐 点 に お い て △ 。=0,4≠0

分 岐 点 の 前 後 で △ 。の 符 号 が 変 化 す る が,aの 符 号 は 変 化 し な い
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他 方 の 解 曲 線(図4.2(a)の 曲 線B)で は,

分 岐 点 に お い て △ 。=0,a=0

分 岐 点 の 前 後 で δ の 符 号 が 変 化 す る が,△ 。の 符 号 は 変 化 しな い

(ii)transcritica1分 岐 点(図(b)の ◇ 印)に お い て は

両 方 の 解 曲 線 に お い て

分 岐 点 に お い て △ 。=0,(を ≠0

分 岐 点 の 前 後 で △ 。の 符 号 が 変 化 す る が,か の 符 号 は 変 化 しな い

と い っ た 性 質 を 持 っ(D(2)(22》.

次 に,方 程 式(3.40)お よ び 方 程 式(3.64)を 用 い て 周 期 解 を 求 め る 場 合 に つ い て ・

△ 。の 符 号 変 化 と 周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 と の 間 の 関 係 に つ い て 述 べ る ・

4.2.2ParallelShooting法 を 用 い な い 場 合

ま ず,方 程 式(3.40)を 用 い て 周 期 解 を 求 め る 場 合 を 考 え る.

鍔=[:ll::〕

た だ し,

F1(z)=x【oユ ーXIN〕(∈Rn)

F2(z)=f【o]十aη1(x【oコ)((R)

と お く.付 録E.1よ り,

さ け れ ば,

雪夏1・〔・一言魏i・ 書讐il;〕≒(卜1魏;

(4.12)

(4.13)

式(3.4)を 時 間 に 関 して 離 散 化 す る 際 に生 じ る誤 差 が 小

)〔 ・ ・-e… 〕

(4.14)
た だ し,e【oコ=f【o〕 十aη 【o]

が 成 り立 っ.こ こ で は,離 散 化 に よ る 誤 差 は 十 分 に 小 さ い と 考 え て,

お い て 等 号 が 成 立 す る も の と す る と,

rank(∂F1∂
Z)・rank(・-1謡li)

が 成 り 立 っ,ま た,

∂X【N]△

x≡≡det(1-) ∂x
【o]

と お く.∂x〔N]/∂x【o]の 固 有 値 を μi(i=1,…,n)と お く と,

式(4.14)に

(4.15)

(4.16)
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ロ

ム ・=菖(1一 μ1)(4
.17)

が 成 り立 っ.た だ し,周 期 解 を 求 め る 際 に は 式(3.80)ま た は(3.81)の 境 界 線 分 を

仮 定 す る の で,こ こ で は,安 定 判 別 の 際 に も 式(3.80)ま た は(3.81)の 境 界 線 分 を

仮 定 し て ∂x【N〕/∂x【01を 求 め る(判 別 法 ① を 用 い る)も の と す る ・ 式(4・8)が

成 り 立 っ と き,rank(∂F1/∂z)は,

(i)rank(∂F1/∂z)=n-1(=m-2)(4.18)

(ii)rank(∂!F1/∂z)=n(=m-1)(4.19)

の2通 り の 値 を と り 得 る,

(i)rank(∂F1/∂z)=n-1の 場 合

こ の 場 合,式(4.15),(4.16),(4.18)よ り,特 異 点 に お い て △.=0と な る.ま た,

特 異 点 の 前 後 で △ 。の 符 号 が 変 化 す る と き は,△.の 符 号 も 同 時 に 変 化 す る.従 っ

て,式(4.17)よ り,△ 。=0の と き,固 有 値 μi(i=1,…,n)の 中 に,

μ1=1

と な る μiが 存 在 し,ま た,特 異 点 の 前 後 で △ 。の 符 号 が 変 化 す る と き,こ の μ1は,

1を 実 軸 上 で 横 切 る,従 っ て,μi以 外 の 固 有 値 の 絶 対 値 は す べ て1未 満 で あ る 場

合 に は,△ 。の 符 号 の 変 化 と と も に,周 期 解 の 安 定 性 が 交 代(安 定 ご 不 安 定)す る.

(ii)rank(∂IF1/∂z)=nの 場 合

こ の 場 合,特 異 点 に お い て △.≠0で あ る.従 っ て,特 異 点 の 前 後 で 周 期 解 の 安

定 性 の 変 化 は 起 こ ら な い.こ の 単 純 特 異 点 は,次 に 説 明 す る よ う に 極 値 が 消 滅 す

る 点 で あ る.パ ラ メ ー タ α の 変 化 に よ っ て,図4.3に 示 す よ う に,x(t)の2っ

の 極 値 が 同 時 に 消 滅 す る 場 合 が あ る,方 程 式(3.40)第3式 は,時 点t【 。,に お い て

xが 極 値 を と る 条 件 式 で あ る の で,時 点t【 ω に お け る 極 値 が こ の よ う な 過 程 で 消

滅 す る と,同 時 に 方 程 式(3.40)の 解 も 消 滅 す る.こ の と き,多 く の 場 合,解 曲 線

は,図4.4に 示 す よ う に 極 値 の 消 滅 点 に お い て 折 り返 し,従 っ て,極 値 の 消 滅 点

は 単 純 極 限 点 と な る.極 限 点 通 過 後 の 解 曲 線 は,図4.4に 示 す よ う に,元 の 周 期

解(極 限 点 通 過 前 の 曲 線 上 の 解)と,時 点t【o〕 と す る 時 刻 が 異 な る だ け の 実 質 的

に は 同 じ 周 期 解 の 解 曲 線 で あ る,従 っ て,極 限 点 の 前 後 で,安 定 性 は 変 化 し な い.

(i)の 場 合 に 見 ら れ る 周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 の 仕 方 は,ヒ ス テ リ シ ス 素 子 の な い

強 制 振 動 系 の 場 合 と 同 様 で あ る.(ii)の 場 合 に お け る,周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 を

伴 わ な い 特 異 点 の 存 在 は,方 程 式(3.34)と 方 程 式(3.40)と の 違 い に 由 来 す る も の

で あ り,系 に お け る ヒ ス テ リ シ ス 素 子 の 有 無 と は 関 係 が な い.
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上 の 議 論 で は,式(4.16)に お け る ∂x[N]/∂x[。1を 求 め る 際 に,式(3.80)ま

た は(3.81)の 境 界 線 分 を 仮 定 し て い た,従 っ て,安 定 判 別 の 際 に 式(3.82)ま た は

(3、83)の 境 界 線 分 を 仮 定 し、て ∂x[N]/∂x〔oコ を 求 め る 場 台(判 別 法 ② を 用 い る

場 合)に は,上 の 議 論 は 成 立 せ ず,従 っ て,式(4.18)が 成 り 立 っ て い る 場 合 に お

い て も,特 異 点 の 前 後 に お け る 周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 の 仕 方 が ・ ヒ ス テ リ シ ス 素

子 の な い 強 制 振 動 系 の 場 合 と 異 な る 場 合 が あ る(6.4節 参 照)・

4.2.3ParallelShooting法 を 用 い る 場 合

次 に,方 程 式(3.64)を 用 い て 周 期 解 を 求 め る 場 合 を 考 え る.こ こ で は ・

1ηm・ ・1≧1ηmi.1と な る 場 合 に っ い て 考 察 す る.同 様 に,

飛1::〕@鋤
ただし,

F1(z)・ じ:::::=蔓:1:1:〕,F・(z)=〔1:::::ll;:::::〕

(4.21)

(F1∈R2n,F2∈R2))

と お く,こ こ で も,付 録E,1よ り,式(3.4)を 時 間 に 関 し て 離 散 化 す る 際 に 生 じ

る 誤 差 が 小 さ け れ ば,

[萎:1:::萎:::::〕

≒「1郵::;1蔓…1:1;『ll…;:1…1∵∴]

(4.22)

た だ し,e【1,0ユ=f[i,○ 〕+aη[1,0],e〔2,。 〕=f[2,Q]十aη 〔2,0]

が 成 り 立 っ,従 っ て,離 散 化 に よ る 誤 差 は 十 分 に 小 さ い と 考 え て,式(4.22)に お

い て 等 号 が 成 立 す る も の と す る と,式(3.65),(3.66),(4.21)よ り,
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一(誰 一([1婁 鍵ll!一 書剥 論

が 成 り 立 っ.ま た,

△一([1叢 才 銑 一『…門)

=d・t(卜{書 菱il:li暮 斐ii:1;+暮 考ii:織ii:1;})
(4.24)

と お く.式(3.87)の 行 列 の 固 有 値 を μ1(i=1,…,n)と お く と,

　

△ ・=9(1}μ ・)(4
.25)

が 成 り 立 っ.た だ し,周 期 解 を 求 め る 際 に は 式(3.77)の 境 界 線 分 を 仮 定 す る の で,

こ こ で は,安 定 判 別 の 際 に も 式(3.77)の 境 界 線 分 を 仮 定 し て 式(3.87)の 行 列 を 求

め る(判 別 法 ① を 用 い る)も の と す る.式(4.8)が 成 り 立 っ と き,rank(∂F1/

∂z)は,

(i)rank(∂F1/∂z)=2n-1(=m-3)(4.26)

(ii)rank(∂IF1/∂z)=2n(=m-2)(4.27)

の2通 り の 値 を と る.

(i)rank(∂Fユ/∂z)=2n-1の 場 合

こ の 場 合,4.2.2のrank(∂F1/∂z)=n-1の 場 合 と 同 様 に,特 異 点 に

お い て △.=0と な り,ま た,特 異 点 の 前 後 で △ 。の 符 号 が 変 化 す る と き は,△.の

符 号 も 同 時 に 変 化 す る.従 っ て,周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 の 仕 方 は,ヒ ス テ リ シ ス

素 子 の な い 強 制 振 動 系 の 場 合 と 同 様 で あ る,

(ii)rank(∂F1/∂z)=2nの 場 合

こ の 場 合,4.2.2のrank(∂F1/∂z)=nの 場 合 と 同 様 に,特 異 点 に お い

て △ ・≠0で あ り,特 異 点 の 前 後 で 周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 は 起 こ ら な い.こ の 単 純

特 異 点 も,極 値 が 消 滅 す る 点 で あ り,や は り,多 くの 場 合,単 純 極 限 点 と な る,

こ の よ う に 極 値 が 消 滅 す る 点 が 単 純 極 限 点 と な る こ と を 利 用 す る と,4.3.2で

述 べ る よ う に,ヒ ス テ リ シ ス ル ー プ に マ イ ナ ー ル ー プ が 発 生 す る 点 を 算 出 す る こ

と が で き る.

安 定 判 別 の 際 に 式(3.78)の 境 界 線 分 を 仮 定 し て 式(3.87)の 行 列 を 求 め る 場 合
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(判 別 法 ② を 用 い る場 合)に は,上 の 議 論 は成 立 せ ず,式(4.26)が 成 り立 っ て い

る場 合 に お い て も,特 異 点 の 前 後 に お け る周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 の 仕 方 が,ヒ ス

テ リ シ ス 素 子 の な い 強 制 振 動 系 の 場 合 と異 な る 場 合 が あ る(6・4節 参 照)・

4.3単 純 特 異 点 の 算 出

4.3.1単 純 極 限 点 の 算 出

解 曲 線(4.6)上 の 単 純 極 限 点 の 検 出 お よ び 算 出 の 方 法 を 述 べ る ・ 解 曲 線(4・6)の

追 跡 は,付 録Dに 示 す よ う に,解 曲 線 上 の 点 列 克 くi>(i=0,1,…)を 順 次 探 索 し

て 行 く こ と に よ り 行 わ れ る.4.2.1で 述 べ た よ う に,単 純 極 限 点 の 前 後 に お い

て,△ 。,aの 符 号 が 共 に 変 化 す る,従 っ て,点 列 乞 くD(1=0,1,…)の 中 に,

△ ・くi》・△ 。d+1》<0お よ びad>・ ∂<i+1><0(4、28)

た だ し,

△ ・・1・=△ ・ ㌧
=乞,、 、,a・D=δ 境.乞,、 〉(4.29)

を 満 たす2点 乞,D,乞d+Dが 存 在 す れ ば,こ の2点 の 間 に 単 純 極 限 点 が あ る と

判 断 す る こ と に す る・ 以 上 の よ う に して 検 出 され た単 純 極 限 点 は,次 の よ う に し

て 算 出 され る,

単純 極 限 点 は,乞 お よ び ベ ク トル 咀(∈Rm)を 未 知 数 とす る方 程 式,

G呪 割=・
_

をNewton法 で 解 く こ と に よ っ て 算 出 す る こ と が で き る(2D(27)(28>.GLの

Jacobian行 列DGLは,

DGL=

∂F

∂i乞

∂ ∂F

読(皿 ∂Z)

0

0

∂F

蕊
2皿t「 (4.31)

(tr3転 置 を 表 す)

で 与 え られ る.(∂F/∂z)uは,状 態 方 程 式 の 第1変 分 方 程 式 を 積 分 す る こ と

に よ り,ま た,そ の 乞 に よ る微 分 は,第2変 分 方 程 式 を 積 分 す る こ と に よ り求 め

る こ とが で き る(付 録F参 照).
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こ の よ う に,単 純 極 限 点 の 算 出 の 際 に は,状 態 方 程 式 の 第1お よ び 第2変 分 方

程 式 の 積 分 が 必 要 な の で,η(x)の 微 係 数 が 不 連 続 と な る 時 刻 を 積 分 区 間 内 か ら

除 く た め に,3,4節 で 述 べ たparallelshooting法 を 用 い る こ と が 望 ま し い ・3・

4節 で は,時 点t【1,0]お よ びt【2,。 〕に お い て,文=0を 仮 定 し,方 程 式(3・64)

を 得 た,し か し,単 純 極 限 点 を 求 め る 際 に は,付 録Gに 述 べ る 理 由 に よ り,時 点

t【1,0]お よ びt【2,0]に お い て 厳 密 に 文=oと せ ず,微 小 な 摂 動 を 与 え て,周 期

解 を 求 め る た め の 方 程 式 を,

F(z)=

X【1,0ユ ーX〔2,N]

X【2,0コ ーX[bN】

f【1,0]十aη 【1,0]十 ε

f【2,0〕 十aη 【2,0】 一 ε

以 後,

=0

(ε>03微 小 量)

(4,32)

とす る方 が よ い.F(z)を 表 記 す る 際 に は,煩 雑 を 避 け る ため εを 省 略 し

て 表 記 す るが,本 節 以 降 に お い て も,特 異 点 を 算 出す る 際 に は 式(4.32)の よ う に

微 小 摂 動 を 与 え た方 程 式 を 用 い る も の とす る.

4.3.2マ イ ナ ー ル ー プ 発 生 点 の 算 出

パ ラ メ ー タ の 変 化 に よ っ て,図4.5(a)～(c)の よ う に,周 期 解 の 作 る ヒ ス テ

リシ ス ル ー プ にマ イ ナ ー ル ー プ が 発 生 した り消 滅 し た りす る 場 合 が あ る.4.3.

1で 述 べ た単 純 極 限 点 の 算 出 法 を 利 用 す る と,こ の よ うな マ イ ナ ー ル ー プ の 発 生

(消 滅)が 起 き る 点 を 算 出 す る こ とが で き る,

η(x(t))が,最 大 値 と最 小 値 の 他 に,極 大 値 と極 小 値 を,

一 ηs<η<ηs

の範 囲 に 持 っ と き,図4.5(a)の よ う に,x一 η(x)ル ー プ は マ イ ナ ー ル ー プ を

持 っ,パ ラ メ ー タ の 変 化 に よ り,こ の 極 大 値 お よ び 極 小 値 が 消 滅 す る と,図4.5

(b)(c)の よ う に マ イ ナ ー ル ー プ も 消 滅 す る.

図4,6(a)(b)の よ う に η(x)が4っ の 極 値 を 持 っ 場 合,同 図 の よ うに,1周

期 を2っ の 区 間 あ る い は4っ の 区 間 に 分 割 して 周 期 解 を 求 め る こ とが で き る.1

周 期 を2っ の 区 間 に分 割 す る 場 合 に は,パ ラ メー タの 変 化 に よ り,図4.7の よ う

に,極 値 が2っ 消 滅 して も,そ の ま まマ イ ナ ー ル ー プ を 作 らな い 解 に移 行 で き る.

1周 期 を4っ の 区 間 に分 割 す る場 合 に は,4っ の 極 値 の 存 在 を 仮 定 して い る た

め に,パ ラ メ ー タ が 変 化 し て2っ の 極 値 が 消 減 した 場 合,2っ の 極 値 しか 持 た な

い解 へ は 移 行 で き な い.従 っ て,解 曲 線 は,図4.8の よ う に,極 値 が 消 減 す る 地
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点 で 折 り返 さ な け れ ば な ら な いの で,2っ の 極 値 が 消 滅 す る点,す な わ ち,マ イ

ナ ー ル ー プ が 消 滅 す る 点 は,解 曲 線 上 の 単純 極 限 点 とな る.こ の 単純 極 限 点 を4・

3.1で 述 べ た よ う に して 算 出 す る こ と に よ り,マ イ ナ ー ル ー プ が 消 滅 す る 点(発

生 す る点)を 算 出 す る こ とが で き る.極 限 点 通 過 後 の 解 曲 線 は,図4.8に 示 す よ

う に,元 の 周 期 解(極 限 点 通 過 前 の 曲 線 上 の 解)と,1周 期 の 区 間 の 分 割 の 仕 方

だ けが 異 な る(図4.6(c)参 照)実 質 的 に は 同 じ周 期 解 の 解 曲 線 とな る・

4.3.3単 純 分 岐 点 の 算 出 とBranchSwitching

単 純 分 岐 点 の 前 後 に お い て,△ 。お よ び ∂ の 符 号 は4.2.1で 述 べ た よ う に 変 化

す る.従 っ て,点 列 乞 、1、(i=o,1,…)の 中 に,

△ 。く1プ ム 。く1+D<0お よ び ∂dプ ∂<i+1>>0

ま た は,(4.33)

△ 。くiプ ム 。<i+1>>0お よ びaく1プ δ く1+D〈0

を 満 た す2点 乞,1,,乞,1+Dが 存 在 す れ ば,こ の2点 の 間 に 単 純 分 岐 点 が あ る と

判 断 す る こ と に す る,こ の よ う に し て 検 出 さ れ た 単 純 分 岐 点 は,以 下 の よ う に し

て 算 出 さ れ る.

単 純 分 岐 点 を 算 出 す る た め の 方 法 は 種 々 提 案 さ れ て い る(23)(28)が.こ こ で は,

以 下 の よ う に し て 単 純 分 岐 点 を 算 出 す る.単 純 分 岐 点 に お い て は,

∂F～ ∂F～

薔u・=0,命u・=0(4.34)

(釦 己,面b∈Rm+1,面a>艇 藪b)

を 満 た す0で な い ペ ク トル 面 。,面bが 存 在 し,

菰 ・=〔la〕,面 ・・ 〔lb〕(皿 ・・u・ ∈R・)

(4.35)

と お く こ と が で き る 、 こ の こ と を 利 用 し て,未 知 数 乞,u。.Ub,κ((R)に 対

す る 方 程 式,

GB(Z,11皿a,皿 皿b,κ)=

F(Z)+κ1皿a

∂F

δをu・

∂F ∂F

翫u・+∂ α

llu。112-1

11Ubll2-!

=⑪

(4.36)
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v"百 を=o(v(R皿 ・v≠0)

を 満 た す ベ ク ト ルvが 存 在 す る.単 純 分 岐 点 に お け る 接 線 ベ ク ト ル を,

重=r己 壷b+rb簸b

と 置 く と,ra,rbに 関 す る2次 方 程 式,

∂2F
了t「 ∂ を ・(raUa十rbUb,raUa十rbUb)

=Aaara2十2Aabrarb十Abbrb2=0

た だ し,

A・ ・ニv・ ・誰(胆b組K)=v・ ・{轟(i蕩 磁)}髄 ・

(i,kニa,b)

が 得 ら れ る.方 程 式(4.39)に よ り,r。,

をNewton法 で 解 く こ と に よ り,単 純 分 岐 点 を 算 出 で き る.方 程 式(4.36)の 解 が 得

ら れ た と き に,κ ニ0で あ れ ば,分 岐 点 は'完 全 な'分 岐 点 で あ り,κ ≠0で あ れ

ば,分 岐 点 は'不 完 全 な'分 岐 点 で あ る(23)(図4.9参 照).GBのJacobian行 列

の 計 算 方 法 は,DGLの 計 算 方 法 に 準 じ る.

こ の よ う に し て 算 出 さ れ た 単 純 分 岐 点 に お い て,branchswitchingを 次 の よ う

に し て 行 う(22}《23》.

単 純 分 岐 点 に お い て は,

,∂]F

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

rbの 比 が2通 り 定 ま る の で,分 岐 点 に

お い て 交 差 す る2曲 線 の 方 向 を 知 る こ と が で き る.式(4.40)の{}内 に っ い て は,

GBのJacobian行 列 の 成 分 と し て 既 に 計 算 済 み で あ る の で,こ れ を 用 い て,A五kを

容 易 に 求 め る こ と が で き る.

4.3.4分 岐 集 合 の 探 索

表 記 の 便 宜 の た め,単 純 極 限 点 お よ び 単 純 分 岐 点 を 算 出 す る た め の 方 程 式(4.

30)(4.36)を ま と め て,

G(Z)ニ0(4.41)

と 書 く こ と に す る.た だ し,方 程 式(4.30)の 場 合,Zは,

Zニ〔1〕ニ〔ヨ
_

で あ り,方 程 式(4.36)の 場 合,Zは,
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z=

～Z

己

b

皿

U

κ

Z

α

a

b

U

U

κ

と す る.こ こ で,系 の α 以 外 の あ る パ ラ メ ー タ を β と お く・4・

続 変 形 法 を 用 い る と,β の 変 化 に 対 す る 方 程 式(4.41)の 解Zの 変 化 を 調 べ る こ と

が で き る.す な わ ち,

G(2)=G(Z;β)(4.44)

た だ し,

2=〔1〕(4
.45)

とお き,解 曲 線

G(2)=0(4.46)

を 追 跡 す る こ と に よ り,単 純 極 限 点 あ る い は単 純 分 岐 点 の 集 合(分 岐 集 合)を 追

跡 す る こ とが で き る,

(4.43)

1節 と 同 様 に 連
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△z<0,{}>0

△z>0,〔 を 〈0

-一 一一一 一一 〉 α

図4.1単 純 極 限 点(ロ 印)と,極 限 点 付 近 に お け る,△.,{を の 符 号 変 化 の 例

△ 。<0△ 。<0△.〈O

a>0(愛>0

α>0

△ 。>0
」・ンa

>0

△ 乙>0△ 乙>0

α<0α>0α>0

△.〈0

-一 一 α 一一一→ α

(a)pitchfork分 岐 点(O印)(b)transcritical分 岐 点(◇ 印)

図4.2単 純 分 岐 点 と,分 岐 点 付 近 に お け る,△.,(2の 符 号 変 化 の 例
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線
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図4.4極 値 の 消 減 に 伴 う 時 点t[。 コの 移 動(○ 印:t[。]と な る 時 点)
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X

しi[:'o〕

t、 、,。,t[10]+Tt

窯

(a)2区 間 に 分 割 す る 場 合

図4.6周 期Tの 分 割 の 仕 方

○ 印:し[1,0],し[3,0],t〔1,0]十T

(X=一 ε)

●Fr】:し[2,0〕,し[4,0〕

(文=ε)

一二:斐:三 ε

無
畑

判

X

・X

り舶伽麟鰯鰯繊切(

T汁規
t朔図

,,

,
し

『

剃口
t

川口
し

朗

…

一

娠

(

X

文

(c)図(b)と 異なる4分 割の仕方の例
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マ イナーループ有

一T イ
マ イナー ループ無
爪
T
l
-
1
-
1

ー

解曲線

X X

O印:t【1,0】,し 〔二,o〕 十T(メ 【;一 ε)

● 匠口:t【2,0⊃(メ 【ニ ε)

図4.71周 期を2区 間 に分割 す る場合

マ イ ナ ー ル ー プ有

イ
(← 図4.6(b)に 示 す4分 割)

ハT

「
1
ー

文

璃覇解

ー
X

ー・X

(← 図4,6(c)に 示 す4分 割)

マ イ ナー ル ー プ 有

○ 印:t【1,0〕,t〔3,0」,tロ,o 。十T(X=一 ε)

● 匠「1:t【2,0〕,し ・4,0・(k=ε)

図4.84区 間 に分割 す る場合
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(a)'完 全 な'分 岐(○ 印:分 岐 点)

(b)'不 完 全 な'分 岐

図4.9'完 全 な'分 岐 と'不 完 全 な'分 岐
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第5章 分 数 調 波 周 期 振 動 の

分 岐 現 象 の 解 析

5.1分 数 調 波 周 期 解 の 分 岐

5.1.1分 数 調 波 周 期 解 の 解 曲 線

本 章 で は 説 明 の 都 合 上,基 本 調 波 周 期 解 の 解 曲 線 を 与 え る 式 を,

Fq)(z(1))=

X【1,0]-X【2,N】

f【ho】 十aη 【1,0】

Xl2,0】-X【1,N】

f【2,0】 十aη12,0コ

=0

(5.1)

た だ し,

乞 ・pニ 〔

Zq)ニ

∵)〕
X【bO】

t[1,0〕

X[2,0】

t【2,0】

((Rmq)+1)

(∈R皿q),mq)=2n)

(5.2)

と 書 く こ と に す る(前 章 ま で と,変 数 お よ び 方 程 式 の 順 序 が 異 な る).

本 節 で は,図5.1の よ う に,1/M分 数 調 波 周 期 解(M倍 周 期 解)の 周 期MT

を2M個 の 区 間 に 分 割 し(xが 極 値 を と る 時 刻 をt【1,0ht〔2,。 ⊃,…,tI2M,o】 と

す る),1/M分 数 調 波 周 期 解 を 求 め る こ と に す る,2M個 の 区 間 を そ れ ぞ れN

等 分 し て,状 態 方 程 式(3.4)を 離 散 化 す る と,

x【q,P+nニxIq,P】 十 △tq(f【q,P】 十aηIq,P])(5.3)

た だ し,

△t・ニ{:1::瓢;r∴5
/N:謝 …'　1)

(5.4)

tIq,P】 ニt【q,o〕 十P△tq,flq,P1=f(t[q,pbXIq,P])

η 【q,p]=η(Xlq,p〕)(q=1,…,2阿,p=0,…,N-1)

が 得 ら れ る.1/M分 数 調 波 周 期 解 の 解 曲 線 は,
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F(M～(乞(M))=

た だ し,

乞…=〔

Z(M)=

X[1,0]-X[2M,Nj

f【1,0〕 十aη 〔1,0]

X[2,0〕-X口,N]

f[2,0〕 十aη 【2,0]=0

、

;

X[2M,01-X【2M-1,N】

f[2M,o]十aη[2M,o]

∵〕
X【1,0】

t〔1,0コ

X[2,0]

t[2,0]

:

X【2M,O]

t[2M,01

(∈Rm(M)+1)

(∈Rm(M>,m(M)ニMm(1))

(5.5)

(5.6)

で 表 さ れ る.

基 本 調 波 周 期 解 の 解 曲 線(5.1)上 の 点 乞(1)に 対 し て,

乞 ・M・1≡〔 ∵)ユ 〕 ・Z…1≡

た だ し,

1X[ユ
,O]

t〔1,0ユ1

X【2,0コ1

t[2,0]1

α1

　
=Z(1)

,

X[1,0]1

t[1,0ユ1

X[2,0]1

t[2,0]1

:

X[2M,。 〕1

t[2M,O⊃1

x〔2i.1,。 ユ1

t[2i_1,P]ユ

x〔2b。]1

t【21,P]1

X[ユ,P]ユ

t[ユ,P]1十(i-1)T

lX[2
,P]

x[2,,]1+(i-1)T

(ユ=1,。 ・・,M,P=0,…,N)

(5.7)

(5.8)
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と お く と,奮(M)1は 解 曲 線(5.5)上 の 点 と な っ て い る.す な わ ち,式(5.5)を 満 た

す 乞(M)の 集 合 は,基 本 調 波 周 期 解 の 解 曲 線 鳶(嶋1を 含 ん で い る.ま た,解 曲 線

(5.1)上 の 点 乞(Dに っ い て,

丑

】P=

∂e【1,Q】

∂x【1,0]

∂X【1,N]

∂x[1,0]

∂e【2,0】 ∂ η 【1,0ユ

∂Xl2,N]

∂tI1,0]

∂e【1,0]

∂t【1,0】

∂X【1,N〕

∂t【1,0】

0

Q=

0

五

0

0

∂e【2,0〕

∂x【2,0〕

∂X【2,N1

∂X【2,01

∂e【1,0】 ∂ η12,0】

∂X口,N1

∂ η[1,0]∂XI1,0】

∂X【2,N】 ∂ η 口,O⊃

∂ η 【1,0]∂X【1,0]

0

0

0

0

0

0

0

0

∂ η 【2,0,∂X【2,ω

∂XlbN】 ∂ η 【2,Q】

∂tl2,01

∂e【2,0】

∂tI2,0コ

た だ し,e【q,o】=f【q,Oj十aη 【q,o〕

と お く と,∂F(エ)/∂z(1)は,

∂F(1)
=P+Q

∂z(1)

と 書 け る.た だ し,

∂ η 【2,0]∂X〔2,0]

0

∂Xl2,N1

∂tl2,0⊃

0

(q=1,2)

0

0

(5.9)

(5.10)

∂x【1,N] ∂e【1,0]1

η 口,O]1≧1η 【2,0]1の と き,=0,=0 ∂
η 【2,Q] ∂ η 【2,0〕

(5.11)

∂X【2,N】 ∂e【2,0〕1

η 口,Q]1≦1η12,0]1の と き,=o,=0 ∂ η
【1,0】 ∂ η11,Q]

で あ る.こ の と き,点 乞(1)と 式(5.7),(5.8)の 対 応 関 係 に あ る 点 窟(M)1に お い て,

∂F(M)/∂z(M)は,

∂IF(M>

∂z(M)

0

0

0

0

0

0

0

0

P

O

P

Q

型

Q

O

σ
●

QO…000

Q

O

O

:

P (5.12)
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で 与 え ら れ る.こ こ で,

△ ・… ≡d・t(∂F(M>

∂z(M))・ λ ・M,・ ・≡exp(j2藷k)(j麟 単 位)

(5.13)

△z(M,k)≡det(P十 λ(M,k)Q)(5.14)

と お く と,付 録Hよ り,

いの 　

△ ・・M・=蕩 △ ・・一(5
.15)

が成 り立ち,ま た,

ra・k(∂F(M)∂
z(M))・ 饒rank(P+λ ・M…Q)(5.16)

が 成 り 立 っ.

5.1.2分 数 調 波 周 期 解 の 分 岐

解 曲 線 乞(M)1上 に お い て,あ る 点 が 特 異 点 と な る た め の 条 件 は,

△z(M)==0(5.17)

で 与 え ら れ る,こ こ で,

det(P+λ(M,M-k)Q)=det(P十 λ(M,k)Q)(5.18)

で あ る の で,式(5.17)の 条 件 は,

0≦k≦M/2(5.19)

の 範 囲 に,

△z(M,K)=det(P十 λ(M,k)Q)=0(5.20)

を 満 た す 整 数kが 存 在 す る こ と と 同 値 で あ る,こ こ で は,式(5.19),(5.20)を 満 た

す 整 数kは 高 々1個 で あ る と し,そ の 整 数 をKと お く.す な わ ち,

△一 ・=d・t(P+λ ・-Q){;:麟;

(5.21)

と す る.こ の と き,λ(M,K)の 値 に よ っ て,特 異 点 は 次 の よ う に 分 類 さ れ る.

(i)λ(M,K)=1(K=o)の と き

こ の と き,

△ 、(1)=det(】P+Q)=0(5。22)

で あ る の で,こ の 点 は 基 本 調 波 周 期 解 の 特 異 点 で あ る.従 っ て,こ の 点 に お い て

分 数 調 波 周 期 解 は 一 般 に は 分 岐 し な い,

(ii)λ(M,K)=-1(K=M/2,Mは 偶 数)の と き
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こ の と き,

det(P-Q)=△z(2,1)=0(5.23)

で あ る.従 っ て,

△z(2)=0(5.24)

と な る.式(5.21)の 仮 定 よ り,

△z(1)=det(P+λ(M,o)Q)ニdet(P十Q)≠0(5。25)

で あ る の で,こ の 点 に お い て 基 本 調 波 周 期 解 は 分 岐 せ ず,従 っ て,こ の 点 は,基

本 調 波 周 期 解 の 解 曲 線 乞(M)1か ら1/2分 数 調 波 周 期 解(倍 周 期 解)が 分 岐 す る

点(倍 周 期 分 岐 点)と な る.

(iii)λ(M,K)≠ ±1の と き

こ の と き,λ(M,K)¢Rで あ る 。MとKの 最 大 公 倍 数 をgと し,

M=gM',K=gK'(5.26)

と お く.こ の と き,

2πK'd
et(P十exp(j)Q)=△z(M',κ')=0(5

.27)M'

と な り,従 っ て,

△z(M')=0(5928)

と な る,式(5.21)の 仮 定 よ り 式(5.25)が 成 り 立 っ の で,こ の 点 に お い て 基 本 調 波

周 期 解 は 分 岐 せ ず,従 っ て,こ の 点 は,基 本 調 波 周 期 解 の 解 曲 線 乞(M)1か ら1/

M'分 数 調 波 周 期 解(M'倍 周 期 解)が 分 岐 す る 点(M'倍 周 期 分 岐 点)と な る.M

とKが 互 い に 素 の 場 合 に は,M倍 周 期 分 岐 点 と な る.

次 節 に お い て,倍 周 期 分 岐 点 の 検 出 と算 出 の 方 法 な ど に っ い て 述 べ る.ま た,

次 々 節 に お い て,M倍 周 期 分 岐 点 の 検 出 と算 出 の 方 法 な ど に っ い て述 べ る.

5.2倍 周 期 解 の 分 岐

5.2.1倍 周 期 分 岐 点 の 検 出 と 算 出

本 節 で は,基 本 調 波 周 期 解 の 解 曲 線 宮(2)1(あ る い は 乞(1))上 に現 れ る 倍 周 期

分 岐 点 の 検 出 お よ び 算 出 の 方 法 を 述 べ る.5.1.2よ り,倍 周 期 分 岐 点 と な る た

め の 条 件 は,

△z(2,1)=det(】P-Q)=0(5.29)
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で 与 え ら れ る.倍 周 期 分 岐 点 を 老(2)㌔bと お き,基 本 周 期 解 の 解 曲 線(5.1)上 に お

い て ・ 点 乞(2)1,bと 式(5.7) ,(5.8)の 対 応 関 係 に あ る 点 を 乞(1)。bと お く.こ こ で

は,

rank(P-Q)=m(1>-1(5.30)

を 仮 定 す る.こ の と き,式(5.16),(5.25),(5.30)お よ び(1.4)(付 録1)よ り ・

・ank(∂F(2)∂
z(2))・rank(1塁il;)・m・2・-1(5.31)

が 成 り 立 ち,点 乞(2)㌔bは,解 曲 線,

F(2)(乞(2))=0(5.32)

上 の 単 純 分 岐 点 と な る,

点 諺(2)1。bは,解 曲 線(5.32)上 の 単 純 分 岐 点 で あ る の で,4.3.3で 述 べ た よ

う に し て,分 岐 点 乞(2)㌔bを 検 出 お よ び 算 出 す る こ と が で き る.し か し,こ こ で

は,基 本 調 波 周 期 解 の 解 曲 線 乞(Dを 追 跡 し て い る 場 合 に,解 曲 線 上 に 現 れ る 点

乞(D。bを 検 出 お よ び 算 出 す る 方 法 を 述 べ る,

解 曲 線 乞(2)1で は,分 岐 点 乞(2}1。bの 前 後 に お い て △ 。(2)の 符 号 が 変 化 す る.

従 っ て,式(5.15),(5.25)よ り,分 岐 点 の 前 後 に お い て,△(2,D=det(】P-Q)

の 符 号 が 変 化 す る.そ こ で,点 列 乞(D、D(i=o,1,…)の 中 に,

△z(2,1)<i>1△z(2,1》 〈五+1>〈0(5.33)

た だ し,

△ 。(2,1》,i、 ニ ム 。(2,1)1～ ～
二乙(1)ニz(1)〈1>(5.34)

を 満 た す2点 乞(1)・i,,乞(D,i+ユ 、が 存 在 す れ ば,こ の2点 の 間 に 倍 周 期 分 岐 点

が あ る と 判 断 す る こ と に す る.

倍 周 期 分 岐 点 は,未 知 数 乞(D,bお よ びu(〔Rm(1))に 関 す る 方 程 式,

G…(乞・1一礁 糾 ・

⑮.鋤
を 解 く こ と に よ り 求 め ら れ る.こ こ で,uは 行 列(P-Q)の 右 零 固 有 ベ ク トル

で あ る.方 程 式(5.35)の 解 法 は 方 程 式(4.30)の 解 法 に 準 じ る.倍 周 期 分 岐 点

乞(2)1。bは,乞(1),bか ら 式(5、7),(5.8)の 対 応 関 係 を 用 い て 得 ら れ る.

5.2.2BranchSwitching

倍 周 期 分 岐 点 乞 〈2)1,bは,解 曲 線 乞(2>に お け る 単 純 分 岐 点 で あ る の で,4.3.
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3と 同 様 に し てbranchswitchingを 行 う こ と が で き る.

倍 周 期 分 岐 点 莞(2)1。bに お い て は,

書墓ili壷 ・=・ ・ 書塁ili冠 ・=・ ・v・ ・書霧i;i=・(5.36)

(壷 。,壷b∈Rm(2)+ユ,v∈Rm(2》,菰 。〉冥 壷b)

を 満 た す0で な い ベ ク ト ル 面 。,面b,vが 存 在 す る.倍 周 期 分 岐 点 に お け る 接 線

ベ ク トル を,

重(2)ニ 「a竃 五q-← 「b竃 亘b(5.37)

と 置 く と,rα,rbに 関 す る2次 方 程 式,

∂2F(2)(
raUa十rb姐b,ra皿a+rb砥b)▽t「

∂ 乞(2)2

=Aaara2十2Aabr 。rb十Abbrb2=0(5.38)

た だ し,

A・k=v・ ・畿ll(1皿i,Uk)・v・ ・{∂ 薯
、2、(1霧il;壷1)}壷 ・(5.39)

(i,k=a,b)

が 得 られ る.方 程 式(5.38)に よ り,r。,rbの 比 が2通 り 定 ま る の で,分 岐 点 に

お い て 交 差 す る2曲 線 の 方 向 を 知 る こ と が で き る.

5.3M倍 周 期 解 の 分 岐

5.3.1M倍 周 期 分 岐 点 の 検 出 と 算 出

本 節 で は,基 本 調 波 周 期 解 の 解 曲 線 乞(M)1(あ る い は 乞(D)上 に 現 れ るM倍 周

期 分 岐 点 の 検 出 お よ び 算 出 の 方 法 を 述 べ る(た だ し,M≠1,2と す る).5.1.

2よ り,M倍 周 期 分 岐 点 と な る た め の 条 件 は,

△ 。(M,K)=det(】P+λ(M,K)Q)=0(た だ し.整 数M,Kは 互 い に 素)

(5.40)

で 与 え ら れ る.M倍 周 期 分 岐 点 を 乞(M)1。bと お き,基 本 周 期 解 の 解 曲 線(5.1)上 に

お い て,点 乞(M)1。bと 式(5.7),(5.8)の 対 応 関 係 に あ る 点 を 乞q)。bと お く.こ ご

で は,

rank(P十 λ(M,K)Q)=m(1)-1・(5.41)

と な る 場 合 に っ い て 述 べ る,こ の と き,

rank(P十 λ(M,配 一K)Q)=rank(P十 λ(M,K)Q)ニm(1》-1(5.42)



一72一

と な る.従 っ て,式(5.16).(5.21).(5.41),(5.42)お よ び(1.4)(付 録1)よ り,

M倍 周 期 分 岐 点 乞(M)㌔bに お い て は,

・a・k(∂F(M)∂
Z(M》)・ra・k(書 要ili)・m・M・-2(5.43)

と な り,点 乞(M)は 解 曲 線(5.5)上 の 単 純 特 異 点 で は な い ・

前 節 と 同 様 に,基 本 調 波 周 期 解 の 解 曲 線(5.1)を 追 跡 し て い る 場 合 に,解 曲 線 上

に 現 れ る 諺(D。bを 検 出 お よ び 算 出 す る 方 法 を 述 べ る.分 岐 点 に お い て は ・

△ ・(M・K》 お よ び △ ・(M,M-K)が 同 時 に0と な る,分 岐 点 付 近 に お い て は,

△ 。(M,k》 ・ △ 。(M,M-K)=1△ 。(M,K)12≧0(5
.44)

△z(M,k》 ≠0(k≠K,M-K)

で あ る.式(5.44)よ り,△ 。(M>は 分 岐 点 に お い て0と な る が,そ の 前 後 に お い て

△ 。(M)の 符 号 は 変 化 し な い,そ こ で,,点 列 老(1》q,(i=0,1,…)の 中 に ・

1△ 。(M,K)、Dl<1△ 。(M,K>q一 ユ,1

儒:::::に 耽;∴_)一
た だ し,

△ ・一 ・b=△ ・一 ・1乞
,1,。 乞 、,,,1>(5.46)

を 満 た す3点 老(1》q-1,,宮(D,i>,死(D,i+1>が 存 在 す れ ば,点 密(1)、i,の 付

近 にM倍 周 期 分 岐 点 が あ る と 判 断 す る こ と に す る.

式(5.41)よ り,M倍 周 期 分 岐 点 に お い て は,

(P+λ(M,K)Q)(皿R+jUI)ニ0(jl虚 数 単 位)(5.47)

す な わ ち,

〔P+λRQ一 λIQλ1QP十λRQ〕 〔ll〕=・
(5.48)

た だ し,

λR=Re(λ(M,K)),λ1=Im(λ(M,K))

を み た す ベ ク トルUR,UI(∈Rm(D)が 存 在 す る.従 っ て,M倍 周 期 分 岐 点 は,

未 知 数 乞(D,b,UR,UI,β(∈R)に 対 す る 方 程 式,

G(M)(宮(1)sb,UR,UI,β)=

F(ユ)(乞(ユ)sb)

(P+λRQ)UR一 λIQUI

λIQUR十(P十 λRQ)皿1ニ ⑪

11URil2-1

11皿皿1112-1(5.49)
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を 解 く こ と に よ り求 め ら れ る.こ こ で,β は 系 の α 以 外 の パ ラ メ ー タ で あ る(分

岐 点 が 単 純 特 異 点 で な い た め に 必 要 な パ ラ メ ー タ 次 元 が2と な る).方 程 式(5・

49)の 解 法 は 方 程 式(4。36)の 解 法 に 準 じ る,M倍 周 期 分 岐 点 乞,M■ 。bは,乞1届 ヒ

か ら 式(5.7),(5。8)の 対 応 関 係 を 用 い て 得 ら れ る.

5.3.2BranchSwitching

式(5.43)よ り,分 岐 点 乞(M,1。bに お い て,

書婁ili簸 ・一 ⑪ ・ 暮婁ili壷 ・ニ ・ ・ 雪裏 ÷ 竜・ニ・
(5.50)

.r∂FくM,t.∂F(M)
ニOVa』'

∂ 窟,。 、=0・Vb∂ 乞 、。)

(面 。,竈b,i斑 。 ∈Rm(M用,▽ 。,vヒ ξR山(H》,菰 。〃 壷b〃 頑.,v。'・Vb)

を 満 た す0で な い ベ ク ト ル 航a,壷b,壷.,▽ 。,▽bが 存 在 す る.分 岐 点 に お け る 接 線

ベ ク ト ル を,

宮(頚 ♪=r。 簸b+rb壷b+r。 壷 。(5.51)

と 置 く と,ra,rb,r。 に 関 す る 連 立2次 方 程 式,

Aaαra2十Abbrb2十Aこ こr.2

十2Aabr`rb十2Ab⊂rbrc十2Acar.r"=0

(5.52)

Baara2十Bbbrb2十B⊂crc2

十2Babrαrb十2Bbcrbrc十2B⊂arcr。 ニ0

た だ し,

A・・二確 諾lll(髄 ・鮒=▽ 劃 ∂鋸(書 器 耐}底

(5.53)

B・ ・ニv… 書舞1(皿i,覗k)ニ ・…{∂ 鉄(書 至1陣 ・)}雌 ・

(i,k=a,b,c)

が 得 ら れ る.方 程 式(5.52)に よ り 定 ま るr_rヒ,r.の 比 か ら,分 岐 点 に お い て 交

差 す る 曲 線 の 方 向 を 知 る こ と が で き る.た だ し,方 程 式(5.52)に よ り 定 ま るr。,

rb,r。 の 比 は 高 々4通 り で あ る 。 従 っ て,分 岐 点 に お い て5本 以 上 の 曲 線 が 交 差

す る 場 合 に つ い て は,式(5.51),(5.52).(5,53)か ら は 曲 線 の 方 向 を 定 め る こ と が

で き な い 。



74

 

暉

X
`

・ ● ○

MT

t

t[1,0〕 十MTt[2醜,0]t[2M_bO]t`2,01t 〔bO]

周期MTの 分割

 

1図5,



一75一

第6章2階 の 強 制 振 動 系 に お け る

分 岐 現 象

6.1ヒ ス テ リ シ ス 特 性

6.1.1ヒ ス テ リ シ ス 特 性 の 連 続 変 形

ヒ ス テ リ シ ス 特 性 の 違 い に よ る 系 の 定 常 特 性 の 変 化 を 調 べ る た め に は,特 性 を

容 易 に 変 化 さ せ る こ と が 可 能 な よ う に ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を 与 え る こ と が 必 要 で あ

る.そ こ で,本 論 文 で は,次 の よ う に 素 子 の ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を 与 え る.ま ず,

ヒ ス テ リ シ ス 関 数 η(x)を1っ 適 当 に 与 え る(本 論 文 で は,ヒ ス テ リ シ ス 関 数

H(η)の 逆 関 数 と し て,6.1.2に 示 す よ う に 与 え る).次 に,η(x)の 心 線 特

性(c(x)と お く)を 適 当 に 定 め る(6.1.3参 照).そ の 上 で,素 子 の ヒ ス テ

リ シ ス 特 性 を,パ ラ メ ー タh((R)を 用 い て,

ζ(x)=h・ η(x)+(1-h)・c(x)(6.1)

で 与 え る.h=0の 時,ζ(x)は 心 線 特 性c(x)と な り,ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を 持

た な く な る.hニ1の 時,ζ(x)は η(x)と 等 し く な り,元 の ヒ ス テ リ シ ス 特 性

と な る.例 え ば,η(x)お よ びc(x)を 図6.1(a)(b)の よ う に 与 え,h≧0お

よ びh≦0の 範 囲 でhの 値 を 変 化 さ せ る と,ζ(x)の 特 性 は,そ れ ぞ れ,図6.1

(c)(d)の よ う に 変 化 す る.図 か ら 分 か る よ う に,h≠0の 時,ζ(x)は ヒ ス テ

リ シ ス 特 性 を 示 し,lhlが 増 加 す る と ヒ ス テ リ シ ス ル ー プ の 面 積 が 増 加 す る.

た だ し,h<0の 場 合 は,ル ー プ の 回 り 方 が,h>0の 場 合 に 対 し て 逆 に な っ て

い る.従 っ て,式(6.1)を 用 い て,可 飽 和 イ ンダ ク タ に お け る 磁 束(x>一 電 流 〈ζ)

特 性 を 表 す 場 合 を 考 え る と,h>0で は,素 子 に お い て エ ネ ル ギ ー が 消 費 さ れ る

(ヒ ス テ リ シ ス 損 が 発 生 す る)の に 対 し,h〈0で は,素 子 に お い て エ ネ ル ギ ー

が 発 生 す る こ と に な る.全 般 的 に い え ば,hの 増 加 と と も に ヒ ス テ リ シ ス 損 が 増

加(エ ネ ル ギ ー の 発 生 量 が 減 少 〉 し,hの 減 少 と と も に ヒ ス テ リ シ ス 損 が 減 少

(エ ネ ル ギ ー の 発 生 量 が 増 加)す る こ と に な る.

素 子 の ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を こ の よ う に 与 え る こ と に よ り,例 え ば,パ ラ メ ー タ

hを 連 続 的 に 変 化 さ せ て,ヒ ス テ リ シ ス 損 の 変 化 に 対 す る 周 期 解 の 分 岐 の 様 子 を

調 べ る な ど の 解 析 が 可 能 と な る.

6.1.2プ ラ イ ザ ッハ 分 布 関 数

ヒ ス テ リシ ス 関 数H(η)(あ る い は逆 関 数 η(x))の 特 性 は,プ ラ イ ザ ツ ハ 分
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布 関 数 に よ っ て 定 ま る.本 論 文 で は,次 の3点,

① 式(2.8),(2.12)の 積 分 を 解 析 的 に 行 う こ と が で き る こ と

(こ れ は,式(2.8)、(2.12)の 計 算 の 際,数 値 積 分 を 用 い る よ り,解 析 的 に 積

分 を 行 う 方 が,計 算 時 間 と 精 度 の 面 に お い て 有 利 で あ る た め で あ る)・

② 実 際 の 強 磁 性 体 に お い て 測 定 さ れ る 双 極 子 の 分 布 と な る べ く近 い 分 布 を 示

す こ と,

③H(η)の 微 係 数 が.η=± η5に お い て 連 続 に な る よ う に,定 義 域 の 境 界,

η,且=η5お よ び η.=一 ηs(6・2)

に お い て,分 布 関 数 の 値 が0と な る こ と.

に 留 意 し て,分 布 関 数 と し て,

K(η.,η.)ニK。(η 。2一 η 。2)2(η 。2一 η.2)2(6.3)

(Ko∈R:定 数)

を 用 い る こ と に す る.こ の と き,式(2.8),(2.12)の ∠Hお よ び17Hは,そ れ ぞ れ,

∠H(ηua,ηub,ηv)

=Ko[V(ηub)-V(ηua)-W(ηv){W(ηub)-W(ηua)}]

(6.4)
7H(ηva,ηvb,ηu)

=Ko[-V(ηvb)十V(ηva)十W(ηu){W(η.b)-W(ηv。)}]

た だ し,

V(η)・51η1Q-2釜s2・ ・+19義s4・ ・-2等s6η ・+笠s8η ・

(6.5)

W(・)・ 告 η ・-2子s2η ・+・ ・4η

で 与 え ら れ る,

実 際 の 強 磁 性 体 に お い て 測 定 さ れ る 双 極 子 の 分 布 は,図6.2(a)に 示 す よ う に,

ηv=一 ηu(0<ηu<ηs)

付 近 の あ る1点(ηc,一 ηc)(0<ηc<ηs)に 分 布 密 度 の 最 大 値 を 持 ち,そ の 点

か ら 離 れ る に 従 っ て 分 布 密 度 が 減 少 す る と い う 形 を 示 す こ とが 多 い.式(6.3)で 表

さ れ る 双 極 子 の 分 布 は,図6.2(b)に 示 さ れ る よ う に,

ηu=ηv=0

に 分 布 密 度 の 最 大 値 を 持 っ 形 を 示 し,図6.2(a)の 分 布 と は 少 し 異 な っ て い る が,

① と ③ の 条 件 を 満 た し,ま た,式(2.8).(2.12)の 計 算 式 が 比 較 的 簡 単 で あ る こ と

か ら,式(6.3)の 分 布 関 数 を 用 い る こ と に す る.
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本 論 文 で は,式(2.17),(6.3)で 与 え ら れ る ヒ ス テ リ シ ス 関 数H(η)に お い て ・

各 パ ラ メ ー タ の 値 を,

η ・ニ1…=0・ ・5・K・=・ ・95老15・H…=…95(6
.6)

と して 以 下 の 解 析 に用 い る.こ の 場 合 のH(η)の 特 性 を 図6.3に 示 す.

H・(η)ニ2=K・15W(η)+1ポ η

を 考 え,こ の 逆 関 数 を 心 線 特 性 と し て,

c(x)ニHc-1(x)

と す る.こ の 心 線 特 性 を 心 線 特 性1と 呼 ぶ こ と に す る.

(II)H.(η)お よ びH.(η)の 逆 関 数 の 相 加 平 均 を と っ て,

H+-1(x)十H∫1(x)
c(x)=2

と す る.こ の 心 線 特 性 を 心 線 特 性IIと 呼 ぶ こ と に す る

6.1。3心 線 特 性

ヒ ス テ リ シ ス 特 性 η=H-1(x)の 心 線 特 性 を 次 の よ う に 与 え る.

ヒ ス テ リ シ ス 特 性H(η)の メ ジ ャ ー ル ー プ(飽 和 ル ー プ)の 上 昇 特 性 をH+(η)

と し,下 降 特 性 をH.(η)と す る.式(6.3)の 分 布 関 数 を 用 い る 場 合,H,(η)お よ

びH-(η)は,

32ηslo8η55}+H
鴎hH+(η)=1s・η 十Ko{V(η)十W(η)+22515

(6.7)
32ηslo8ηs5}+H

m。.H-(η)=1s・η 十Ko{-V(η)十W(η)-15225

た だ し,

128η δ10H
ma。=Ko 十Hmh225

で 与 え ら れ る.こ れ ら の,H.(η)お よ びIL(η)を 用 い て,本 論 文 で は,次 の よ

う に2種 類 の 心 線 特 性 を 定 め る.

(1)H.(η)とH-(η)の 相 加 平 均,

H+(η)十H-(η)8ηs5

(6.8)

(6.9)

(6.10)

パ ラ メ ー タ の 値 が 式(6.6)で 与 え ら れ る 場 合,式(6。7)～(6.10)よ り,心 線 特 性

1お よ びIIは,そ れ ぞ れ,図6.4(a)(b)の よ う に な る,ま た,こ の と き,式

(6.1)で 表 さ れ る ζ(x)の 特 性 は,図6.5(a)(b)(心 線 特 性1の 場 合)お よ び

図6,6(a)(b)(心 線 特 性IIの 場 合)の よ う に な る.図6.5,図6.6か ら 分 か
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る よ うに,lh1が 大 き い 部 分 で は,x一 ζ特 性 に,dζ/dx<oと な る部 分

が 生 じ,歪 ん だx一 ζ特 性(図6.7)と な る場 合 が あ る.dζ/dxが 負 とな る

部 分 が 現 れ な いhの 範 囲 は,大 体,

心 線 特 性1の 場 合 一 〇.5～4.2

心 線 特 性IIの 場 合 一1.7～1.7

と な っ て い る,従 っ て,hが 正 の 場 合 を 主 に扱 うの で あ れ ば 心 線 特 性1を 用 い ・

ま た,hが 正 の 場 合 と 負 の 場 合 と を 比 較 す る場 合 に は心 線 特 性IIを 用 い る な ど ・

場 合 に応 じて,2っ の 心 線 特 性 を 使 い分 け る こ と にす る ・

6.22階 の 強 制 振 動 系

本 章 で は,図6.8に 示 す 並 列 共 振 回 路,お よ び,図6.9に 示 す 直 列 共 振 回 路

にお け る周 期 振 動 の分 岐 現 象 を解 析 す る.た だ し,両 共 振 回 路 に お い て,可 飽 和

イ ンダ ク タ は ヒス テ リシ ス 特 性 を 持 っ とす る.

6.2.1並 列 共 振 回 路

図6.8の 回 路 に お い て,可 飽 和 イ ン ダ ク タ の 鎖 交 磁 束 φ お よ び,キ ャ パ シ タ の

電 荷qを 状 態 変 数 に と り,状 態 方 程 式,

dφ/dτ ニq/C

(6.11)
dq/dτ=Jcosω τ 十Jo-q/RC-i(φ)

を 得 る.可 飽 和 イ ン ダ ク タ の 飽 和 磁 束 Φ5お よ び 飽 和 電 流ls(=i(Φs))を 用 い

て,φ お よ びiを 規 格 化 し て,

x=φ/Φs,ζ=i/ls(6.12)

と し,さ ら に,

t=

(τ ΦsCI
s)-y=(Φ ・エ～C)1/・(6.13)

と変数変換すると,

註 〔;〕=〔1_t+B。-k,y一 ζ(x)〕(6.14)

が 得 られ る,た だ し,

B=去 ・B・=豊,・=(ΦsCI
s)㌔ ・k績(工 餐)㌔.15)
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で あ り,ま た,ζ(x)は 式(6.1)で 与 え ら れ る も の と す る.式(6.14)は,Duffing

方 程 式 に お け る 非 線 形 項 を,ヒ ス テ リ シ ス 関 数 ζ(x)と し た 式 に な っ て い る.

6.2.2直 列 共 振 回 路

図6.9の 回 路 に お い て,可 飽 和 イ ン ダ ク タ の 鎖 交 磁 束 φ お よ び,キ ャ パ シ タ の

電 荷qを 状 態 変 数 に と り,状 態 方 程 式,

dφ/dτ=Ecosω τ 一R・i(φ)-q/C

(6.16)d
q/dτ ニi(φ)

を 得 る.可 飽 和 イ ン ダ ク タ の 飽 和 磁 束 Φ5お よ び 飽 和 電 流15(=i(Φ5))を 用 い

て,φ お よ びiを 規 格 化 し て,

x=φ/Φs・ ζ=i/ls(6.17)

と し,さ ら に,

t=

(τ ΦsCI
s)去 ・y=(Φ ・ ・窪C)1η(6.18)

と変 数 変 換 す る と,

∴ じ 〕=醸lt噂k'ζ(x)-y〕

が 得 ら れ る.た だ し,

BニE(Φ £、
、)㌔ ・=(撫C)㌔ ・k=R(署)去

で あ り,ま た,ζ(x)は 式(6.1)で 与 え ら れ る も の と す る.

(6.19)

(6.20)

6.3Shooting法 を 用 い た 定 常 解 析

本 節 で は,3・3節,3・5節 で 述 べ た 方 法 を 用 い て,式(6.14)の 並 列 共 振 回

路 に っ い て 実 際 に 解 析 を 行 っ た 例 を 示 し,変 分 方 程 式 の 履 歴 項 の 必 要 性 を 確 か め

る な ど,幾 っ か の 考 察 を 行 う.

ま ず,式(6.14),(6.1)に お い て,

B=0.5,k=0.1,h=3(心 線 特 性1),レ=1,BQ=0(6 .21)

と し た 場 合 に つ い て,方 程 式(3.40)を 解 い て 得 ら れ た5っ の 解 を 表6.1に 示 す.

た だ し・1周 期 を128分 割 し,第3章 で 述 べ たEuler法 の 代 わ り にRunge-Kutta法 を

用 い て 離 散 化 を 行 っ た ・ 得 ら れ た5っ の 周 期 解 に つ い て,x(t)の 波 形(2周 期)
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と 対 応 す るx一 ζ(x)ル ー プ を 図6.10に 示 す.図6,11に,Newton法 の 推 測

値(x【 。](。》,y[。 コ(○),t[。](。))を(0.4,0.0,-5)と し た 場 合(a)と ・

(0.85,0.0,-5)と し た 場 合(b)に っ い て,Newton法 の 収 束 の 様 子 を 示 す(実 線)・

た だ し,(a)は 表6.1の 周 期 解 ① へ,(b)は 周 期 解 ② に 収 束 す る ・ 図6・11に

は,第1変 分 方 程 式 の 履 歴 項 の 効 果 を 見 る た め に,式(3.16).(C.3)(付 録C)か

ら履 歴 項 を 取 り去 っ て,

∂ η[・L∂ り[。 〕∂X[。]∂ η[,] _∂ η 【。】∂X[・1
∂x[o]一 ∂x[p1∂x[oユ,∂t[o]一 ∂x[p〕 ∂t[o](6.22)

と して 変 分 方 程 式(3.15)お よ び(C.1)を 計 算 し た 場 合 の 収 束 の 様 子 も 示 し て い る

(破 線).図6.11を 見 る と,履 歴 項 を 無 視 す る と,Jacobian行 列 が 正 し く求 め

ら れ な い の でNewton法 が 収 束 し な い こ と が 分 か る,表6.1の 解 ① ② に つ い て,

(a)変 分 方 程 式(3.15),(3.16)を 積 分

(b)変 分 方 程 式(3.15).(6.22)(履 歴 項 無 視)を 積 分

(c)中 央 差 分 を 用 い て 数 値 微 分

の3通 り の 方 法 で,∂x[N]/∂x〔o〕 を 計 算 し た 結 果 を 表6.2に 示 す,た だ し,

こ こ で は,式(3.80)の 境 界 線 分 を 仮 定 し て 変 分 方 程 式 の 積 分 を 行 っ た.表6.2を

見 る と,(a)と(c)は よ く 一 致 し て い る が,(b)は(a)(c)と は 異 な っ て お り,

変 分 方 程 式 の 履 歴 項 を 無 視 す る と,x[o]に 実 際 に 微 小 変 化 を 与 え た 場 合 に お け る

x【Nユ の 微 小 変 化 を 正 し く 求 め ら れ な い こ と が 分 か る.ヒ ス テ リ シ ス 素 子 の な い 非

線 形 系 の 場 合,一 般 に 初 期 値 に 関 す る 第1変 分 方 程 式 は 周 期 係 数 線 形 同 次 微 分 方

程 式 と な り,Liouvilleの 公 式(25)が 成 り 立 っ.し か し,変 分 方 程 式(3.15),(3.

16)は,履 歴 項 の 存 在 の た め,同 次 形 の 微 分 方 程 式(を 離 散 化 し た も の)で は な い

た め に,Liouvilleの 公 式 は 一 般 に は 成 立 し な い.系(6.14)の 第1変 分 方 程 式 に お

い て,仮 にLiouvilleの 公 式 が 成 り 立 っ と す る と,∂x〔N]/∂x[o]の2っ の 固 有

値 の 積 は,

exp(-2πk)≒0.53349(6.23)

と 等 し い は ず で あ る.表6.2を 見 る と,履 歴 項 を 無 視 し た(b)の 場 合 は,変 分 方

程 式 が 周 期 係 数 線 形 同 次 微 分 方 程 式(を 離 散 化 し た も の)と な る た め に 固 有 値 の

積 は 式(6.23)の 値 と(ほ ぼ)等 し く な っ て い る が,(a)(c)で は,固 有 値 の 積 は

式(6.23)の 値 と 等 し く な い.

表6.2を 見 る と,(a)と(c)と で は 値 が 若 干 異 な っ て い る,こ れ は,文=0に

お け る η(x)の 微 係 数 の 不 連 続(付 録G参 照)に 起 因 す る 誤 差 の た め で あ る と 考
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え ら れ る.そ こ で,方 程 式(4.32)と 同 様,方 程 式(3.40)の 第3式 に 微 小 摂 動 ε を

与 え て,

一 ・y臨t…)=[iiii∴
+,]・ ・_

と し,こ の 方 程 式 を 解 い て 得 られ る 解 を 表6.3に 示 す(た だ し,解 φ Φ Φ で は

ε=10-5,解 〈〉φ で は ε=-10-5と し た),表6.3の 解 Φ φ に つ い て,先 に 示 し

た3通 り の 場 合 に つ い て,∂XIN]/∂x【 。]を 計 算 し た 結 果 を 表6.4に 示 す,表

6.4を 見 る と,こ の 場 合 は(a)と(c)が か な り の 精 度 で 一 致 し て い る こ と が 分 か

る.次 に,方 程 式(6.24)を 用 い た 場 合 に つ い て,表6.3の 周 期 解 の 安 定 判 別 を 行

っ た 結 果 を 表6.5に 示 す.表6.5を 見 る と,解 φ 〈》で は 判 別 法 に よ っ て 判 別 結

果 が 異 な っ て い る.こ の よ う に 判 別 結 果 が 異 な っ て い る 場 合 に つ い て は,6.6

節 で 改 め て 考 察 す る.な お,解 φ で は ηmi。=一 ηm。.で あ る た め,ま た,解 Φ φ

で はx一 η ル ー プ が 飽 和 ル ー プ と な り領 域Doが 存 在 し な い た め に,判 別 法 ① ② で

同 一 の 判 別 結 果 と な っ て い る.

6.4基 本 調 波 周 期 振 動 の 分 岐

本 節 で は,第3章 お よ び 第4章 で 述 べ た 方 法 を 用 い て,6.2節 の 並 列 共 振 回

路 お よ び 直 列 共 振 回 路 に お け る,基 本 調 波 周 期 振 動 の 分 岐 現 象 に っ い て 解 析 を 行

う,た だ し,こ こ で は,第3章,第4章 で 述 べ たEuler法 の 代 わ り にRunge-Kutta

法 を 用 い て 状 態 方 程 式(6.14),(6.19)の 離 散 化 を 行 う.ま た,周 期T=2π/ソ

を2っ の 区 間 に 分 割 し,各 区 間 を そ れ ぞ れ64分 割 し たparallelshootingを 用 い

て 解 析 を 行 う.

6.4.1並 列 共 振 回 路 に お け る 分 岐

6.4.1.1[振 幅 特 性]

ま ず,式(6.14),(6.1)の 状 態 方 程 式 に お い て,パ ラ メ ー タh,k,ン,Boの 値

を そ れ ぞ れ,

h=1(従 っ て,ζ(x)=η(x)),k=0.1,レ=1,Bo=0

と し た 場 合 に つ い て,パ ラ メ ー タBの 変 化 に 対 す る 方 程 式(3.64)の 解 の 変 化 を 図

6,12(a)～(d)に 示 す.た だ し,図6.12(a)(b)は,0≦B≦20の 範 囲 に っ
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い て,ま た,図6.12(c)(d)は そ の 中 の0≦B≦2.4の 範 囲 に つ い て,そ れ ぞ れ,

(a),(c):X【1,0〕(Xの 最 大 値)お よ びx【2,。](xの 最 小 値)の 変 化

(b),(d)=t【1,。]お よ びt【2,0]の 変 化

を 示 し て い る,式(3.64),(6.14)よ り,パ ラ メ ー タ の 値 に 関 わ らず ・

y,、,。 、=y,2,。 、=0(6・25)

で あ る の で,y[1,0]とy[2,。 】の 変 化 に つ い て は 図 を 示 し て い な い ・ な お,図 の

実 線 お よ び 破 線 は,そ れ ぞ れ 周 期 解 が 安 定 お よ び 不 安 定 で あ る 部 分 を 示 し て い る ・

た だ し,図6.12に 示 す 周 期 解 で は,2っ の 安 定 判 別 法 ① ② で 同 じ 安 定 判 別 結 果

が 得 ら れ る.以 後,安 定 判 別 法 を 特 に 表 記 し て い な い 場 合 に つ い て は,両 安 定 判

別 法 に お い て 判 別 結 果 が 一 致 す る も の と す る.ま た,解 曲 線 に お け る 単 純 極 限 点

お よ び 単 純 分 岐 点 を,そ れ ぞ れ,図 中 に 口 印 と ○ 印 で 示 す.参 考 の た め,図6・

13(a)～(d)に,周 期 解 の 求 解 の 際 に 得 ら れ るxの 時 点 系 列,

Xl1,Q〕 ・X【1,1〕,"● ・X【1,N一 ユbX【2,0],X[2・1ユ ・●'● ・X[2,Nq〕

を 用 い て,周 期 解 の 各 調 波 成 分 を 求 め た 結 果 を 示 す,た だ し,

図(a)は,0≦B≦2.4に お け る,基 本 調 波 成 分(X1),第3調 波 成 分(X3)

図(b)は,0≦B≦2.4に お け る,直 流 成 分(Xo),第2調 波 成 分(X2)

図(c)は,0≦B≦20に お け る,基 本 調 波 成 分(X1),第3調 波 成 分(X3),

第5調 波 成 分(X5)

図(d)は,0≦B≦20に お け る,直 流 成 分(X。),第2調 波 成 分(X2)

第4調 波 成 分(X4)・

を 示 す.ま た,Bニ0.4に お け る3っ の 周 期 解,お よ び,Bニ7に お け る5っ の 周

期 解 に っ い て,x(t)の 波 形(2周 期)お よ びx一 ζ(x)ル ー プ を,そ れ ぞ れ,

図6.14(B=0.4),図6.15(B=7)に 示 す

次 に,パ ラ メ ー タk,ソ,B。 を,

k=0.1,ソ=1,Bo=0

と し,心 線 特 性1を 用 い て,

h=0,1,2,3,4

と し た 場 合,お よ び,心 線 特 性IIを 用 い て,

h=0,0.5,1,1.5

と し た 場 合 に っ い て,0≦B≦2.4の 範 囲 に お け る 振 幅 特 性 を,そ れ ぞ れ 図6.16

(a)お よ び(b)に 示 す.ま た,心 線 特 性1お よ びIIを 用 い,

k=0.01,0.1,0.5,1.0,2、0,h=0,ソ=1,Boニ0
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と し た 場 合 の 周 期 解 の 変 化 を,そ れ ぞ れ 図6.17(a)お よ び(b)に 示 す.図6・

16(a)で は,h=3,4(心 線 特 性1)の 場 合 に,non-resonantstate(29)に お

い て 単 純 分 岐 点 が 発 生 す る こ とが 特 徴 的 で あ る.こ れ に 対 し,図6.17で は,k

の 増 加 に 伴 っ て 単 純 極 限 点 が 消 滅 し て い る.図6.18(a)～(d)に,h=3(心

線 特 性1)の 場 合 に,kニ0.1,1と し た 場 合 に つ い て,分 岐 枝 を 含 め た 振 幅 特 性

を 示 す,た だ し,

図(a)は,kニ0.1と し て,安 定 判 別 に 判 別 法 ① を 用 い た 場 合

図(b)は,k=0.1と し て,安 定 判 別 に 判 別 法 ② を 用 い た 場 合

図(c)は,k=1と し て,安 定 判 別 に 判 別 法 ① を 用 い た 場 合

図(d)は,k=1と し て,安 定 判 別 に 判 別 法 ② を 用 い た 場 合

を 示 し て い る,ま た,図6.18で は,後 の 説 明 に 用 い る た め に,各 特 異 点 に ア ル

フ ァ ベ ッ トを 付 し た.図6。18を 見 る と,特 異 点 ◎,⑪,⑮'の 前 後 で は,周 期 解

の 安 定 性 の 変 化 の 仕 方 が 判 別 法 ① と ② と で 異 な っ て い る こ と が 分 か る.図6.18

か ら 分 か る よ う に,判 別 法 ② を 用 い る と,単 純 極 限 点 ⑭,⑭'の 前 後 で 周 期 解 の 安

定 性 が 変 化 し な い な ど,周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 の 仕 方 が ヒ ス テ リ シ ス 素 子 の な い

通 常 の 強 制 振 動 系 の 場 合 と 異 な る 場 合 が あ る(4。2節 参 照).安 定 判 別 法 の 違

い に よ る 判 別 結 果 の 違 い に っ い て は,6。6節 で 考 察 す る,ま た,

B=0.5,hニ3(心 線 特 性1),k=0.1,レ ニ1,Bo=0

と し た 場 合 に お け る5っ の 周 期 解 に っ い て,x(t)の 波 形 お よ びx一 ζ(x)ル ー

プ を 図6。10に 示 す(6.3節 参 照).

図6.19(a)～(f)に,0≦B≦20の 範 囲 に お け る 振 幅 特 性 を 示 す.た だ し,

(a),(b)はh=0,3(心 線 特 性1),kニ0.1

(c),(d)はh=0,3(心 線 特 性1),k=1

(e),(f)はh=0,1.5(心 線 特 性II),k=0.1

の 場 合 を 示 す.ま た,

B=7,k=0.1,h=0,1,2,3(心 線 特 性1),レ=1,B。=0

と し た 場 合 に 得 ら れ る 周 期 解 の1つ(図6。15の 周 期 解 ③ に 相 当 す る 解)に っ い

て,x一 ζ ル ー プ を 図6.20に 示 す.図6.19を 見 る と,Bが 大 き い 範 囲 で は,

ヒ ス テ リ シ ス 特 性 の 違 い に よ る 振 幅 特 性 の 変 化 は 小 さ い こ と が 分 か る.こ れ は,

図6.20に 示 し たx一 ζ ル ー プ の 例 か ら 分 か る よ う に,Bが 大 き い 範 囲 で は,ζ

の 振 幅 に 対 し て ヒ ス テ リ シ ス ル ー プ の 幅 が 相 対 的 に か な り 小 さ く な る た め に,ヒ

ス テ リ シ ス 特 性 が 系 の 特 性 に 及 ぼ す 影 響 が 小 さ く な っ て い る た め と 考 え ら れ る.
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6.4.1.2[角 周 波 数 特 性]

0.5≦ ソ ≦3.5の 範 囲 に お け る 角 周 波 数 特 性 を 図6.21,図6.22に 示 す ・ た

だ し,図6.21,図6.22は そ れ ぞ れ,心 線 特 性1を 用 い て,

図6・21:B=0.1,k=0.01,h=0,0。35,1,Bo=0

図6.221B=0.5,k=0.05,h=0,1.75,2.5,B。=0

の 場 合 を 示 す.い ず れ の 場 合 も,hの あ る 範 囲 に お い て,角 周 波 数 特 性 に 島 状 領

域(10>q2)が 現 れ る こ と が 分 か る,

6・4.1・3[ヒ ス テ リ シ ス 損 の 変 化 と抵 抗 損 の 変 化]

ま ず,心 線 特 性IIを 用 い て,

B=0.2,0.45,h=0,1,ソ=1,Bo=0

と し.kを 一1.5≦k≦1.5の 範 囲 で 変 化 さ せ た 場 合 を 図6.23(a)(b)に,

B=0.2,0.45,k=0.0001,0.2,ソ=1,Bo=0

と し,hを 一2≦h≦2の 範 囲 で 変 化 さ せ た 場 台 を 図6。24(a)(b)に 示 す.図6.

23を 見 る と,h=0→1と ヒ ス テ リ シ ス 損 が 増 加 す る に し た が っ て,損 失 を 補 う

方 向(kが 小 さ く な る 方 向)に 特 性 曲 線 が 移 動 す る こ と が 分 か る.ま た,図6.

24よ り,同 様 に,k=0、0001→0.2と 抵 抗 損 が 増 加 す る に し た が っ て,損 失 を 補

う 方 向'(hが 小 さ く な る 方 向)に 特 性 曲 線 が 移 動 す る こ と が 分 か る.図6.23,

図6.24を 見 る と,non-resonantstateで は,h>0の 場 合 に は,k<0の 範 囲

に も 安 定 解 が 存 在 し,ま た,k>0の 場 合 に はh<0の 範 囲 に も 安 定 解 が 存 在 す

る こ とが 分 か る.こ れ に 対 し,resonantstate(29)で は,周 期 解 の 安 定 性 の 判 別

結 果 が.kの 正 負 の み に よ っ て 決 ま っ て お り,hの 大 小 に 依 存 し て い な い.こ れ

は,resonantstateで は,振 動 の 振 幅 が 大 き く,x一 ζ ル ー プ が 飽 和 ル ー プ と な

る た め で あ る と 考 え ら れ る 。 す な わ ち,resonantstateで は,ヒ ス テ リ シ ス 損 は,

振 動 の 振 幅 の(微 小 な)変 化 に 対 し て も 一 定 で あ る の で,周 期 解 の 安 定 性 に 直 接

に は 影 響 し な くな る た め と 考 え ら れ る.

次 に,心 線 特 性1を 用 い て,

B=0.2,0.4,0.7,h=0,ソ=1,Bo=0

と し,kを 一1.5.≦k≦1.5の 範 囲 で 変 化 さ せ た 場 合 を 図6.25に,

B=0.2,0.4,0.7,k=0.1,ソ=1,Bo=0

と し・hを 一〇・5≦h≦4.5の 範 囲 で 変 化 さ せ た 場 合 を 図6.26(a)(b)に 示 す.

図6・25で は,心 線 特 性IIと 同 様 の 特 性 曲 線 が 得 ら れ て い る.図6.26で は,
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non-resonantstateに お い て 単 純 分 岐 点 が 発 生 し て い る.

6.4.1.4[・ 強 制 振 動 項 に 直 流 分 を 加 え た 場 合 の 振 幅 特 性]

こ こ で は,式(6.14)に お い て,BQ≠0と し た 場 合 の 振 幅 特 性 を 求 め る ・

Bo=0.2,0.4,k=0.1,h=0(心 線 特 性1),y=1

と し た 場 合 の0≦B≦1.5の 範 囲 の 振 幅 特 性 を 図6.27(a)(b)に,

Bo=0.2,0.4,k=0.1,h=1.5(心 線 特 性1),y=1

と し た 場 合 の0≦B≦1.5の 範 囲 の 振 幅 特 性 を 図6.28(a)(b)に,

Boニ0.05,0.2,0.4,k=0。1,h=3(心 線 特 性1),y=1

と し た 場 合 の0≦B≦1.5の 範 囲 の 振 幅 特 性 を 図6.29(a)～(h)に 示 す ・ 各 図 に

お い て,各 ア ル フ ァ ベ ッ トを 付 し た 特 異 点 は,直 流 分 が0の 場 合 の 図6.18に 示

す 特 異 点 と対 応 し て い る.図6,27～ 図6.29か ら 分 か る よ う に,B。 の 増 減 に

伴 っ て,特 異 点 の 発 生 や 消 滅 が 起 き る.例 え ば,hニ1.5,3(図6.28,図6.

29)の 場 合 に は,Boの 増 加 に 伴 っ て 単 純 極 限 点 ④ ⑬ は 消 減 し,新 た に,単 純 極

限 点 ⑪ ① が 発 生 し て い る,6.4.3に 示 す よ う に,分 岐 集 合 の 探 索 を 行 う こ と に

よ り,こ の よ う な 特 異 点 の 発 生 お よ び 消 滅 に っ い て 詳 し く 調 べ る こ と が で き る.

6.4.2直 列 共 振 回 路 に お け る 分 岐

6.4.2.1[振 幅 特 性]

式(6.19),(6.1)の 直 列 共 振 回 路 に お い て,

kニ0.1,h=0,1,2,3,4(心 線 特 性1),γ=1

と し た 場 合 に っ い て,0≦B≦2.4の 範 囲 の 振 幅 特 性 を 図6.30に 示 す.ま た,

k=0.01,0.1,0.5,1.0,h=0(心 線 特 性1),レ=1,

と し た 場 合 の 振 幅 特 性 を 図6.31に 示 す.図6.30を 見 る と,直 列 共 振 回 路 の

場 合 に お い て も,h=3,4(心 線 特 性1)と す る と,non-resonantstateに お い

て 単 純 分 岐 点 が 発 生 す る こ とが 分 か る.図6.32(a)(b)に,h=3(心 線 特 性

1)の 場 合 に,kニ0.1と し た 場 合 に つ い て,分 岐 枝 を 含 め た 周 期 解 の 変 化 を 示 す.

図6.32で は,特 異 点 ◎ ⑭ ⑪'の 前 後 で,周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 の 仕 方 が 判 別 法

① と ② と で 異 な っ て い る.

図6.33(a>～(d)に,0≦B≦20の 範 囲 に お け る 振 幅 特 性 を 示 す.た だ し,

(a).(b)は,h=0,3(心 線 特 性1),kニ0.1

(c),(d)は,hニ0,3(心 線 特 性1),k=0.02
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の 場 合 を 示 す,直 列 共 振 回 路 の 場 合 も,Bが 大 き い範 囲 で は,ヒ ス テ リシ ス 特 性

の 違 い に よ る振 幅 特 性 の 変 化 は小 さ い.

6・4・2.2[角 周 波 数 特 性]

0.3≦ ソ ≦2.4の 範 囲 に お け る 角 周 波 数 特 性 を 図6.34,図6・35に 示 す ・ た

だ し,

図6.34は,B=0.1,k=0.01,hニ0,0.3,1(心 線 特 性1)

図6.35は,B=0.5,k=0.05,h=0,1.5,2(心 線 特 性1)

の 場 合 を 示 す,い ず れ の 場 合 も,並 列 共 振 回 路 と 同 様,hの あ る 範 囲 に お い て ・

角 周 波 数 特 性 に 島 状 領 域(ig)が 現 れ る こ と が 分 か る ・

6.4.2.3[ヒ ス テ リ シ ス 損 の 変 化 と抵 抗 損 の 変 化 】

心 線 特 性IIを 用 い て,

B=0.2,0.45,h=0,1,ソ=1

と し,kを 。1.5≦k≦1.5の 範 囲 で 変 化 さ せ た 場 合 を 図6.36(a)(b)に 示 す ・

ま た,

B=0.2,0.45,k=0.0001,0.2,ソ=1

と し,hを 一2≦h≦2の 範 囲 で 変 化 さ せ た 場 合 を 図6.37(a)(b)に 示 す.い ず

れ の 場 合 も,並 列 共 振 回 路 と 同 様 の 結 果 が 得 ら れ て い る,

6.4.3分 岐 集 合

6.4.3.1[Bとk,Bとhの 変 化]

最 初 に,図6.16,図6.17(並 列 共 振 回 路),図6.30,図6.31(直 列

共 振 回 路)に 示 し た 振 幅 特 性 上 の 単 純 極 限 点(図6.18の 特 異 点 ④ ③)の 集 合 を

探 索 す る,ま ず,パ ラ メ ー タh,ソ を

h=0,1(心 線 特 性1),ソ=1,Bo=0(並 列 共 振 回 路 の 場 合)

と 固 定 し た 場 合 に,単 純 極 限 点 と な る(k,B)の 集 合 を 探 索 し た 結 果 を,図6.

38(並 列 共 振 回 路),お よ び,図6.39(直 列 共 振 回 路)に 示 す.い ず れ の 場

合 に も,kを 大 き くす る と 極 限 点 が 消 滅 す る,次 に,パ ラ メ ー タk,ソ を

k=0.1,0.2,レ=1,B。=0(並 列 共 振 回 路 の 場 合)

と し て 心 線 特 性1を 用 い た 場 合 に,単 純 極 限 点 と な る(h,B)の 集 合 を 探 索 し た 結

果 を,図6.40(並 列 共 振 回 路),お よ び,図6.41(直 列 共 振 回 路)に 示 す
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(実 線),た だ し,図6。40,図6.41に は,図6.18,図6.32に 示 す 単

純 分 岐 点 ◎ ⑪ の 集 合 も示 して い る(破 線).こ の 場 合,図 に示 した 範 囲 で は,h

を 大 き く して も極 限 点 は 消 滅 しな い.

次 に,図6.19(並 列 共 振 回路),図6.33(直 列 共 振 回路)に 示 し た振 幅

特 性 上 の 単 純 分 岐 点 の 集 合 を 探 索 す る.ま ず,パ ラ メ ー タh,レ を

h=0(心 線 特 性1),ソ=1,Bo=0(並 列 共 振 回 路 の 場 合)

と し た 場 合 に,単 純 分 岐 点 と な る(k,B)の 集 合 を 探 索 し た結 果 を,図6.42

(並 列 共 振 回 路),お よび,図6.43(直 列 共 振 回 路)に 示 す.直 列 共 振 回路 に

お け る単 純 分 岐 点 は,先 に 示 した 単 純 極 限 点,あ る い は 並 列 共 振 回路 に お け る 単

純 分 岐 点 と比 較 して,小 さ なkの 値 で 消 滅 す る.こ れ は,大 振 幅 時 に は,非 線 形

イ ンダ ク タ の 平 均 的 な イ ン ダ ク タ ン ス が 低 下 し,図6.9の 直 列 共 振 回 路 で は,R

-C直 列 回 路 の 部 分 に大 部 分 の 電 圧 が か か る た め に,抵 抗 素 子 の 影 響 が 大 き ぐ な

る た め で あ る と考 え られ る.次 に,並 列 共 振 回 路 に お い て,

kニ0.1,0.5,ソ=1,Boニ0

と して心 線 特 性1を 用 い た場 合,お よび,直 列 共 振 回 路 に お い て,

k=0.01,0.05,ソ=1

と し て心 線 特 性1を 用 い た 場 合 に,単 純 分 岐 点 と な る(h,B)の 集 合 を 探 索 し た結

果 を,そ れ ぞ れ,図6.44(並 列 共 振 回路),お よ び,図6.45(直 列 共 振 回

路)に 示 す.図 に 示 した 範 囲 で は,hの 変 化 に 対 す る単 純 分 岐 点 の 変 化 は 小 さ い.

6,4.3.2[yとhの 変 化1

図6.21,図6.22,図6.34,図6.35に 示 し た 角 周 波 数 特 性 曲 線 上 の

単 純 極 限 点 の 集 合 を 探 索 す る.パ ラ メ ー タB,kを

B=0.1,kニ0.OI,0.02,0.05,Bo=0(並 列 共 振 回 路 の 場 合)

お よ び,

B=0.5,kニ0.05,0.1,0.2,B。=0(並 列 共 振 回 路 の 場 合)

と し て 心 線 特 性1を 用 い た 場 合 に,単 純 極 限 点 と な る(h,ソ)の 集 合 を 探 索 し た 結

果 を,図6.46(a)(b)(並 列 共 振 回 路),お よ び,図6.47(a)(b)(直 列

共 振 回 路)に 示 す.並 列 共 振 回 路 に お い て,

(B,k)=(0.1,0.01),(0.5,0.05)の 場 合

お よ び,直 列 共 振 回 路 に お い て,

(B,k)=(0.1,0.01),(0.LO.02),(0.5,0.05),(0.5,0.1)の 場 合
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に は,hが0か ら 増 加 す る に 従 っ て
,極 限 点 の 数 が2→4→2→0と 変 化 す る.

こ れ は,角 周 波 数 特 性 に お け る
,島 状 領 域 の 発 生 ま た は 消 滅 に 伴 う 極 限 点 の 数 の

変 化 に 対 応 し て い る,た だ し ,

(B・k)=(0・1,0.01)(並 列 ,直 列),(0.5,0.05)(並 列),(0.1,0.02)(直 列)

の 場 合 と,

(B,k)=(0.5,0.05),(0.5,0.1)(直 列)

の 場 合 と で は,h-y曲 線 の 形 が 異 な っ て い る ,こ れ は,次 に 示 す よ う に,hの

増 加 に 伴 う 島 状 領 域 の 発 生 の 仕 方 の 違 い に よ る も の で あ る .直 列 共 振 回 路 に お い

て,

B=0.1,k=0 .01,h=0.28,0 .292,0.30(心 線 特 性1)

と し た 場 合,お よ び,

B=0.5,k=0.05,h=1 .3,1.37,1.4(心 線 特 性1)

と し た 場 合 の 角 周 波 数 特 性 を,そ れ ぞ れ 図6 .48(a)～(c)お よ び 図6.49(a)

～(c)に 示 す .前 者 の 場 合,極 限 点 が4っ 存 在 す る 場 合 に 島 状 領 域 が 存 在 す る の

に 対 し て,後 者 の 場 合,極 限 点 が4っ 存 在 す る 場 合 に 島 状 領 域 は 存 在 し な い
.

そ の 他 の,

(B,k)=(0.1,0.05),(0.5,0.2)(並 列,直 列),(0 .1,0.02),(0.5,0.1)(並 列)

の 場 合 に は,hの 増 加 に 伴 い ,極 限 点 の 数 が2→0と 変 化 す る.こ れ ら の 場 合 に

は,島 状 領 域 は 発 生 しな い.

6,4.3.3[BとBOの 変 化]

直 流 分Boを 加 え た 場 合 の 単 純 極 限 点 の 発 生 お よ び 消 滅 に っ い て 調 べ る
.パ ラ メ

ー タk ,h,ソ を,

k=0.1,h=1,1.5,3(心 線 特 性1)
,ン=1

と し た 場 合 に つ い て,単 純 極 限 点 と な る(B・ ,B)の 集 合 を 縣 し た 結 果 を 図6 .

50(a)(b)(・)に 示 す ・ 図 中 の ア ル フ ァ ベ ッ トは
,図6.27～ 図6.29},お

い て 特 異 点 に 付 し た ア ル フ ァベ ・・ ト と 対 応 し て い る .図6.5・(。)に 示 す よ う に
,

h=3の 場 合 に は 複 雑 な 分 岐 集 合 が 得 ら れ る .

6.4.4他 の 非 線 形 特 性 を 用 い る 場 合 と の 比 較

6.4.4.1[ζ(X)=xmと す る 場 合]

式(6・14)の 並 列 共 振 回 路,お よ び ・ 式(6 ・19)の 直 列 共 馳 路 に お い て,夢 鯨 形
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特 性 ζ(x)を,

ζ(x)=x皿

と し た 場 合 の 振 幅 特 性 を 図6.51～ 図6.54に 示 す.

52は 並 列 共 振 回 路 に お い て,

図6.51書k=0.1,m=3,5,9,15,レ=1,

と し た 場 合 の0≦B≦2.4の 範 囲 の 振 幅 特 性

図6.52:k=0.1,m=3,y=1,Bo=0

と し た 場 合 の0≦B≦24の 範 囲 の 振 幅 特 性

を 示 し,図6.53,図6.54は 直 列 共 振 回 路 に お い て,

図6.53:k=0.1,mニ3,5,9,15,レ=1

と し た 場 合 の0≦B≦2.4の 範 囲 の 振 幅 特 性

図6.54=kニ0.1,m=3,γ=1

と し た 場 合 の0≦B≦24の 範 囲 の 振 幅 特 性

た だ し.図6.51,図6.

Bo=0

を示 して い る.全 体 と して,非 線 形 特 性 を 心 綜 特 性 と し た 場 合 の 特 性 と類 似 し た

特 性 に な っ て い る.

K(η 。,ηv)ニ
cosh2{ac(η 題一 ηc)}・cosh2{ac(ηv十 ηc)}(6.26)

と す る.こ の 場 合,式(2.8),(2.12)の ∠H,7Hは,そ れ ぞ れ,

∠H(ηua,ηub,ηv)

ニ

a三 婁[{A-t・ ・ha・(η ・+η ・)}{・anha・(η ・b一η ・)-tanha・(η ・ゴ η ・)}

A十tanhac(ηub一 ηc)]十(1
-A2)109

A十tanhac(ηuゴ ηc)

(6.27)

7H(ηva,ηvb,ηu)

ニ 」塾9[{A+t、,ha。(η 。一η 。)}{t、,ha。(η.。 ・η 。)-t、,ha。(η.。+η 。)}

ac乙

A-tanhac(ηvb+ηc) 】
一(1-A2)109

A-tanhac(ηva+ηc)

た だ し,Aニ1/tanh(2acηe)

で 与 え ら れ る,ま た,メ ジ ャ ー ル ー プ の 上 昇 特 性H+(η)と 下 降 特 性H.(η)は,

6.4.4.2[他 の ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を 用 い る 場 合]

プ ラ イ ザ ッ ハ 分 布 関 数 を,

Ko
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H・(η)=… η+壽[(A+P){tanha・(η 一η ・)+Q}

A十tanhac(η 一ηc)]+H
mi・十(1-A2)logA

_Q

(6.28)

H-(・)・ … η+
a集1[(A+P){tanha・(η ・η ・)-Q}

一(・-A・)1・gA-ta饗 η+ηc)]+H…

た だ し,P=tanhac(ηs一 ηc),Q=tanhac(η5+ηc)

H…=
a鷺1{(A+P)(P+Q)+(・-A・)1◎ ・会 圭 轟}+H…

(A+P)(P+Q)+(1-A2)log{(A+P)/(A-Q)}(6。29)

と し た 場 合 のH(η)の 特 性 を 図6.55に 示 す,

式(6.28)、(6.29)のH+(η),H.(η)を 用 い て,心 線 特 性 を 式(6.10)で 与 え る.

こ の と き の ζ(x)の 特 性 を 図6.56(a)(b)に 示 す.

ま ず,式(6.14)の 並 列 共 振 回 路,お よ び,式(6。19)の 直 列 共 振 回 路 に お い て,

上 記 の ζ(x)を 用 い た 場 合 の 振 幅 特 性 を 図6.57～ 図6.60に 示 す.た だ し,

図6.57,図6.58は,並 列 共 振 回 路 に お い て,

図6.57:k=0.1,h=0,0.5,1,ソ=1,Bo=0

と し た 場 合 の0≦B≦2.4の 範 囲 に お け る 振 幅 特 性

で 与 え ら れ る,式(6.26)の 分 布 関 数 は,

O定 義 域 の 境 界(式(6.2))に お い て,分 布 関 数 の 値 が0で な い た め に,

H(η)の 微 係 数 が η=± η5に お い て 不 連 続 に な る.

○ ∠H,7Hな ど の 計 算 式 が 複 雑 で あ る.

な ど の 欠 点 を 持 っ が,

○ 双 極 子 の 分 布 が,点(η 。,ηv)=(ηC,一 ηC)に 分 布 密 度 の 最 大 値 を 持 ち,

こ の 点 か ら 離 れ る に 従 っ て 分 布 密 度 が 減 少 す る と い う 形 を 示 し,従 っ て,実

際 の 強 磁 性 体 に お い て 測 定 さ れ る 双 極 子 の 分 布(図6.2(a))と 近 い 分 布 を

示 す.

と い っ た 利 点 を 持 っ て い る,式(6.26)の 分 布 関 数 に お い て,

ηs=1,ηc=0.5,ac=8,ls=0.05,Hmエn=-0.95

1.9ac2K
o=
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図6.583k=0.1,h=1,レ=1,Bo=0

と し た 場 合 の0≦B≦20の 範 囲 に お け る 振 幅 特 性

を 示 し,図6.59,図6.60は,直 列 共 振 回 路 に お い て,

図6.59:k=0.1,hニ0,0.5,1,レ=1

と し た 場 合 の0≦B≦2.4の 範 囲 に お け る 振 幅 特 性

図6.603k=0。1,h;1,レ=1

と し た 場 合 の0≦B≦20の 範 囲 に お け る 振 幅 特 性

を 示 す.図6.56に 示 し た ζ(x)(式(6.26)の 分 布 関 数)に お い てh=1と し た

場 合 の ヒ ス テ リ シ ス ル ー プ の 面 積 は,図6.5に 示 し た ζ(x)(式(6.3)の 分 布 関

数)に お い てh=3と し た 場 合 の ヒ ス テ リ シ ス ル ー プ の 面 積 と 大 体 等 し い.し か し.

図6.57の 振 幅 特 性 を 見 る と,図6.56の ζ(x)特 性 を 用 い てh=1と し た 場 合

に は,図6.16(a)の 特 性 曲 線(図6.5の ζ(x)特 性 の 場 合)と 異 な り,non-

resonantstateに お い て 単 純 分 岐 点 は 発 生 して い な い こ と が わ か る.従 っ て,単

に ヒ ス テ リ シ ス 損 を 増 加 さ せ る だ け で は,non-resonantに お け る 単 純 分 岐 点 は 発

生 し な い こ と が 分 か る(7.1節 参 照)。

次 に,並 列 共 振 回 路 に お い て,

hニ0.6,0.75,0.9,k=0.05,B=0.5,レ=1,Boニ0

と し た 場 合,お よ び,直 列 共 振 回 路 に お い て,

h=0,0.5,1,k=0.05,Bニ0.5,y=1

と し た 場 合 の 角 周 波 数 特 性 を,そ れ ぞ れ,図6.61(a)～(c).図6.62(a)

～(c)に 示 す.い ず れ の 場 合 も,hの あ る 範 囲 に お い て,角 周 波 数 特 性 に 島 状 領

域 が 現 れ る こ とが 分 か る.

6.5分 数 調 波 周 期 振 動 の 分 岐

6.5.1倍 周 期 振 動 の 分 岐

前 節 で 示 し た特 性 曲線 に お い て,単 純 特 異 点 以 外 に も周 期 解 の 安 定 性 が 変 化 す

る点 が 存 在 す る.こ れ らの 点 は,一 部 の 例 外(図6.23～ 図6.26,図6.36,

図6.37に お い て,kお よ びhの 符 号 の 変 化 に伴 っ て 安 定 性 が 変 化 す る 点)を 除

い て,す べ て 倍 周 期 分 岐 点 で あ る.5.2節 に 述 べ た 方 法 を 用 い る と,こ れ ら の

倍 周 期 分 岐 点 を 求 め,そ れ らの 点 か ら分 岐 す る 倍 周 期 解 の 解 曲 線 を 追 跡 す る こ と

が で き る,



一92一

図6.12の 振 幅 特 性 曲 線(た だ し,x[1,0〕,t[1,0]の 特 性 曲 線),図6・18

(a)の 振 幅 特 性 曲 線,図6.27(a)の 振 幅 特 性 曲 線(た だ し,Bo=0・2の 場 合 の

特 性 曲 線)に 倍 周 期 解 の 解 曲 線 を 書 き 加 え て,そ れ ぞ れ,図6.63(a)～(d)・

図6.64(a)(b),図6.65(a)(b)に 示 す,た だ し,図 中 の ◎ 印 は 倍 周 期 分

岐 点 で あ る.

6.5.2M倍 周 期 分 岐 点 の 算 出

6.5.2.1[3乗 特 性 を 用 い る 場 合]

ま ず,式(6.14)の 並 列 共 振 回 路 に お い て,非 線 形 特 性 を3乗 特 性(ζ(x)=x3)

と し て,

1!=1,Bo=0

と し た 場 合 に つ い て,non-resonantstateお よ びresonantstateに お け る3倍 周

期 分 岐 点,4倍 周 期 分 岐 点,5倍 周 期 分 岐 点 を 算 出 し た 結 果 を 表6.6に 示 す.表

6.6に お い て,switchが 不 可 と な っ て い る 分 岐 点 は,5.3.2で 述 べ た 方 法 で は,

branchswitchingが で き な か っ た こ と を 示 す.こ れ ら の 点 は5本 以 上 の 解 曲 線 が

交 差 す る 分 岐 点 で あ り,分 岐 点 に お い て 式(5.52)、(5.53)を 満 た すr。,rb,r。 の

比 が 不 定 と な る た め に,式(5.51)～(5.53)か ら は 分 岐 す る 解 曲 線 の 方 向 を 定 め る

こ と が で き な い.

次 に,非 線 形 特 性 を3乗 特 性 と し た 場 合 に っ い て,表6.6に 示 し た 分 岐 点 以 外

の3倍 周 期 分 岐 点 を 算 出 し た結 果 を 表6.7に 示 す(た だ し,表6.7に は,表6.

6に 示 し た3倍 周 期 分 岐 点 も 併 せ て 示 し て あ る).ま た,表6.7の3倍 周 期 分 岐

点 ④ ～ ⑪ を,

k=0,ソ=1,Bo=0

の 場 合 に お け る 振 幅 特 性 曲 線 上 に 表 し て 図6.66(a)(b)に 示 す.

6.5.2.2[ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を 用 い る 場 合]

非 線 形 特 性 を,再 び,図6、5,図6.6の ζ(x)(式(6.3)の 分 布 関 数)と し て,

h=0,1,2,3(心 線 特 性1)お よ びh=0,1(心 線 特 性II),Bo=0

と し た 場 合 に っ い て,non-resonantstateお よ びresonantstateに お け る3倍 周

期 分 岐 点 を 算 出 し た 結 果 を 表6.8に 示 す.表 に お い て,一 印 は3倍 周 期 分 岐 点 が

存 在 しな い(付 録J参 照)こ と を 示 す.付 録Jに 述 べ た よ う に,式(6.14)の 並 列

共 振 回 路 に お い て 非 線 形 素 子 が ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を 持 た な い 場 合 に は,3倍 周 期
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分 岐 点 に お い て,kニ0と な る こ と がLiouvilleの 公 式 を 用 い て 言 え る.し か し ・

非 線 形 素 子 が ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を 持 っ 場 合 に は,履 歴 項 の 存 在 の た め に

Liouvilleの 公 式 が 成 立 し な い(6.3節 参 照)の で,3倍 周 期 分 岐 点 に お い て,

k≠0と な る 場 合 が あ る こ とが 表6。8か ら 分 か る,次 に,

h=0,1(心 線 特 性1,II),レ=1,B。=0

と し た 場 合 に っ い で,表6.8に 示 し た 分 岐 点 以 外 の3倍 周 分 岐 点 を 算 出 し た 結 果

を 表6.9に 示 す(た だ し,表6.9に は,表6.8に 示 し た3倍 周 期 分 岐 点 の 一 部

も 併 せ て 示 し て あ る).

図6.67(a)(b),図6.68(a)(b)に,3倍 周 期 分 岐 点 ⑪,⑪ に つ い て,

3倍 周 期 分 岐 点 の 分 岐 集 合(B,k,h)を 探 索 し た 結 果 を 示 す(た だ し,レ=1,

Bo=0),図6.67,図6.68を 見 る と,分 岐 点 ⑧ で は,h=0の 場 合 に の み

k=0と な る の に 対 し,分 岐 点 ⑪ で は,hの 値 に 関 わ ら ずk=0と な る こ と が 分

か る.こ れ は,分 岐 点 ⑧ に お い て は,x一 η ル ー プ が マ イ ナ ー ル ー プ を 持 っ 飽 和

ル ー プ と な っ て い る た め に 履 歴 項 が 存 在 して,Liouvilleの 公 式 が 成 立 しな い の に

対 し て,分 岐 点 ⑪ に お い て は,x一 η ル ー プ が マ イ ナ ー ル ー プ を 持 た な い 飽 和 ル

ー プ と な っ て い る た め に 履 歴 項 が 存 在 せ ず,Houvilleの 公 式 が 成 立 す る た め で あ

る.

6.5.33倍 周 期 振 動 の 分 岐

6.5.3.1[3乗 特 性 を 用 い る 場 合]

表6.7に 示 し た3倍 周 期 分 岐 点 ④,⑧,…,⑪ か ら 分 岐 す る3倍 周 期 解 を,そ れ

ぞ れ,3倍 周 期 解 ④,3倍 周 期 解 ⑧,…,3倍 周 期 解 ⑪ と 呼 ぶ こ と に す る.ま ず,非

線 形 特 性 を3乗 特 性 と し,

k=0.05,γ ニ1,Bo=0(6.30)

と た 場 合 に っ い て,3倍 周 期 解 ④ ◎ ⑪ ⑪ ⑪ ⑥ ⑪ の 振 幅 特 性 を,そ れ ぞ れ,図6.

69(a)(b)(c)～ 図6.75(a)(b)(c)に 示 す(3倍 周 期 解 ⑬ は,式(6.30)の

条 件 下 で は 存 在 し な い).た だ し,図6.69～ 図6.75で は,パ ラ メ ー タBの

変 化 に 対 す る,

(a)x[1,0】(xの 最 大 値:た だ し,極 大 値 の 大 小 の 交 代 の た め,

xの 最 大 値 で な い 部 分 も 存 在 す る)

(b)1/3調 波 成 分,基 本 調 波 成 分,5/3調 波 成 分,第3調 波 波 成 分 の 振 幅

(c)直 流 成 分,2/3調 波 成 分,4/3調 波 成 分 の 振 幅
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の 変 化 を 示 す,図6.69～ 図6.75か ら分 か る よ う に,3倍 周 期 解 ④ ⑪ ⑭ ⑪ は ・

直流 分 や2/3調 波 成 分 を 持 た な い.ま た,3倍 周 期 解 ◎ ⑪ ⑥ は,直 流 分 や2/3調 波

成 分 を 含 み,周 期 解 が 安 定 な 部 分 が 殆 ど存 在 しな い・

6.5.3.2[ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を 用 い る 場 合]

こ こ で は,3倍 周 期 解 ④ ⑪ ⑪ ⑪ の 解 析 を 行 う.ま ず,

k=0.1,h=3(心 線 特 性1),ソ=1

と し た 場 合 に つ い て,3倍 周 期 解 ④ の 振 幅 特 性 を 図6.76(a)(b)に 示 す ・ た だ

し,

(a)x口,。](xの 最 大 値)

(b)1/3調 波 成 分,基 本 調 波 成 分,5/3調 波 成 分,第3調 波 波 成 分 の 振 幅

の 変 化 を 示 す.ま た,

B=0.9,k=0.1,h=3,ソ=1,Bo=0

に お け る2っ の 周 期 解 に つ い て,x(t)の 波 形 お よ びx一 ζ(x)ル ー プ を 図6・

77(a)(b)に 示 す.図6.76に 示 し た 振 幅 特 性 曲 線 上 に 現 れ る 単 純 極 限 点 に つ

い て,分 岐 集 合 を 探 索 し た 結 果 を 図6.78お よ び 図6.79に 示 す.た だ し,図

6.78は,

h=3,ソ=1,Bo=0

と し た 場 合 の 分 岐 集 合(B,k)を 示 し,図6.79は,

k=0.0001,0.1,ソ=1,Bo=0(6.31)

と し た 場 合 の 分 岐 集 合(B,h)を 示 す,図6.78を 見 る と,kを 大 き く す る と 単

純 極 限 点 が 消 滅 す る(従 っ て,3倍 周 期 解 ④ が 消 滅 す る)こ と が 分 か る.ま た,

図6.79を 見 る と,式(6.31)の 条 件 下 で は,hが 小 さ い 範 囲 で は 単 純 極 限 点 が 存

在 し な い(従 っ て3倍 周 期 解 ④ は 存 在 し な い)こ と が 分 か る(表6.8に お い て も,

hが 小 さ い 範 囲 で は3倍 周 期 分 岐 点 ④ は 存 在 し な い).

次 に,

k=0.1,h=2,3(心 線 特 性1),ソ=1,Bo=0

と し た 場 合 に っ い て,3倍 周 期 解 ⑪ の 振 幅 特 性 を 図6.80(a)～(d)に 示 す.た

だ し,

(a)h=2に お け る,x[1,0](xの 最 大 値)の 変 化

(b)h=2に お け る,1/3調 波 成 分,基 本 調 波 成 分,5/3調 波 成 分,

第3調 波 波 成 分 の 振 幅 の 変 化
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(c)h=3に お け る,x【i,o】(xの 最 大 値)の 変 化

(d)h=3に お け る,1/3調 波 成 分,基 本 調 波 成 分,5/3調 波 成 分,

第3調 波 波 成 分 の 振 幅 の 変 化

を 示 し て い る.ま た,

Bニ1.4,k=0.1,h=3,y=1,Bo=0

に お け る2っ の 周 期 解 に つ い て,x(t)の 波 形 お よ びx一 ζ ル ー プ を 図6・81

(a)(b)に 示 す.図6.80に 示 し た 振 幅 特 性 曲 線 上 に 現 れ る 単 純 極 限 点 に つ い て,

分 岐 集 合 を 探 索 し た結 果 を 図6.82(a)(b)に 宗 す.た だ し,

図6.82(a)は,h=0,1,2,3(心 線 特 性1),レ=1,Bo=0

図6.82(b)は,h=0,0.5,1,1.5(心 線 特 性II),レ ニ1,Bo=0・

と し た 場 合 の 分 岐 集 合(B,k)を 示 す.図6.82(a)(心 線 特 性1)で は,hの 、

増 加 に 伴 っ て,単 純 極 限 点 が 存 在 す るkの 範 囲(3倍 周 期 解 ⑪ が 存 在 す る た め の

kの 範 囲)が 大 き く な る 傾 向 が 見 ら れ る が.同 図(b)(心 線 特 性II)で は,そ の

よ う な 傾 向 は 見 ら れ な い.

同 様 に,

k=0.25,h=1,レ ニ1,Boニ0

と し た 場 合 に っ い て,3倍 周 期 解 ⑪ の 振 幅 特 性 を 図6.83に 示 す.ま た,図6,

84(a)～(d)に,

Bニ6,kニ0.25,h=1,ソ ニ1,BQ=0

に お け る4っ の 周 期 解 に つ い て,x(t)の 波 形 お よ びx一 ζ ル ー プ を 示 す.

同 様 に,

k=0.1,hニ1,レ ニ1,Bo=0

と し た 場 合 に っ い て,3倍 周 期 解 ⑪ の 振 幅 特 性 を 図6.85に 示 す,ま た,図6.

86(a)～(d)に,

B=16,k=0.1,h=1,ソ=1,Bo=0

に お け る4っ の 周 期 解 に つ い て,x(t)の 波 形 お よ びx一 ζ ル ー プ を 示 す.

6.6Runge-Kutta法 に よ る 解 析 結 果

こ こ で は,状 態 方 程 式(6.14)を,適 当 な 初 期 値 か ら 出 発 し て,定 常 状 態 と 見 な

せ る 範 囲 ま で 数 値 積 分 す る こ と に よ り,式(6.14)の 系 の 定 常 周 期 解 を 求 め,6.

4節 な ど で 得 ら れ た 結 果 と 比 較 す る.
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6.6.1周 期 振 動 の 安 定 性

図6.18な ど の 特 性 曲線,あ る い は,表6.5に 示 し た よ う に,微 分 方 程 式(6・

14)の 周 期 解 の 中 に は,安 定 判 別 法 に よ っ て 判 別 結 果 が 異 な る 周 期 解 が あ る・ こ れ

は,3.5節 に述 べ た よ う に,式(3.69)～(3.71)の よ う に 領 域D。 の 磁 化 状 態 が 異

な る だ け の 同 じ周 期 解 で あ っ て も,Doの 磁 化 状 態 の 違 い に よ っ て周 期 解 の 安 定 性

が 異 な る こ とが あ る た め で あ る.方 程 式(6.24)で は,図6.87(a)に 示 す 磁 化 状

態 を 仮 定 して お り,解 φ に お い て は,式(3.33)の 積 分 値 は,

d・ ・ ∫D

..。K(η ・…)dη ・d・ ・=0・0021724(6.32)

と な る.こ こ で,図6.87(b)に 示 す 磁 化 状 態 を 仮 定 す る と,式(3・33)の 積 分 値

は,

d・=ID

.、bK(η ・・η ・)dη ・d・ ・=0・0021724(6.33)

と な り,式(6.32)と 等 し い 積 分 結 果 が 得 ら れ る(た だ し,厳 密 に は 両 者 は 等 し く

な い),従 っ て,表6.3の φ の 初 期 値,お よ び,図6.87(a)(b)の そ れ ぞ れ

の 磁 化 状 態 か ら 出 発 し て,微 分 方 程 式(6.14)を 積 分 す る と,領 域Doの 磁 化 状 態 が

異 な る だ け の 同 じ周 期 解 が 得 ら れ る と 考 え ら れ る.こ こ で は,領 域D。 の 磁 化 状 態

の 違 い に よ る 周 期 解 の 安 定 性 の 違 い を 見 る た め に,表6.3φ の 近 傍 の 初 期 値,

to=-5.20886,x(to)=0.85950,y(to)=0.0(6。34)

お よ び 図6.87(a),(b)の 磁 化 状 態 か ら 出 発 し て,微 分 方 程 式(6.14)を 数 値 積

分 し た 結 果 を,図6.88(a)～(c),図6.89(a)～(c)に 示 す(た だ し,周

期T=2π を128等 分 し,Runge-Kutta法 を 用 い て 数 値 積 分 を 行 っ た).た だ し,図

6.88,図6.89は,そ れ ぞ れ,

図(a):Poincar6写 像(x(t。+iT),y(to+iT))(i=0,…,100)

図(b)310gユollx(to+iT)-x(t。+iT-T)ll(i=1,2,…,100)

図(C)3X一 ζ(X)曲 線

を 示 し て い る,図6.88,図6.89を 見 る と,図6.87(b)の 磁 化 状 態 を 仮 定

し た 場 合(図6.89)に は,そ の ま ま 周 期 解Oに 収 束 す る の に 対 し,図6.87

(a)の 磁 化 状 態 を 仮 定 し た 場 合(図6.88)に は,次 第 に 周 期 解 φ か ら 離 れ て 行

き,他 の 安 定 解 に 収 束 す る こ と が 分 か る.従 っ て,周 期 解Oは,図6.87(a)の

磁 化 状 態 を 仮 定 す れ ば 不 安 定 解 と な る が,図6.87(b)の 磁 化 状 態 を 仮 定 す れ ば

安 定 解 と な る と 考 え られ る.
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6.6。2カ オ ス 現 象

微 分 方 程 式(6.14)に お い て,

k=0.1,h=0,1,2,3(心 線 特 性1)

B=0.5,1,1.5,2,2.5,…,19.5,20

と し て,初 期 値,

toニ0,x(to)ニ0,y(to)=0

か ら 出 発 し た 場 合 に つ い て,

x(to十iT)(i=101,…,200)

, y=1,Bo=0

(6.35)

を プ ロ ッ ト し た 結 果 を 図6.90(a)(h=0),(b)(h=1),(c)(h=2),(d)

(h=3)に 示 す.た だ し,図 に お い て,○,△,+印 は,そ れ ぞ れ,基 本 調 波 周 期

解,倍 周 期 解,3倍 周 期 解 に 収 束 し て い る 点 を 示 レ,・ 印 は そ れ ら の 周 期 解 に 収

束 し て い な い 点 を 示 す.図6.90を 見 る と,図6.19な ど の 振 幅 特 性 曲 線 に 示

し た 安 定 解 に 対 応 す る周 期 解 が 図 に 現 れ て い る こ と が 分 か る.た だ し,図6.19

な ど の 振 幅 特 性 曲 線 に お い て は,B=3～6の 範 囲 に は 安 定 解 が 存 在 し て い な い が,

図 の6.90に お い て は,周 期 解 が わ ず か に 存 在 し て い る.こ れ は,図6.19あ

る い は 図6.63に 示 し た 周 期 解 以 外 に も 周 期 解 が 存 在 す る た め と 考 え ら れ る.

図6.91(a)～(g)に,

B=5,k=0.05,0.1,h=0,1,2,3,レ ニ1,Boニ0

と し て,式(6.35)の 初 期 値 か ら 出 発 し た 場 合 に っ い て,

(x(to十iT),y(to十iT))(i=501,…,1000)

を プ ロ ッ トし た 結 果 を 示 す.図6.91で は い ず れ の 場 合 も カ オ ス ア トラ ク タ が 得

ら れ て い る.図6。91を 見 る と,hが 増 加 す る と,kが 増 加 す る 場 合 と 同 様 に,

ア トラ ク タ の 幅 が 小 さ く な る こ と が 分 か る.

次 に,

k=0.1,h=0,1,2,3(心 線 特 性1),レ=1,BoニO

B=0.05,0.1,0。15,0.2,0.25,…,1.15,1.2

と し て,表6.10に 示 す5通 り の 初 期 値 か ら 出 発 し た 場 合 に っ い て,

x(to十iT),お よ び,y(to十iT)(i=101,…,200)

を プ ロ ヅ ト し た 結 果 を 図6.92(a)(b)(h=0),図6.93(a)(b)(h=1),

図6.94(a)(b)(h=2),図6.95(a)(b)(h=3)に 示 す,図6,93～ 図6.

95を 見 る と,Bの 小 さ い 範 囲 に お い て は,5種 類 の 初 期 値 に 対 し て,そ れ ぞ れ

異 っ た 周 期 解 が 得 ら れ て い る.こ の 部 分 は,周 期 解 の 作 る ヒ ス テ リ シ ス ル ー プ が
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不 飽 和 ル ー プ と な っ て い る 部 分 で あ る.従 っ て,3,2節 で 述 べ た よ う に,周 期

解 が 無 限 集 合 を な す た め に,初 期 値 の 違 い に よ っ て 得 ら れ る 周 期 解 が 異 な っ て い

る ・ 図6・18の 特 性 曲 線 で 安 定 解 が 存 在 し な いB=0.75～0.9の 付 近 に お い て は,

図6・95に お い て も 周 期 解 が 得 ら れ て い な い,図6.96(a)に,

B=0.8,k=0.1,h=3(心 線 特 性1)

と し て,式(6.35)か ら 出 発 し て,

(x(to十iT十 ψ),y(to十iT十 ψ))(i=501,…,1000,ψ=0,π/2)

を プ ロ ツ ト し た 結 果 を 示 す.ま た,図6.96(b)に,x(t)の 定 常 波 形 の 一 部 を

示 す ・ 図6.96(a)で は カ オ ス ア トラ ク タ 状 の ア トラ ク タ が 得 ら れ て い る.
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解 X[O] y[o】 t【o】

① 0.41682 0.0 一4 .85785

② 0.85948 0.0 一5 .20888

③ 一〇.85948 0.0 一2
.06729

④ 1.01890 0.0 一5 .74251

⑤ 一1 .01890 0.0 一2 .60092

表6.1 方 程 式(3.40)の 解

(並 列 共 振 回 路,B=0。5,k=0.1,h=3(心 線 特 性1),ソ=1,Boニ0)

(a)

(履 歴 項有 り)

(b)

(履 歴 項無 し)

(c)

(中 央差 分)

解

①

∂x[N】

∂x〔o】

0.3035-0.0735

-0 .10600.1467

1.67690.4663

-2 .7451-0.4452

0.3024-0.0646

-0 .10700.1425

固有値の積 0.0367 0.5336 0.0362

解

②

∂x[N1

∂x〔o】

1.2597-0.0565

-1 .10180.2669

一〇.83740.1416

2.5604-1』703

1.2597-0.0533

-1 .10180.2705

固有値の積 0.2740 0.5337 0.2821

表6.2∂x[N】/∂x〔o】 の 計 算 結 果
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解 X〔O] y[o] t[o] ε

◇ 0.41682 一〇
.00001 一4 .85783 10-5

φ 0.85948 一〇
.00001 一5 .20886 10一5

Φ 一〇
.85948 0.00001 一2 .06727 一10-5

Φ 1.01890 一〇.00001 一5 ,74250 10-5

Φ 一1 .01890 0.00001 一2 .60091 一10-5

表6.3 方 程 式(6.24)の 解

(並 列 共 振 回 路,B=0.5,k=0.1,h=3(心 線 特 性1),レ=1,Boニ0)

解

(a)

(履 歴項有 り)

(b)

(履 歴項 無 し)

(c)

(中 央 差分)

Φ 0.3012-0.0734

-0 .10800.1427

0.99930.3905

-2 .6282-0.4933

0.3012-0.0734

-0 .10800.1427

φ 1.2597-0.0554

-1 .10180.2605

一〇.98600.1381

3.5977-1.0448

1.2597-0.0554

-1 .10180.2605

表6.4∂x[N]/∂x[。]の 計 算 結 果
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解

判別法① 判別法②

固有値 判別結果 固有値 判別結果

Φ 0.1027,0.3411 安定 0.1027,0.3411 安定

o 0.2027,1.3174 不安定 0.3963,0.0409 安定

金 0.2027,1.3174 不安定 0.3963,0.0409 安定

Φ 一〇.7206,-0.0931 安定 一〇.7206,。0,0931 安定

命 一〇.7206,-0.0931 安定 一〇.7206,-0.0931 安定

表6.5表6.3の 解の安定 判別結果
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(B,k) switch

3倍 周期

分岐点

④ 0.25530.0 可
「

⑬ 0.41400.0 不可

4倍 周期

分岐点

④ 0.19700.0 不可

⑥ 0。43070.0 不可

5倍 周期

分岐点

④ 0,15960.0 不可

⑬ 0.29750.0 不可

◎ 0.39370.0 不可

⑪ 0。43650.0 不可

(B,k)

一

switch

二

3倍 周期

分岐点

◎ 0.35770.0 不可

⑪ 1.34890.0 可

4倍 周期

分岐点

◎ 0.20530.0 不可

⑪ 1.66180.0 不可

5倍 周期

分岐点

⑪ 0.13310.0 不可

⑤ 0.50820.0 不可

⑥ 1.10740.0 不可

⑪ 1.84240.0 不可

(a)non-resonantstateに お け る 分 岐 点(b)resonantstateに お け る 分 岐 点

表6.63倍,4倍,5倍 周 期 分 岐 点(並 列 共 振 回 路,3乗 特 性,ソ=1,B。 ニ0)

分岐点 (B,k) switch

④ 0.25530.0 可

⑧ 0.41400.0 不可

◎ 0.35770.0 不可

⑪ 1.34890.0 可

⑭ 18,0330.0 可

㊦ 19.1960.0 不可

⑥ 12.7740.0 不可

⑪ 17.6380.0 可

表6.73倍 周 期 分 岐 点(並 列 共 振 回 路,3乗 特 性,レ=1,Bo=0)
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　一 一 一

分岐点 ソ hニ0(H) hニ0(1) h=1rhニ2(1)「;1;3(1)-i

1 一 } 一

…十
一1

}

一 　

・0
.572-・.8241

_」
　

5.736-0.249}n
!

2.5 4.9610.0 4.2650.0 5,403-0,112

d
5・628-・ ・1961

劉

⑬

1 0.1530.0
1-1一

…
0・463-0・54710・588-0・7061

_L____一 一4

2.5 5.5670.0 5.4890.0 5,576-0,026 5,672-0,062

ll

5.773-0,10P
I

I

◎ 1 0.1740.0 0.1700.0 0.3150.0

1旨
0・5580・010・8150・0

門

⑪ 1 0.7310.0
i

O●73600010●776090

li

O.8950.Oh.0670.Oi}i

表6.83倍 周期分岐点((B,k)の 値)B二=0

分岐点 h=0(II) h=0(1)1
ll
lswitchlh=l
ll

④ 一

}!i

-1一 一1

⑤ 0.1530.0 一 一 不叫

◎ 0.1740.0 0.1700.0

{
1

・・3150・ ・1不 可1

⑪ 0.7310.0 0.7360.0
1

0,7760.0

」

可 1
　

㊧iI1
1

17,600.0 一 朔 一 ・㎜i可 ……

i㊦ 17,670.0

ヨ
ll

17.550。Ol17.67-0.0151不 可

1{1:

⑥ 7.0610.0 7.1170.OI
I

「iII

6,937-0.0111不 可1

」[1

⑪ 10,040.0
i

10,100.0

●

τ一一一麗
{9.942-0.0051可

表6.93倍 周 期 分 岐 点((B,k)の 値)レ=1.Boニ0
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しo x(tの
」

y(し 。)

!

一

〇.0 0.0

一二 _,___=

0.0

2 0.0 1.0 0.0

3 0.0 0.0 1.0

4 0.0 一1
.0 0.0

5 0.0 0.0 一1
.0

表6、105種 類 の 初 期 値
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(c)ζ(x)の 特 性(h≧0)(d>

図6.1式(6.1)で 与 え ら れ る ヒ ス テ リ シ ス 特 性
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X

ζ(x)の 特 性(h≦0)
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(b>式(6.3)の 分 布 関 数 で 表 さ れ る 双 極 子 の 分 布

.2双 極 子 の 分 布 の 様 子(模 式 図 〉

(ηs,ηs)
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(a)h≧0(b)h≦0

図6.5ζ(x)の 特 性(心 線 特 性1を 用 い た 場 合)
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(a)Poincar6写 像(x(iT十 ψ),y(iT十 ψ))

(b)x(t)の 定 常 波 形
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図6.96並 列 共 振 回路,B=0.8,h=3(心 線1),k=0.1,ソ ニ1,Bo=0
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第7章 周 期 振 動 の 集 合

7.1定 常 周 期 振 動 の 集 合

3.2節 で 述 べ た よ う に,周 期 解 の 作 る ヒ ス テ リ シ ス ル ー プ が 不 飽 和 ル ー プ と

な る 場 合 に は,周 期 解 が 無 限 集 合 を な す こ とが あ る.こ の よ う な 場 合 に は,6・

6節 で 見 た よ う に,状 態 方 程 式 の 初 期 値 の 違 い に よ り,得 ら れ るX一 ζ定 常 ル ー

プ が 異 な る こ と に な る.表7,1に 示 す50通 り の 初 期 値 か ら 出 発 し て,状 態 方 程

式(6.14)(並 列 共 振 回 路)を 数 値 積 分 し た 結 果 得 ら れ るx一 ζ 定 常 ル ー プ を,図

7.1(a)～(d),図7.2(a)～(d).図7.3(a)～(f),に 示 す.た だ し,図

7.1～ 図7.3は,そ れ ぞ れ,

k=0.1,ソ=1,Bo=0

と し て,

図7.13h=1,k=0.1,B=0.LO.2,0.3,0.35

図7.2:h=2(心 線 特 性1),k=0.1,B=0.3,0.4,0.5,0.6

図7.33h=3(心 線 特 性1),k=0.1,Bニ0.3,0,4,0.45,0.5,0.57,0.63

と し た 場 合 を 示 し て お り,図 のx一 ζル ー プ の 各 々 が,そ れ ぞ れ 式(6.14)の1っ

の 周 期 解 を 表 し て い る.h=1の 場 合 は,ζ(x)=η(x)で あ る の で,3.2節 で

述 べ た 式(3.26)の 系 の 例 と 同 じ で あ り,ル ー プ の 相 似 性 が 見 ら れ る.こ の 場 合,

全 て の 周 期 解 は 式(3.31),(3.32)の 形 で 書 か れ,図7。4(a)(b)に 示 す よ う に,

メ ジ ャ ー ル ー プ の 上 昇 曲 線 に 接 す る 位 置 か ら 下 降 曲 線 に 接 す る 位 置 ま で の 間 に ル

ー プ が 存 在 す る .こ の た め,Bの 増 加 に 伴 い ル ー プ が 大 き く な る に 従 っ て,図7.

4(b)に 示 す よ う に ル ー プ の 存 在 で き る 範 囲 が 狭 く な り,ル ー プ は メ ジ ャ ー ル ー

プ 内 の 中 央 部 付 近 に 集 中 す る よ う に な る.h=2,3の 場 合 は,ζ(x)は プ ラ イ ザ

ッ ハ モ デ ル 単 独 の 特 性(η(x))で は な い の で ル ー プ の 相 似 性 が 失 わ れ る(図7.

5(a>)が,h=2の 場 合(図7.2)に は,全 体 的 にh=1の 場 合(図7.1)と

類 似 し た 傾 向 が 見 ら れ る.hニ3の 場 合(図7.3)に は,B=0.5,0.57,0.63で

は,飽 和 部 に 達 す る ル ー プ が 存 在 し,B=0.57,0.63で は,飽 和 部 に 達 す る ル ー

プ と 中 央 部 付 近 の ル ー プ と に 分 散 し て 定 常 ル ー プ が 分 布 す る よ う に な る.

3.3節 お よ び3.4節 で 述 べ た 方 法 で は,ル ー プ が 中央 に 来 る 周 期 解 以 外 に,

ル ー プ が 飽 和 部 に 達 す る 周 期 解 も 求 め る こ と が で き る(飽 和 部 に 達 す る と 領 域

D,が 存 在 し な い た め).従 っ て,図7.5(b)の よ う に,ル ー プ が 中 央 に 来 る 周

期 解 の 他 に ル ー プ が 飽 和 部 に 達 す る 定 常 周 期 解 が 存 在 す る 場 合 に は,図7.6の 特
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性 曲 線 に 示 さ れ る よ う に,3つ の 安 定 な 周 期 解 が 得 られ る こ と に な る・ 図7・4・

図7.5か ら分 か る よ う に,周 期 解 の 集 合 の 中 に ル ー プ が 飽 和 部 に 達 す る周 期 解 が

存 在 す る た め に は,h≠1で ル ー プ の 相 似 性 が 失 わ れ る こ とが 大 き く 影 響 して い

る.従 っ て,こ の よ うな ル ー プの 相 似 性 の 喪 失 が,図7.6の よ うな 分 岐 を 生 じ る

'た め の1
っ の 要 因 とな っ て い る と考 え られ る,図6.56の ζ(x)特 性(式(6・26)・

(6.29)の 分 布 関 数)を 用 い てh=1と した場 合 の 振 幅 特 性 曲線(図6・57)に お

い て,図7.6の よ う な 分 岐 が 生 じ て い な い の は,ル ー プ の 相 似 性 が 保 たれ て い る

た め で あ る と考 え られ る,

7,2周 期 解 の 集 合

前 章 まで は,図3.5(a)に 示 す 磁 化 状 態 を 仮 定 して 解 曲 線 を 求 め て き た・ しか

し,こ の よ うな 仮 定 の 下 で は,前 節 で 見 た よ う な 周 期 解 の 集 合 の 中 の 一 部 の 周 期

解 しか 得 られ な い.本 節 で は,図3.5(a)の 磁 化 状 態 以 外 に も,様 々 な 磁 化 状 態

を 仮 定 して 周 期 解 を 求 め る こ と に よ り,周 期 解 の 集 合 の 性 質 を 調 べ る こ と にす る.

7.2.1周 期 解 の 存 在 範 囲

ま ず,図3.7(a),(b)の よ う に,領 域DOが 全 て 負 ま た は 正 に 磁 化 さ れ て い る

状 態 を 仮 定 す る.図3.7(a)お よ び(b)の 磁 化 状 態 を 仮 定 し て 周 期 解 を 求 め る と,

図7.7の ル ー プ(一)お よ び ル ー プ(+)の よ う に,メ ジ ャ ー ル ー プ の 上 昇 曲 線 お よ

び 下 降 曲 線 に 接 す るx一 ζ ル ー プ が 得 ら れ る.こ こ で は,図3.7(a)お よ び(b)

の 磁 化 状 態 を 仮 定 し て 周 期 解 を 求 め る こ と に よ り 得 られ る 特 性 曲 線 を,そ れ ぞ れ,

特 性 曲 線(一)お よ び 特 性 曲 線(+)と 呼 ぷ こ と に す る.こ れ に 対 し て,こ れ ま で の

よ う に,図3.5(a)の 磁 化 状 態 を 仮 定 し て 得 ら れ る 特 性 曲 線 を,特 性 曲 線(0)と

呼 ぶ こ と に す る.た だ し,ル ー プ が 飽 和 部 に 達 す る 場 合,す な わ ち,

ηmax≧ ηs,ま た は,ηmin≦ 一 ηs(7.1)

と な る 場 合 に は,領 域D。 は 存 在 しな い の で 特 性 曲 線(+).(0),(一)の 区 別 は な く

な る.周 期 解 の 安 定 性 に っ い て は,3.5節 と 同 様 に 考 え て,図3.7(a)の 磁 化

状 態 を 仮 定 す る と き に は,

① ∂D[1,0]/∂ ηu,o]:(η 。=ηm。.,一 ηs≦ η.≦ ηma.)

(7.2)
∂D[2,0]/∂ η[2,0]3(ηmh≦ ηu≦ ηmax,ηv=ηmin)
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② ∂D【1,0】/∂ η11,0]:(η ・=ηm・ ・,η 副 ・≦ η ・≦ η 鵬 、)(7
.3)

∂D〔2,0】/∂ η 【2,01=(η 耐n≦ ηu≦ ηmax,ηv=ηmln)

の2種 類 の 境 界(図7.8(a)(b))を 仮 定 し た 場 合 に つ い て,ま た,図3.7(b)

の 磁 化 状 態 を 仮 定 す る 場 合 に は,

① ∂Dl1,0⊃/∂ η 〔1,01=(η 。=η 。a、,η 。1.≦ η.≦ η 。。、)
(7。4)

∂D【2,0】/∂ η 【2,0】:(η 耐n≦ η 巳≦ ηs,ηv=ηmln)

② ∂D【1,01/∂ η 目,。]3(η 。=ηma.,η 。1。≦ η.≦ η 。。.)(
7.5)

∂Dl2,Q]/∂ η 【2,0]:(?mln≦ ηu≦ ηmax,ηv=ηmLn)

の2種 類 の 境 界(図7.8(c)(d))を 仮 定 し た 場 合 に っ い て,そ れ ぞ れ 判 別 を 行

う こ と に す る(こ こ で も,①,② の 境 界 線 分 を 仮 定 す る 判 別 の 方 法 を,そ れ ぞ れ,

判 別 法 ①,判 別 法 ② と 呼 ぶ こ と に す る).

ま ず,式(6.14)の 並 列 共 振 回 路 に お い て,

k=0.1,レ=1,h=1,2(心 線 特 性1)Bo=0(7.6)

と し た 場 合 の 振 幅 特 性 曲 線(+),(0),(一)を,図7.9(a)(b)(h=1),図7.

10(a)(b)(h=2)に 示 す.た だ し,そ れ ぞ れ,Bの 変 化 に 対 す る,

(a)Xl1,0】(xの 最 大 値)の 変 化

(b)x【2,0](xの 最 小 値)の 変 化

を 示 し て い る,式(7.6)の 条 件 下 で は,前 節 で も 述 べ た よ う に,周 期 解 の 作 るx一

ζ ル ー プ は 上 昇 曲 線 に 接 す る 位 置 か ら 下 降 曲 線 に 接 す る 位 置 ま で の 範 囲 に 存 在 す

る.従 っ て,図7.7か ら 分 か る よ う に,図7.9,図7.10の 特 性 曲 線(+)は,

様 々 な 周 期 解 の 作 るX一 ζ ル ー プ に お け るXの 最 大 値(X【1,0])と 最 小 値(X【2,Q】)

の 上 限 を 示 し,特 性 曲 線(一)は,Xの 最 大 値(X【1,0】)と 最 小 値(X【2,0〕)の 下 限

を 示 して い る.

次 に,図7.11(a)～(h)に,h=3(心 線 特 性1)と し た 場 合 の 振 幅 特 性 曲

線(+),(0),(一)を 示 す.た だ し,

図7.11(a)(b)は,振 幅 特 性(+),図7.11(c)(d)は,振 幅 特 性(一)

図7.11(e)～(h)は,振 幅 特 性(+)(0)(一)

を 示 す.こ の 場 台,特 性 曲 線(+)と(一)を 一 見 し た だ け で は,X【1,0](Xの 最 大

値)の 存 在 範 囲 な ど が 分 か り に く い.そ こ で,次 項 で は,図3.7(a)(b)以 外 に

も 磁 化 状 態 を 仮 定 し て 周 期 解 を 求 め,x一 ζ ル ー プ の 存 在 範 囲 を 調 べ る こ と に す

る,
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7.2.2周 期 解 の 分 布

ま ず,図7.12(a)(b),図7.13(a)(b)に 示 す2っ の 磁 化 状 態 を 仮 定 す

る.こ こ で は,そ れ ぞ れ の 磁 化 状 態 を,図 に 示 し た ηBの 値 を 用 い て 表 す こ と に す

る,た だ し,

ηB≧0の 場 合 は 図7.12の 磁 化 状 態

ηB≦0の 場 合 は 図7.13の 磁 化 状 態

を 表 す も の と す る.ηBの 値 を 変 え る こ と に よ り,領 域D。+に お け る 積 分 値d'

(式(3.33))を,式(3.32),(3.30)の 範 囲 で 任 意 の 値 に 定 め る こ と が で き る ・ 従 っ

て,ηBを,一 ηs≦ ηB≦ ηsの 範 囲 で 変 化 さ せ る こ と に よ り,(領 域Doの 磁 化 状

態 の 違 い を 除 い て)周 期 解 の 集 合 を 全 て 求 め る こ と が で き る.図7.12(b),図

7.13(b)か ら 分 か る よ う に,

ηn,o〕 ≧ 〃B≧0,ま た は,η[2,0]≦ ηB≦0(7.7)

の 場 合 に は,磁 化 状 態 が 図3.5(a)の 場 合 と 等 し く な り,従 っ て,特 性 曲 線 は 特

性 曲 線(0)と 等 し く な る.式(7.7)が 満 た さ れ る 場 合 に は 図3.5(a)の 磁 化 状 態

を 仮 定 す る 場 合 と 同 様 に 安 定 性 を 判 別 し(3.5節 参 照),ま た,式(7.7)が 満 た

さ れ な い 場 合 に っ い て は,ηB≧0の 場 合 は,

① ∂D[1,。 〕/∂ η[1,0〕3(η 。=η 。。.,ηmi。 ≦ η.≦ ηm。.)

(7.8)

∂D[2,0]/∂ η[2,0】3(ηmin≦ ηu≦ ηB,ηv=ηmin)

② ∂D〔1,0〕/∂ η[1,。]3(η 。=ηm。.,ηm1。 ≦ η.≦ ηm。.)

(7.9)

∂D[2,0]/∂ η 〔2,0]:(ηmln≦ ηu≦ ηmax,ηv=ηmin)

の2種 類 の 境 界(図7.14(a)(b))を 仮 定 し た 場 合 に っ い て,ま た,ηB≦0

の 場 合 は,

① ∂D[1,ω/∂ η 〔1,0]=(η 。=ηm。 、,ηB≦ η.≦ ηma.)

(7.10)∂D

[2,Q]/∂ η[2,0〕3(ηmin≦ η"≦ ηmax,ηv=ηmin)

② ∂D〔1,0]/∂ η[1,。 ユ:(η 。=ηm。.,ηm1。 ≦ η.≦ ηm。.)

(7.11)∂D

[2,0]/∂ η[2,0]3(ηmh≦ ηu≦ ηmax,ηv=ηmln)

の2種 類 の 境 界(図7.14(c)(d))を 仮 定 し た 場 合 に っ い て,そ れ ぞ れ 安 定 性

を 判 別 す る こ と に す る(こ こ で も,①,② の 境 界 線 分 を 仮 定 す る 判 別 の 方 法 を,

そ れ ぞ れ,判 別 法 ①,判 別 法 ② と 呼 ぶ こ と に す る),図7.15に,

h=1,k=0.1,ソ=1,Bo=0,ηB=0,±0.5,±1

と し た 場 合 の 振 幅 特 性 を 示 し.ま た,図7.16に,
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hニ2(心 線 特 性1),k=0.1,レ=1,B。=0,

η βニ0,±0.2,±0.4,±0.6,±0.8,±1

と し た 場 合 の 振 幅 特 性 を 示 し,さ ら に,図7.17(a)(b)に,

hニ3(心 線 特 性1),k=0.1,ソ=1,B。=0,

η5ニ0,±0.2,±0.4,±0.6,±0.7,±0.8,±0.9,±1

と し た 場 合 の 振 幅 特 性 を 示 す.た だ し,ηB=1,0,-1と し た 場 合 の 特 性 曲 線 は ・

特 性 曲 線(+),(0),(一)と そ れ ぞ れ 等 し い.図7.17を 見 る と,h=3で は,特

性 曲 線(+)と(一)に 挟 ま れ た 領 域 の 中 に,特 性 曲 線 が 存 在 し な い 部 分 領 域 が あ る

こ と が 分 か る.ま た,図7.17(a)を 見 る と,判 別 法 ① を 用 い た 場 合 に は,特 性

曲 線(0)の 一 部 が,周 期 解 が 安 定 な 領 域 と 不 安 定 な 領 域 と の 境 界 線 と な っ て い る

こ と が 分 か る.

次 に,図7.18(a)(b),図7.19(a)(b)に 示 す2っ の 磁 化 状 態 を 仮 定 し

た 場 合 に つ い て,特 性 曲 線 を 求 め る.こ こ で は,そ れ ぞ れ の 磁 化 状 態 を,図 に 示

し た η ガ,ηB"の 値 を 使 っ て 表 す こ と に す る,こ の 場 合 も,ηB7あ る い は ηB"の

値 を 変 化 さ せ る こ と に よ り,領 域Do+に お け る 積 分 値d'(式(3.33))を,式(3.

32),(3.30)の 範 囲 で 任 意 の 値 に 定 め る こ とが で き る.従 っ て,η ガ あ る い は ηB"

を,一 ηs～ η5の 範 囲 で 変 化 さ せ る こ と に よ り,(領 域Doの 磁 化 状 態 の 違 い を 除

い て)周 期 解 の 集 合 を 全 て 求 め る こ と が で き る,図7.18(b)か ら分 か る よ う に,

η1三,o】 〉 ηB・(7.12)

の 場 合 に は,磁 化 状 態 が 図3.7(a)の 場 合 と 等 し く な り,従 っ て,得 ら れ る 特 性

曲 線 は 特 性 曲 線(一)と 等 し くな る.ま た,図7,19(b)か ら 分 か る よ う に,

η 〔2,0」 〈 ηB・・(7.13)

の 場 合 に は,磁 化 状 態 が 図3.7(b)の 場 合 と 等 し く な り,従 っ て,得 ら れ る 特 性

曲 線 は 特 性 曲 線(+)と 等 し くな る.式(7.12)あ る い は 式(7.13)が 満 た さ れ る 場 合

に は そ れ ぞ れ 図3。7(a),(b)の 磁 化 状 態 を 仮 定 す る 場 合 と 同 様 に 安 定 性 を 判 別

し(7.2.1項 参 照),ま た,式(7.12),(7.13)が 満 た さ れ な い 場 合 に つ い て は,

図7.18(a)の 磁 化 状 態 を 仮 定 す る 場 合 に っ い て は,

① ∂D〔1,。 】/∂ η 口,Q〕:(η 。=ηm。.,ηmh≦ η.≦ ηm。.)

(7.14)
∂D【2,0〕/∂ η 【2,0】:(ηmln≦ ηu≦ ηB',ηvニ ηmln)

② ∂D〔1,0⊃/∂ η 口,り 三:(η11ニ ηm。 。,η 。h≦ η.≦ η 。。.)

(7.15)
∂Dに,の/∂ η に,}ユ:(η 凧in≦ ηu≦ ηmax,ηvニ ηmin)

の2種 類 の 境 界(図7.20(a)(b))を 仮 定 し た 場 合 に つ い て,ま た,図7.
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19(a)の 磁 化 状 態 を 仮 定 す る 場 合 に っ い て は,

① ∂D[1,。]/∂ η[1,0〕:(ηII=ηm。,,ηB"≦ ηv≦ ηm。 。)

∂D[2,0〕/∂ η[2,0ユ:(ηmh≦ ηu≦ ηmax,ηv=ηmh)

② ∂D口,o]/∂ η[1,0】:(η,1=ηmax,ηmln≦ ηv≦ ηmax)

∂D[2,0ユ/∂ η 【2,0]3(ηmh≦ ηu≦ ηma×,ηv=ηmln)

(7.16)

(7.17)

の2種 類 の 境 界(図7.21(a)(b))を 仮 定 し た 場 合 に つ い て,そ れ ぞ れ 安 定 性

を 判 別 す る こ と に す る(こ こ で も,①,② の 境 界 線 分 を 仮 定 す る 判 別 の 方 法 を,

そ れ ぞ れ,判 別 法 ①,判 別 法 ② と 呼 ぶ こ と に す る),図7.22(a)(b)に,

h=3(心 線 特 性1),k=0.1,ソ=1,Bo=0,

ηB,==0,0.2,0.4,0.6,0.7,1,ηB,,=0,-0.2,-0.4,-0.6,-0.7,-1

と し た 場 合 の 振 幅 特 性 を,そ れ ぞ れ 示 す.た だ し,ηB'=1,ηB"=-1と し た 場 合

の 特 性 曲 線 は,特 性 曲 線(+),(一)と そ れ ぞ れ 等 し い.ま た,図7.22の 特 性 曲

線 と 特 性 曲 線(0)を 重 ね て 描 い た 図 を 図7.23(a)(b)に 示 す.図7.23(a)

を 見 る と,図7.18,図7.19の 磁 化 状 態 を 仮 定 し て,判 別 法 ① を 用 い て 安 定

判 別 を 行 っ た 場 合 に は,他 の 場 合(図7、17,図7.22(b))と 比 較 し て 不 安

定 解 の 存 在 範 囲 が 大 き い こ と が 分 か る,

先 に 述 べ た よ う に,ηB,ηB',ηB"を 一 ηs～ ηsの 範 囲 で 変 化 さ せ る こ と に よ

り,領 域Doの 磁 化 状 態 の 違 い を 除 い て,周 期 解 の 集 合 を 全 て を 求 め る こ と が で き

る.し か し.領 域Doの 磁 化 状 態 が 違 え ば 周 期 解 の 安 定 性 が 異 な る た め,全 て の 周

期 解 の 安 定 性 に っ い て は 知 る こ と が で き な い,し か し,図7.17,図7.22に

よ う に,判 別 法 に よ っ て 判 別 結 果 が 異 な る 場 合 に お い て も,図 か ら あ る 程 度,全

て の 周 期 解 の 安 定 性 に っ い て 見 当 を っ け る こ と が で き る と 考 え ら れ る,例 え ば,

h=3(心 線 特 性1),k=0.1,ソ=1,Bo=0

の 場 合,図7.17,図7.22な ど か ら,特 性 曲 線(+)と(一)に 挟 ま れ た 領 域 は,

大 体,図7.24に 示 す よ う に,

S;周 期 解 が 安 定 な 領 域

U:周 期 解 が 不 安 定 な 領 域

SU:Doの 磁 化 状 態 に よ っ て,安 定 性 が 異 な る 領 域

Nl周 期 解 が 存 在 しな い 領 域

の4種 の 部 分 領 域 に 分 割 さ れ る も の と 推 測 す る こ とが で き る.
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第8章2個 の ヒ ス テ リ シ ス 素 子 を 含 む

強 制 振 動 系 に お け る 分 岐

8.1系 の 状 態 方 程 式 と変 分 方 程 式

8。1.1状 態 方 程 式

本 章 で は,2個 の ヒス テ リシ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 を 取 り扱 う.2個 の ヒ ス

テ リシ ス 素 子 の 間 に,相 互 誘 導 に 類 す る 相 互 作 用 は 働 か な い も の と して,系 の 状

態 方程 式 は,

訣[ヨ=[li懲 三/+〔1;:ヨじ::到:む
D

た だ し,

t:時 刻,(x1,x2,y)∈(R ,R,Rn-2):状 態 変 数 ベ ク ト ル

f1:R×R×R×Rn-2→R,f23R×R×R×Rn}2→R

g:R×R×R×R"-1→R"-2

(a11,a12,b1)∈(R,R,Rn-2):定 数 ベ ク トル

(a21,a22,b2)∈(R,R,Rn曜2):定 数 ベ ク ト ル

で 与 え ら れ る と す る.こ こ で,f1,f2,gはtに 関 し て 周 期Tの 周 期 関 数 で あ

る と し,ま た,η1(X1),η2(X2)は,そ れ ぞ れ,ヒ ス テ リ シ ス 関 数

xユ=H1(η ・),x2ニH2(η2)(8.2)

の 逆 関 数 で 与 え ら れ る も の と す る.以 後,表 記 の 便 宜 の た め,

x=[ヨ ・f(t・x)ニ[ii疑三;翻 ・

(8.3)

a・=〔1ヨ ・a好 闇(x・f・a1・a・ ∈朗

と し て,式(8.1)を,

dx/dt=f(t,x)十a1η1(x1)十a2η2(x2)(8.4)

と も 書 く こ と に す る.

解 析 を 数 値 的 に 行 う た め に,周 期Tを 分 割 し。 状 態 方 程 式(8.4)を 離 散 化 す る.

周 期 解(X1(t),X2(t),y(t))に つ い て,
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η2[2,0]=H21-1(x2[2,0])

(}111(x),H21(x):H1(x),H2(x)の 初 期 磁 化 特 性)

を 仮 定 す る.こ の と き,η1[ユ,P](p=1,…,N-1)は,

η1口.P]=H1[1,,]一 ユ(X1[1,,ユ1η1[1,。],…,η1【1,,.13)

t〔1,。 ユ=η1(x1)が 最 大 と な る 時 刻

t〔2・ 。]=η2(x2)が 最 大 と な る 時 刻

t[3・o〕3η1(x1)が 最 小 と な る 時 刻

t【4,。 ユ=η2(x2)が 最 小 と な る 時 刻

と お く.こ こ で は,

t[1・o】<t[2,◎1<t[3,0]<t[4,0ユ<t〔1,01十T(8.5)

を 仮 定 し,1周 期 を 図8.1の よ う に4っ の 区 間 に 分 割 す る.説 明 を 簡 単 に す る た

め に,こ の4区 間 を そ れ ぞ れN等 分 し てEuler法 を 用 い て 積 分 を 行 う こ と に す る と,

式(8.4)か ら,

x[,,,+1]=x[,,。]+△t,(f[,,。]+a1η1[,,。 ユ+a2η2[,,。 コ)

(8.6)

(p=0,1,。 ・・,N-1)

た だ し,

△tq=(t【q+bo〕-t[q,oユ)/N(q=1,2,3)

(8.7)

△t4=(t[1,01十T-t[4,0〕)/N

ま た,

t[q,P]=t[q,oコ 十P△tq,f[q,P1=f(t〔q,P〕,X[q,P〕)

(8.8)

η1〔q,p】=η1(X1[q,p]),η2[q,pユ=η2(X2[q,p〕)(q=1,2,3,4)

が 得 ら れ る.

説 明 が 煩 雑 と な る こ と を 避 け る た め,こ こ で は,

1η11(X1[1,0〕)1≧1η11(X1[3,0〕)1

(8.9)

1η21(X2[2,0])i≧1η21(X2〔4,0〕)1

で あ る 場 合 に つ い て の み 説 明 す る.こ の 場 合 も,第3章 と 同 様 に,

η1〔1,0]ニHII-1(x1〔1,0])

(8.10)

(8.11)

と 表 さ れ る ・ ま た,η1[2,円 は,区 間1に お け る η1の 履 歴 の 影 響 を 受 け,

ηi[2,,]=H1[2,・]-1(Xユ[2,,]1η1[1,。],η 、[2,。],…,η ユ[2,。.1])

(8.12)

と 表 さ れ る ・ 同 様 に,η1[3,円 は,区 間1に お け る η1の 履 歴 の 影 響 を 受 け る が,

仮 定 よ り,
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η1【3,0〕 〈 η112,p】<η111,0】(p=0,…,N-1)(8。13)

で あ る の で,プ ラ イ ザ ッ ハ モ デ ル の 原 理 に よ り 区 間2に お け る η1の 履 歴 を 考 慮 す

る 必 要 は な い の で,

η1B,,」=HH3,。 ジ 重(X113,。 】 畳 η11h。bη 、`3,・ 】,…,η1【3,。-n)(

8.14)

と 表 さ れ る.同 様 に,η!【4,円 は,η111,0】 お よ び η!B,。 】の 履 歴 の 影 響 を 受 け,

η 、14,。 コ=H、 【4,。 ⊃-1(x、14,,】1η 、1、,ohηH3,0〕,η114,。b…,η 、14,。 一・】)

(8.15)

と 表 さ れ る,η2【 。,円 に っ い て も 同 様 に,

η212,pコ=H2【2,p】-1(x212,p】1η2【2,0b…,η212,p-11)(8.16)

η2〔3,,]ニH2【3,。 ⊃-1(X2B,。 】1η2【2,。 】,η2【3,。 ⊃,…,η2〔3,,.1】)

(8.17)

η 二 隅,,〕=H2【4,。]-1(X2i4,。 】1η212川,η214,0⊃,…,η214,。 ¶)

(8.18)

η2lb。 】ニH2lLP】 一1(x2`1,。11η2【2,0】,η214,0コ,η2lbo】,…,η2Ib。.、1)

(p==0,…,N-1)(8.19)

と 表 さ れ る.

8.1.2変 分 方 程 式

状 態 方 程 式(8.6)をxl1,0】 で 微 分 す る と,x【1,0}に 関 す る 第1変 分 方 程 式

∂…羨r著 討] =(・+△t・ 暮斐il::i)謙:1;

(8.20)

∂ η11。,。 〕 ∂ η2【,,。 〕十
a1△tq 十a2△tq∂

xI1,0】 ∂X【1,0⊃

(q=1,2,3,4,pニ1,…,N-1)

が 得 ら れ る.た だ し,出 発 点 は,

書菱ll:1;一 ・ 綴i!:1;=・(q=2・3・4)(8.21)

で あ る,こ こ で,式(8.11),(8.12),(8.14)～(8.19)よ り,

Xユi、,。]ニH1【 二,円(ηH、,。 エ1η1【1,0】,…,ηHL。.n)

X、12,。]ニH1【2,。](η112,。 日 η 、Ib。 〕,η112,。 】,・ ・㌧ ηH2,P-、])

X、B,。 】 ニH1【3,。](η 、B,。jiη1Ib・ 】,η 、B,。 】,…,η1【3,。.、 】)

x1満,口=11H、,、 〕(ηH・,、 日 η111朔,ηH3,◎bη 亘 亘、 朔,…,η11。,,-1エ)

(8.22)
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X2【1,,]=H、 、1,,,(η2【1,,,1η2、2,。],η 、 、4,。 ユ,η2口,。],…,η2,1,P-1・)

(q=2,3,4)

)

(q=1,2,3,4)

(8.25)

が 得 ら れ る.

他 のx【,,oユ(q=2,3,4)な ど に つ い て の 第1変 分 方 程 式 も 同 様 に し て 得 ら れ

る.ま た,状 態 方 程 式(8.6)の 第2変 分 方 程 式 も,第1変 分 方 程 式 か ら 同 様 に し て

得 る こ と が で き る,

X2【2,,]=H2「2,,〕(η2【2,,ユ1η2【2,0〕,…,η2【2,,.ユ コ)

(8.23)

x2【3,P〕=H2{3,P〕(η2【3,P]1η2【2,0],η2【3,0],・ 鱒,η2【3,P一 ユ])

X214,,1=H2【4,。1(η2【4,,]1η212,0〕,η2【4,。 〕,…,η214,。.1】)

で あ る か ら,こ れ ら をx【1,0,で 微 分 し て,

∂x1・1…
。 を ∂H1・1… ∂ η1・ ・…

∂x【bo]1.O∂ η1【1,i] ∂Xロ,O〕

∂x・ ・・…
=∂H-・ ・∂ η1・1・ 。・+を ∂H-・ ・∂ η 一 ・・

(qニ2,3.4)∂X【 ユ,O] ∂ ηH1,0] ∂x【1,0]∂Xl1,ωi。O ∂ ηHq,1〕

∂X・ ・2…
.含 ∂H・ ・…,∂ η … 川

(q=1,2,3,4)(8.24)∂X【1,0]1.。 ∂ η2【q川 ∂Xli,01

よ っ て,

総}ll〕=∂H÷,,(∂x1・1・ ・ユーPi自1∂H-・ ・ ∂ ηH-∂X【1,0]1=O∂η1口,i]∂X【1,0〕)

∂ η1【1,P]

書籍;]・ ∂H÷,,(雪 謡{lllL塞 号}i!:1;∂設i:li
∂ η ユ 【,,,]

一嵩1琴i旨:胃 ∂畿1:1;)

霧曼儲 コ=∂H、 龍,,,(畿}lllL凄1募lil:li∂ 畿:li
∂ η2h,P]

8.2定 常 解 析 の 方 法

8.2.1周 期 解 の 求 解

周 期 解 は,未 知 数,
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Z=

X【1,0】

X[2,0】

XB,O】

x【4,0】

t[1,0〕

t【2,0】

t[3,0」

t[4,01

(∈R・,m=4(n+1))

(8.26)

に対 す る 方 程 式,

F(z)=

X【1,0]一)《[4,N】

X【2,0〕-X〔1,N〕

X【3,0〕-X【2,N]

X【4,0コ ーX〔3,N】

fH1,0】 十a11η1〔1,0】 十a21η2【bω

f2[2,0i十a12η1【2,0】 十a22η2【2,01

f1[3,0】 十a11η1B,ω 十a21η2【3,0】

f2[4,0】 十a12η1図,o】 十a22η2〔4,Q1

ニ0

(8.27)

を 解 く こ と に よ り 求 め ら れ る.た だ し,方 程 式(8.27)の 第1,2,3,4式 は,

x[1,。 】がPoincar6写 像 の 不 動 点 と な る た め の 条 件 式 で あ り,ま た,第5,7式 は,

時 点t〔hQLtB,。]に お い てx1が 極 値 を と る た め の 条 件 式 で あ り,第6,8式 は,

時 点t[2,0bt〔4,Q]に お い てx2が 極 値 を と る た め の 条 件 式 で あ る.

方 程 式(8.27)の,x【 。,N1(q=1,2,3,4)は,状 態 方 程 式(8.6)の 計 算 を,初 期

値(X〔 。,03,t【 。,O」)か ら 出 発 し て,そ れ ぞ れp=0,…,N-1に っ い て 順 に 行 う こ

と に よ り 得 ら れ る.た だ し,式(8.6),(8.7),(8.11),(8.19)よ り,xu,N】 は,

X口,O】,tI1,0〕,t`2,。 】の み な ら ず,η2[2,0】,η2〔4,0エ の 関 数 で も あ る の で,

x[1・N]=xI1・N](x〔1・obt[1・o}・t[2・o】,η2〔2,0」,η2【4,0】)(8.28)

と 表 さ れ る.同 様 に,式(8.6),(8.7),(8。12),(8.14)～(8.18)よ り,

x〔 こ,N]=x〔2,N3(x〔2,0〕,t[2,Q],tB,o〕,η1口,o])(8.29)

xB,N}ニxB,N】(x[3,0],t[3,0】,t【4,0hη1〔1,Q],η2[2,03)(8.30)

X〔4,N】 ニX〔4,N](X【4,0〕,t[4,0ht[1,0】,η1臼,0】,η2【2,0bη1[3,0])

(8.31)

と 表 さ れ る,
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FのJacobian行 列 の 計 算 は,変 分 方 程 式(8.20)な ど を 利 用 して 得 る こ と が で き

る,

8.2.2周 期 解 の 安 定 判 別

式(8.19)や 式(8.28)は,η2口,,]やx[1,,]が,区 間1よ り も'前 の 区 間'で あ

る,区 間2の η2【2,。]お よ び 区 間4の η214,0]の 影 響 を 受 け る こ と を 表 し て い る ・

こ の よ う な 区 間 の 前 後 関 係 を,式(8.28)～(8.31)に っ い て 明 確 に 書 く と,

X【4r+1,N]=Xl4r+1,N⊃(X【4.+1,0〕,t【4r+1,0〕,t【4r+2,0]

,η2【4.-2,。],η2【4.,。 〕)

X【4r+2,N]=X【4r+2,N](X【4r+2,0],t【4r+2,0bt[4r+3,0hη114r+1,0〕)

X【4r+3,N]=X【4r+3,N](X【4r+3,0〕,t【4r+3,0],t【4r+4,0]

(8.32)

,η ユ[4嗣,Oユ,η2【4,+2,Qコ)

X【4r+4,N〕=X【4r+4,N](X【4r+4,0],t[4r+4,0ht〔4r+5,0]

,η ユ 【4,+1,。],η2[4,+2,。],ηH4.+3,。 〕)

の よ う に 表 さ れ る.た だ し,系 列x【 。,。]は 周 期 解 で あ る の で,

t【4.+」,P〕=t【 」,P]十rT,x【4r+j,P]=x(t【4r+J,P])=xu,P]

(8.33)

(j=1,2,3,4,p=0,…,N-1,r=0,L…)

で あ る,こ こ で,Xが 周 期 解 の 系 列X【q,。]か ら,

X【q,P]→X【q,p」 十 δX【q,P〕

の よ う に 微 小 変 化 し た と す る と,こ の 微 小 変 化 の 系 列 δX[。,。](p=1,…,N-1,

q=1,2,…)に っ い て,式(8.32),(8.33)よ り,

δx【4r+1,Nユ=Aiδxl4r+1,0ユ 十C14δx【4r,o]十C12δx[4r-2,0〕

δXl4r+2,N]=A2δx【4r+2,0]十B21δx【4r+1,0]

(8.34)

δx【4r+3,N〕=A3δx[4r+3,0]十C32δx〔4r+2,0]十B31δx[4,+ユ,o]

δx【4r+4,N]=A4δx【4r+4,0]十B43δx[4r+3,0〕 十C42δx[4,+2,0]

十B41δx〔4r+1,0〕

た だ し,

∂x【,,N]∂ η1【 。,o⊃∂x【q,N]

,Bqs=Aq= ∂ η
i[s,○ 】 ∂X【8,0]∂X【q,0]

(8.35)∂

x[,,Nユ ∂ η2【,,。]

,Cqs= ∂
η2【s,o]∂x〔s,o](q,s=1,2,3,4)

が 成 り 立 っ,こ こ で,
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d,q… ≡ δxIq,o】 ニ δx【q-1,N】

と お く と,式(8.34),(8.36)よ り,qに 関 す る 漸 化 式,

d4.+2=Ald4.+1十C14d4.十C12d4.-2

d4r+3ニA2d4r+2十IB21d4r+1

d4r+4=A3d4r+3十C32d4r+2十B31d4r+1

通4.+5=A4d4r+4十B43d4.+3十C42d4r+2十 脇41d4r+1

が 得 ら れ る.式(8.37)よ り,

d4.+2ニAld4τ+1十C零d4r-2十E*d4.-3

d4r+5ニA*d4r+2十 呂 零d4r+1

た だ し,

A*ニA4(A3A2十C32)十B43A2十C42

】B、鄭=A4(A3B21十B31)十1B43B21十B41

C3=C14(A3A2十C32)十C12,E零=C14(A31B21十B31)

が 得 ら れ,式(8.38)よ り,

〔1::::〕 〔All:+E.A、 食:+C〕 〔1::::〕

が 得 ら れ る,式(8.40)よ り,行 列,

〔All:+E∵:+C〕

(8.36)

(8.37)

(8.38)

(8.39)

(8.40)

(8,41)

固 有 値 か ら 周 期 解 の 安 定 性 を 判 別 す る,す な わ ち,こ の 固 有 値 の 絶 対 値 が 全 て1

未 満 で あ れ ば 周 期 解 は 安 定.絶 対 値 が1を 越 え る 固 有 値 が 存 在 す れ ば 周 期 解 は 不

安 定 と 判 別 す る.

た だ し,こ の 場 合 も,ヒ ス テ リ シ ス 素 子 が1個 の 場 合(3.5節)と 同 様 に,

① ∂D111,0】/∂ η1【1,0】:(η1。=η1m。.,一 η1皿 。.≦ η1.≦ η1。 。.)

∂D1【3,0〕/∂ η1【3,ω:(η1m五n≦ η1u≦ η1max,η1v=η1mln)

(8.42)

∂D2τ2,0〕/∂ η212,0⊃:(η2uニ η2皿a、,一 η2max≦ η2v≦ η2max)

∂D2正4,0】/∂ η2【4,ω 言(η2m1n≦ η2u≦ η2max,η2v=η2mh)

② ∂D川,o】/∂ ηH1,ω:(η1。 ニ η1max,η1mh≦ η1.≦ η1皿 。.)

∂D113,0〕/∂ η113,0]:(η1mln≦ η1u≦ η1max,η1v=η1mh)

(8.43)

∂D2【2,0】/∂ η212,0〕:(η2u=η2max,η2m1n≦ η2v≦ η2囮ax)

∂D2f4,ω/∂ η2[4,(・ 】:(η2m三n≦ η2u≦ η2阻^,η2vニ η2臨h)

た だ し,
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η1m・ ・,η1耐 ・:η1(X1)の 最 大 値,最 小 値

η2m… η2mh:η2(X2)の 最 大 値,最 小 値

の2種 類 の 境 界 線 分(図8.2(a)(b))を 仮 定 し た 場 合 に つ い て,あ る い は,こ

れ に 加 え て,

③ ∂D1【1,。]/∂ η1〔1,δ 】:(η1。=η1m。 、,一 η1m。.≦ η1.≦ η1m。.)

∂D1[3,0,/∂ η1〔3,0〕2(η1mln≦ η1u≦ η1maX,η1v=ηimln)

(8.44)

∂D2【2,0,/∂ づ72[2,0]3(η2u=η2max,η2mln≦ η2v≦ η2max)

∂D2[4,0]/∂ η2[4,0]3(η2mln≦ η2u≦ η2、maX,η2v=η2min)

④ ∂D1[1,0】/∂ η1[ユ,○]:(η1。=η1m。.,η1mi。 ≦ η1.≦ η1m。.)

∂D1[3,0,/∂ η1〔3,013(η1miη ≦ η エu≦ η ユmax,η1v=η1伽h)

(8.45)

∂D2[2,0]/∂ η2[2,0〕:(η2u=η2max,一 η2max≦ η2v≦ η2max)

∂D2[4,0⊃/∂ η2[4,0]:(η2mln≦ η2u≦ η2max,η2v=η2min)

を 仮 定 し た,そ れ ぞ れ の 場 合 に っ い て 上 記 の 安 定 判 別 を 行 う も の と す る(こ こ で

も,① ～ ④ の 境 界 線 分 を 仮 定 す る 判 別 の 方 法 を,そ れ ぞ れ,判 別 法 ①,…,判 別

法 ④ と 呼 ぶ こ と に す る).

8.2.3周 期 解 の 分 岐 と 安 定 性 の 変 化

第4章 と 同 様 に,式(8.27)のF(z)に 対 し て,解 曲 線,

F(へZ)=F(z;α)=0(α ∈R:系 の パ ラ メ ー タ)(8.46)

た だ し,

乞 七 〕(∈R・ ・1,m・4n+4)

(8.47)

を 定 義 す る.本 節 で は,解 曲 線(8.46)に 現 れ る 単 純 特 異 点 の 前 後 に お け る,周 期

解 の 安 定 性 の 変 化 に っ い て 述 べ る,

第4章 と 同 様 に,

∂F)△
。≡det( ∂

z(8 .48)

雪夏=閣
_

た だ し,
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F1(z)=

X口,Q]-X【4,N】

X【2,0】-X【1,N】

X〔3,0」-X[2,N]

X[4,Q]-X〔3,N]

(∈R4n)

(8.50)

F2(z)ニ

f1[1,0ユ 十a11η1〔1,01十a21η2[1,0}

f2[2,0】 十a12η1[2,ω 十a22η2【2,0]

fH3,0〕 十a11η1[3,Q1十a21η2[3,0]

f2[4,0〕 十a12η1[4,0]十a22η2[4,0〕

((R4)

とお く.4.2節 と同 様 に,式(8.4)を 時 間 に 関 して 離 散 化 す る 際 に生 じ る 誤 差 が

十分 に小 さ い と し て,

∂Fl
rank()=rank( ∂

z

Eユ
氷

1

1

1

ま

　

ユ

　

つ　

付

B

A

B

詠

(

一

一

一

　

る

ー

すと

(

つ

就

立

d=

り

x

成

△

が

0

丑

皿

0

〔(就d=

1-B41

-A1

-B21

-B31

2参 照),

-C42

1-C12

-A2

-C32

一C42-B43

1-C120

-A2皿

一C32-A3

ま た 乳

34.

3

B

O

丑

A

一A4

-C14

0

且

)

〕一〔AIB,+E,AIA、+C〕)

4

　

　

A

C

O

皿

)

(8.51)

(8.52)

と お く,式(8.41)の 行 列 の 固 有 値 を μ1(i=1,…,2n)と お く と,

　　

△ ・=π(1一 μ ・)(8
.53)

が 成 り 立 っ.た だ し,周 期 解 を 求 め る 際 に は 式(8.42)の 境 界 線 分 を 仮 定 す る の で,

こ こ で は,安 定 判 別 の 際 に も 式(8.42)の 境 界 線 分 を 仮 定 し て 式(8.41)の 行 列 を 求

め る(判 別 法 ① を 用 い る)も の と す る.単 純 特 異 点 に お い て は,

∂F)
=m一 ユrank(δ

z(8.54)

が 成 り 立 っ,こ の と き,rank(∂F1/∂z)は,

(i)rank(∂F1/∂=)=4n-1(ニm-5)(8.55)

(ii)rank(∂F1/∂z)=4n(=m-4)(8。56)
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の2通 り の 値 を と り得 る.

(i)rank(∂F1/∂z)=4n-1の 場 合

こ の 場 合,4.2.2のrank(∂F1/∂z)=n-1の 場 合 と 同 様 に,式(8・51)・

(8.52)、(8.55)よ り 特 異 点 に お い て △.=0と な り,ま た,特 異 点 の 前 後 で △ ・の 符

号 が 変 化 す る と き は,△,の 符 号 も 同 時 に 変 化 す る.従 っ て,式(8.53)よ り,△ ・

=0の と き,固 有 値 μ1(i=1 ,…,2n)の 中 に,

μ1=1

と な る μ!が 存 在 し,ま た,特 異 点 の 前 後 で △ 。の 符 号 が 変 化 す る と き,こ の μ1は,

1を 実 軸 上 で 横 切 る.従 っ て,周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 の 仕 方 は,ヒ ス テ リ シ ス 素

子 の な い 強 制 振 動 系 の 場 合 と 同 様 で あ る.

(ii)rank(∂F1/∂z)=4nの 場 合

こ の 場 合,4.2.2のrank(∂F1/∂z)=nの 場 合 と 同 様 に,特 異 点 に お い

て △ ・≠0で あ り,特 異 点 の 前 後 で 周 期 解 の 安 定 性 は 変 化 し な い.こ の 単 純 特 異 点

も,極 値 が 消 滅 す る 点 で あ り,や は り,多 く の 場 合,単 純 極 限 点 と な る.

安 定 判 別 の 際 に 式(8.43),(8.44),(8.45)の 境 界 線 分 を 仮 定 し て 式(8.41)の 行 列

を 求 め る(判 別 法 ②,③,④ を 用 い る)場 合 に は,や は り,上 の 議 論 は 成 立 せ ず,

特 異 点 の 前 後 に お け る 周 期 解 の 安 定 性 の 変 化 の 仕 方 が,ヒ ス テ リ シ ス 素 子 の な い

強 制 振 動 系 の 場 合 と 異 な る 場 合 が あ る,

8.32個 の ヒ ス テ リ シ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 に お け る 分 岐 現 象

8.3.12個 の ヒ ス テ リ シ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系

本 節 で は,図8.3に 示 す2相 共 振 回 路 に お け る 周 期 振 動 の 分 岐 現 象 を 解 析 す る.

図8.3の 回 路 に お い て,変 圧 器 の 結 合 は 密 結 合 で あ る と し,従 っ て,図8.4の

等 価 回 路 を 得 る.こ こ で,図8.4の2個 の 可 飽 和 イ ン ダ ク タ は,同 一 の ヒ ス テ リ

シ ス 特 性,

φ α=H(ia),φb=H(ib)(8.57)

(φ 。,i。,φb,ib:各 イ ン ダ ク タ に お け る 鎖 交 磁 束 と 電 流)

を 持 っ も の と す る.φ 。,φbお よ び,キ ャ パ シ タ 電 荷q。,qbを 状 態 変 数 に と り,

状 態 方 程 式,
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dφ 弘/dτ=q"/.C

dφb/dτ ニqb/C

(8.58)

d・ 。/d・ ・J・ ・s(ω ・+{)一 景 乞 一 浩(3a+呈 」b)-i・(φ ・)

dq・/dτ=J・ ・s(ω ・ 一{)一 畏 セ ー ÷(一 暑a+暑b)-i・(φ ・)

i。=H-1(φ 。),ib=H-1(φb)

を 得 る.可 飽 和 イ ン ダ ク タ の 飽 和 磁 束 Φ δお よ び 飽 和 電 流ls(=i(Φ5))を 用 い

て,φ お よ びiを 規 格 化 し て,

Xl=φa/Φs,ζ1=ia/ls

(8.59)

X2=φb/ΦS,ζ2ニib/IS

と し,さ ら に,

t=

(Φ ∫C)手 ・y1ニ(Φ ・呈:C)1…y・=(Φ ・呈IC)1/・
(8.60)15

と変 数 変 換 す る と,

d

td

-

つ
ん

1

2

X

X

y

y

yl

y2

B…(・t+{)-k・y一 γ

B・ ・s(・t-{)-k・y・ 一 γ

y1十y2 一 ζ1(x1)

2

y1十y2 一 ζ2(X2)

2
(8.61)

が 得 ら れ る.た だ し,

B・ 、先 ・ ・=(郵CI
s)㌔ ・k=素(、 宅セ)㌔ γ=睾(、 窪セ)ナ

(8.62)

で あ り,ま た,ζ1(x1),ζ2(x2)の 特 性 は,そ れ ぞ れ,式(6.1)の ζ(x)と 同 様

に,

ζ1(Xt)=h・ η(x1)+(1-h)Ic(x1)

(8.63)

ζ2(x1)=h・ η(x2)+(1-h)・c(x2)

で 与 え ら れ る も の と す る.

8.3.2解 析 結 果

8.2節 で 述 べ た 方 法 を 用 い て,前 項 の2相 共 振 回 路 に お け る 基 本 調 波 周 期 振
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動 の 分 岐 現 象 に つ い て 解 析 を 行 う(た だ し,こ こ で は,8.2節 で 述 べ たEuler法

の 代 わ り にRunge。Kutta法 を 用 い て 離 散 化 を 行 う),

ま ず,図8.5(a)～(d)に,

h=1,k=0.1,γ=0.2,レ ・=1

と し た 場 合 に つ い て,0≦B≦1.8の 範 囲 に お け る 振 幅 特 性 な ど を 示 す.図8・5を

見 る と,式(5.61)の2相 共 振 回 路 で は,式(6.14)の 単 相 共 振 回 路 の 場 合 と 比 較 し

て 複 雑 な 特 性 曲 線 が 得 ら れ る こ と が 分 か る,図8.5に お け る,0.4≦B≦0.7,お

よ び,1.2≦B≦1.7の 範 囲 の 特 性 曲 線 を 拡 大 し て 図8.6(a)～(d)に 示 す ・

図8.6(a)(b)に お け る 特 性 曲 線(0.4≦B≦0.7)は 以 下 の よ う に し て 得 ら れ

た も の と 考 え ら れ る.式(6.14)の 単 相 共 振 回 路 で は,小 振 幅 時 に は 図8.7に 示 す

よ う な3種 の 周 期 解 が 存 在 す る,式(8.61)の2相 共 振 回 路 に お い て γ=0と す る

と,各 相 が そ れ ぞ れ 独 立 し た 単 相 共 振 回 路 と な る の で,a相 に3種,b相 に3種

の 周 期 解 が 独 立 に 存 在 し,全 体 で は3×3=9種 の 周 期 解 が 存 在 す る こ と に な る.

こ の 様 子 を 図8.8(a)(b)に 示 す,た だ し,図8.8に お い て,例 え ば,解(⑪,

⑪)と 付 し た 曲 線 は,a相 で はnon。resonantsolution,b相 で は1stunstable

solution(19)と な っ て い る 解 曲 線 で あ る(他 の 記 号 を 付 し た 曲 線 も 同 様 で あ る).

ま た,図8.8(a)(b)で は,曲 線 が3本 存 在 す る こ と を 示 す た め に 曲 線 を3重 に

描 い て あ る が,図8.9(a)(b)に 示 す よ う に,実 際 の 特 性 曲 線 で は こ れ ら3本 の

曲 線 は 重 な っ て1本 の 曲 線 に 見 え る(図8.9(c)か ら 分 か る よ う に,実 際 に は こ

れ ら の 解 曲 線 は 重 な っ て は い な い).γ=0の 時 は,こ れ ら の 曲 線 は っ な が っ て

い る が,γ=ε(≠0)と す る と 曲 線 は 図8.10(a)～(c)の よ う に2っ の 部 分

に 分 離 す る,こ の と き,γ=0に お け る 分 岐 点 ④ お よ び ⑪ は,γ>0に お い て そ

れ ぞ れ2っ の 単 純 極 限 点 ④1,④2お よ び ⑪ ユ,⑪2に 分 離 す る.図8.6(c)(d)に お

け る 特 性 曲 線(1.2≦B≦1.7)に つ い て も,上 と 同 様 に 考 え る こ と が で き る,

こ の よ う に,式(6.14)の 単 相 共 振 回 路 に お い て 周 期 解 がm個 存 在 す る 場 合 に は,

式(8.61)の2相 共 振 回 路 に お い て γ ≒0と す る と,(少 な く と も)m2個 の 周 期 解

が 存 在 す る こ と に な る ・ こ の た め に,式(8.61)の2相 共 振 回 路 で は,式(6.14)の

単 相 共 振 回 路 と 比 較 し て,特 性 曲 線 が 複 雑 に な る 傾 向 が あ る.

次 に,

h=1,k=0.1,γ=0.5,2,ソ=1

と し た 場 合 に つ い て ・0≦B≦1・2の 範 囲 に お け る 振 幅 特 性 を,図8.11(γ=

0.5),図8,12(a)(b)(γ=2)に 示 す,ま た,
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h=0,2,3(心 線 特 性1),k=0・1・ γ ニ0・5,レ ニ1

と し た 場 合 に つ い て,0≦B≦1.2の 範 囲 に お け る 振 幅 特 性 を,図8.13(a)(b)

(hニ0),図8.14(a)(b)(h=2),図8.15(a)～(h)(hニ3)に 示 す,図8,

15で は,や は り,単 相 共 振 回 路 の 場 合(図6,18)と 比 較 し て,か な り 複 雑 な

特 性 曲 線 が 得 ら れ て い る.

な お,図8.12で は,Bが0.7～1の 付 近 に お い て 安 定 解 が 得 ら れ て い な い,安

定 性 の 交 代 が 起 こ るB=1の 付 近 に お い て,行 列(8.41)の 固 有 値 を 調 べ て み る と,

2っ の 固 有 値 が 同 時 に 単 位 円 の 実 軸 上 以 外 の 点 を 横 切 る(図8.16)こ と が 分 か

り,従 っ て,Neimark分 岐(3♪ に よ っ て 安 定 性 が 交 代 し て い る こ と が 分 か る.参 考

の た め,

B=0.7,h;1,kニ0.1,γ ニ2,ソ=1

と し,初 期 値,

to=0,x(to)=0(8.64)

か ら 出 発 し て,状 態 方 程 式(8.4)を,Runge-Kutta法 を 用 い て 数 値 積 分 し た 結 果 を

図8.17(a)(b)に 示 す,た だ し,

図(a)は,Poincar¢ 写 像(x1(t,)+iT),y《t.+iT))

(iニ501,・ ・。,1000)

図(b)は,x1(t)の 定 常 波 形

を 示 して い る.図8,17で は,概 周 期 振 動 が 得 ら れ て い る,
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第9章 糸占 言

9.1ま と め

本 論 文 にお け る 研 究 結 果 を,論 文 の 構 成 に 従 っ て以 下 に 示 す.

9.1.1第2章 の ま と め

第2章 で は,プ ラ イザ ツハ モ デ ル を 用 い た ヒ ス テ リシ ス 特性 の 表 現 方 法 につ い

て 述 べ た,本 論 文 で は,可 飽 和 イ ンダ ク タ にお け る電 流 η と磁 束xと の 関 係 を,

プ ラ イザ ッ ハ モ デ ル を 用 い て,

x=H(η)

・ ・ …+∫ ∫

D(。)K(・ ・…)d・ ・d・ ・+H…

(K(η 旧 η.):プ ラ イ ザ ッ ハ 分 布 関 数,D(η)1積 分 領 域)

と お い た.第2,1節 で は,η の 時 点 系 列 η[p](p=0,1,…)か らHの 時 点 系 列

H{,](p=0,1,…)を 求 め る た め の ア ル ゴ リズ ム を 示 し た.そ の 際,次 章 以 降 で

の 解 析 の 際 にH(η)の 微 分 計 算 が 必 要 で あ る こ と を 考 慮 し て,分 布 関 数K(η 。,

η.)を 連 続 関 数 で 与 え る こ と が で き,か っ,η の 変 化 に 対 す る 積 分 領 域D(η)の

変 化 が 連 続 的 に 行 わ れ る よ う な 計 算 法 を 用 い た,

第2,2節 で は,ま ず,解 析 の 際 の 取 扱 い を 容 易 に す る た め,ヒ ス テ リ シ ス 関

数 を,

x[,〕=H[円(η1,〕1η[○],η11],…,η[。.i])

の よ う に 過 去 の 時 点 の 値 を 変 数 に 持 っ 関 数 と し て 表 現 し,そ の 上 で,こ の ヒ ス テ

リシ ス 関 数 の 各 ηli](i=0,…,P)に よ る 微 分 計 算 に つ い て 述 べ た.そ の 中 で,

1階 微 分 ∂H【 。]/∂ ηu〕 や,2階 微 分 ∂2H【,]/∂ η 【。]2な ど が,領 域D【 。]、

(=D(η 【,,))の 境 界 を な す 線 分 上 に お け る 線 積 分 で 表 さ れ る こ と を 述 べ,そ の

境 界 線 分 の 表 現 法 を 示 し た.最 後 に,上 記 の ヒ ス テ リ シ ス 関 数 の 逆 関 数 に つ い て

述 べ た,

9.1.2第3章 の ま とめ

第3章 で は,ヒ ス テ リシ ス素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 に お け る定 常 解 析 の 方 法 に っ

い て 述 べ た。

第3,1節 で は,ま ず,ヒ ス テ リシ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 の 状 態 方 程 式 を 与
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え,そ れ を 時 間 に 関 して 離 散 化 す る こ と に よ り,以 後 の 解 析 に必 要 な 第1お よ び

第2変 分 方 程 式 を 導 出 し た.そ の 際,変 分 方 程 式 に,ヒ ス テ リシ ス 関 数 特 有 の 項

(履 歴 項)が 現 れ る こ とを 示 した.

第3。2節 で は,周 期 解 が 不 飽 和 ル ー プ を 作 る 場 合 に つ い て,幾 つ か の 考 察 を

行 っ た.ま ず,定 常 周 期 解 が 不 飽 和 ル ー プ を 作 る 場 合 に は,プ ラ イザ ッ ハ 分 布 関

数 の 定 義 域 は,定 常 状 態 に お い て,4っ の 部 分 領 域(D+,D.,Do,D零)に 分

割 され る こ とを 示 した.次 に,周 期 解 が 不 飽 和 ル ー プ を 作 る場 合 に は,こ の 中 の

領 域Do(定 常 状 態 に 至 る まで の 過 程 に よ っ て 磁 化 状 態 が 定 ま る領 域)の 磁 化 状 態

の違 い に よ り,周 期 解 が 有 限 個 に と ど ま らず,無 限 集 合 を な す こ とが あ る こ とを

例 を 挙 げ て示 した.

第3.3節 で は,shooting法 を 用 い た 周 期 解 の 求 解 の 方 法 に っ い て 述 べ た.ま

ず,状 態 方 程 式 が ヒ ス テ リ シ ス 関 数 を 含 む 場 合 に は,状 態 方 程 式 の 始 点(出 発 点)

以 前 の 履 歴 を 考 慮 す る必 要 が あ る た め に,出 発 点 の 設 定 に 注 意 を 要 す る こ とを 示

し た.次 に,出 発 点 の 設 定 法 の 一 っ と して,振 幅 が 徐 々 に 増 大 し て定 常 状 態 に達

す る場 合 に生 じ る領 域Doの 磁 化 状 態 を 仮 定 した 上 で,始 点 の 時 刻 をiη(x)1が

最 大 とな る 時 刻 に と る方 法 を 提 案 した.最 後 に,こ の 始 点 の 時 刻 を 未 知 数 に加 え

て,Poincar6写 像 の 不 動 点 をNewton法 を 用 い て 探 索 す る こ とに よ り周 期 解 を 求 め

る 方 法 を 示 し た.

第3.4節 で は,parallelshooting法 を 用 い た定 常 解 析 に っ い て 述 べ た.ま ず,

解 曲 線 の 追 跡 や 特 異 点 の 算 出 な どを 行 う際 に は,parallelshooting法 を 用 い た 解

析 法 が 有 効 で あ る こ とを 述 べ た.次 に,1周 期 を2っ の 区 間(subinterva1)に 分

割 す る場 合 に っ い て,ヒ ス テ リシ ス 関 数 が 前 区 間 の 履 歴 の 影 響 を 受 け る こ とを 考

慮 し て,状 態 方 程 式 と変 分 方 程 式 を 導 出 し た.最 後 に,parallelshooting法 を 用

い て,周 期 解 を 求 め る 方 法 を示 し た.

第3.5節 で は,周 期 解 の 安 定 判 別 法 に っ い て 述 べ た.周 期 解 が 不 飽 和 ル ー プ

を作 る場 合,領 域Doの 磁 化 状 態 に よ り周 期 解 の 安 定 性 が 異 な り,そ の 全 て の 場 合

に っ い て 安 定 判 別 を す る こ と は容 易 で な い.そ こ で,次 の2っ の 場 合,

① 振 幅 が 徐 々 に 大 き くな っ て定 常 状 態 に達 す る 場 合,

② 振 幅 が 徐 々 に 小 さ くな って 定 常 状 態 に 達 す る 場 合

に つ い て,想 定 さ れ るDoの 磁 化 状 態 を そ れ ぞ れ 仮 定 し,こ の2種 類 の 磁 化 状 態 の

仮 定 の 下 に,そ れ ぞ れ 安 定 判別 を 行 う こ とを 提 案 した.ま た,そ の 安 定 判 別 の 方

法 と し て,第1変 分 方 程 式 の 特 性 数 に よ る 判 別 法 に 相 当す る方 法 を 示 し た(本 論
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文 で は,①,② の 仮 定 の 下 に 安 定 判 別 を 行 う方 法 を,そ れ ぞ れ,判 別 法 ①,判 別

法 ② と呼 ぶ),

9.1.3第4章 の ま とめ

第4章 で は,ヒ ス テ リシ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 に お け る基 本 調 波 周 期 振 動 の

分 岐 にっ い て 述 べ た,

第4,1節 で は,系 の パ ラ メー タ の 変 化 に対 す る 定 常 特 性 の 変 化 を,連 続 変 形

法 を 用 い て 調 べ る方 法 を 述 べ た,、

第4,2節 で は,ま ず,特 性 曲 線(解 曲 線)の 単 純 特 異 点 の 前 後 に お け る周 期

解 の 分 岐 の 仕 方 に っ い て 述 べ た.さ らに,parallelshooting法 を 用 い な い 場 合,

お よ び,parallelshooting法 を 用 い る場 合 に つ い て,そ れ ぞ れ,特 異 点 の 前 後 に

お い て,ヒ ス テ リ シ ス 素 子 を 含 まな い強 制 振 動 系 の 場 合 と 同 様 に 安 定 性 が 変 化 す

る条 件 を 示 し た,

第4,3節 で は,ま ず,解 曲 線 上 の 単 純 極 限 点 の 検 出 と算 出 の 方 法 を 示 し,こ

れ を応 用 して,マ イ ナー ル ー プ の 発 生(消 滅)点 を算 出 す る 方 法 を 述 べ た,次 に,

解 曲 線 上 の 単 純 分 岐 点 の 検 出 と算 出 の 方 法 を 示 し,単 純 分 岐 点 に お け るbranch

switchingの 方 法 を 述 べ た.最 後 に,分 岐 集 合 の 追 跡 にっ い て 述 べ た,

9.1.4第5章 の ま と め

第5章 で は,分 数 調 波 周 期 振 動 の 分 岐 にっ い て 述 べ た,

第5.1節 で は,基 本 調 波 周 期 振 動 の 解 曲 線 か ら,倍 周 期 振 動,お よ び,M倍

周 期 振 動 の解 曲線 が 分 岐 す る た め の 条 件 を 示 し た,

第5.2節 で は,ま ず,倍 周 期 分 岐 点 の検 出 と算 出 の 方 法 を 示 し.次 に,分 岐

点 に お け るbranchswitchingの 方 法 を 示 し た.

第5・3節 で は,ま ず,M倍 周 期 分 岐 点 の 検 出 と算 出 の 方 法 を 示 し,次 に,分

岐 点 に お け るbranchswitchingの 方 法 を 示 した,

9.1.5第6章 の ま とめ

第6章 で は,前 章 まで に 述 べ た解 析 法 を 用 い て,2階 の 強 制 振 動 系 に お け る分

岐 現 象 の 解 析 を 行 っ た.

第6・1節 で は ・ 解 析 に用 い る ヒ ス テ リシ ス 特 性 を 与 え た,ま ず,プ ラ イ ザ ッ

ハ モ デ ル に よ る ヒ ス テ リ シ ス特 性(η(X))と,そ の 心 線 特 性(C(X))を 組 み
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合 わ せ て 用 い る こ と に よ り,メ ジ ャ ー ル ー ブ の 面 積 を 連 続 的 に変 化 さ せ る こ と が

可 能 な よ う に ヒ ス テ リシ ス 特 性 を 与 え る 方 法 を 示 し た,次 に,解 析 に 適 し た プ ラ

イザ ッハ 分 布 関 数 を 与 え て ヒ ス テ リシ ス 関 数 η(X)を 決 定 し,そ の 心 線 特 性C(X)

を2種 類 示 し た.

第6.2節 で は,解 析 の 対 象 と す る2階 の 強 制 振 動 系 と して,並 列 共 振 回 路 と

直列 共 振 回路 を 取 り上 げ,そ れ ぞ れ,状 態 方 程 式 を 示 し た(並 列 共 振 回路 の 状 態

方 程 式 はDuffing方 程 式 とな る).

第6,3節 で は,第3章 で 述 べ た定 常 解 析 法 の 解 析 例 を 示 し,解 析 法 の 有 効 性

を 検 討 し た.そ の 中 で,変 分 方 程 式 の 履 歴 項 の 必 要 性 な ど を 示 し た.

第6,4節 で は,第4章 で 述 べ た 方 法 を 用 い て,2階 の 並 列 共 振 回路 と 直 列 共

振 回 路 に っ い て,基 本 調 波 周 期 振 動 の 分 岐 現 象 の 解 析 を 行 っ た.ま ず,両 共 振 回

路 に お い て 振 幅 特 性 を 示 し,そ の 中 で,ヒ ス テ リ シ ス特 性 が 存 在 す る た め に 生 じ

る分 岐 の 例,お よ び,安 定 判 別 法 ① と② とで は 判 別 結 果 が 異 な る 例 を 示 した.次

に,角 周 波 数 特 性 に お い て,島 状 領 域 が 現 れ る こ とを 示 し た,次 に,ヒ ス テ リシ

ス 損 と抵 抗 損 の 変 化 に対 す る 周 期 解 の 分 岐 を 調 べ,ヒ ス テ リシ ス 損 と抵 抗 損 とで

は,周 期 解 の 安 定 性 に 与 え る 影 響 が 異 な る例 を 示 し た.次 に,そ れ まで に 示 し た

特 性 曲線 上 に 見 ら れ る 単 純 特 異 点 に っ い て分 岐 集 合 を 示 し,パ ラ メ ー タの 変 化 に

よ る 特 異 点 の 発 生 や 消 滅 の 様 子 を 示 し た.最 後 に,第6.1節 で 与 え た ヒ ス テ リ

シ ス 特 性 と は 異 な る非 線 形 特 性 を 用 い た 場 合 の 解 析 結 果 を 示 し,ヒ ス テ リシ ス 特

性 が 分 岐 現 象 に及 ぼ す影 響 を 再 検 討 した.

第6.5節 で は,第5章 で 述 べ た 方 法 を 用 い て,並 列 共 振 回路 に っ い て,分 数

調波 周 期 振 動 の 分 岐 現 象 の 解 析 を 行 っ た,ま ず,倍 周 期 解 の 解 曲 線 の 例 を 示 し た.

次 に,M倍 周 期 分 岐 点 の 算 出 を 行 い,ヒ ス テ リ シ ス 特 性 が3倍 周 期 分 岐 の 発 生 の

ため の 条 件 に 与 え る 影 響 を 考 察 し た.最 後 に,3倍 周 期 解 の 解 曲 線 を 示 し た.

第6,6節 で は,そ れ ま で に得 られ た解 析 結 果 と比 較 す る た め に,系 の 状 態 方

程 式 を 定 常 状 態 に 至 る ま で 数 値 積 分 して 得 られ る解 析 結 果 を 示 し た.そ の 中 で,

第3章 で 述 べ た安 定 判 別 法 ①,② の 検 証 を 行 っ た.ま た,ヒ ス テ リシ ス ル ー プ が

不 飽 和 ル ー プ とな る場 合 に は,初 期 値 の 違 い に よ っ て 異 な る定 常 状 態 に な る 例 を

示 し た.ま た,ヒ ス テ リ シ ス 特 性 が 存 在 す る た め に 発 生 す る カオ ス の 例 を 示 し た.

91.6第7章 の ま と め

第7章 で は,2階 の 並 列 共 振 回 路 に お け る周 期 解 の 無 限 集 合 の 性 質 に つ い て 調
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べ た.

第7.1節 で は,系 の 状 態 方 程 式 を,様 々 な 初 期 条 件 の 下 に 数 値 積 分 し て様 々

な 定 常 ル ー プ を 求 め る こ と に よ り,定 常 周 期 解 の 集 合 を 概 観 し た.そ の 中 で,ル

ー プ の 相 似 性 が ,周 期 解 の 集 合 の 性 質 や 周 期 解 の 分 岐 に及 ぼ す 影 響 に つ い て考 察

した,

第7.2節 で は,第3章 で 設 け た領 域Doの 磁 化 状 態 の 仮 定 を 変 更 して 様 々 な 周

期 解 を 求 め る こ と に よ り,周 期 解 の 集 合 に つ い て 調 べ た.ま ず,領 域D。 が 全 て 正

あ る い は 全 て 負 に磁 化 さ れ て い る 状 態 を そ れぞ れ 仮 定 して,特 性 曲 線(特 性 曲 線

(+)あ る い は(一))を 求 め,こ の2っ の 特 性 曲 線 を 用 い て 周 期 解 の 存 在 範 囲 を 示

した.ま た,上 記 以 外 に も様 々 な 磁 化 状 態 を 仮 定 して特 性 曲線 を 求 め る こ と に よ

り,周 期 解 の 分 布 に っ い て 調 べ,特 性 曲 線(+)と 特 性 曲 線(一)と に 挟 まれ た領 域

が,4種 類 の 部 分 領 域(周 期 解 が 安 定 な 領 域,周 期 解 が 不 安 定 な 領 域,Doの 磁 化

状 態 に よ って 周 期 解 の 安 定 性 が 異 な る領 域,周 期 解 が 存 在 しな い 領 域)に 分 割 さ

れ る こ と を 述 べ た,

9.1.7第8章 の ま と め

第8章 で は,2個 の ヒ ス テ リシ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 に お け る分 岐 現 象 の 数

値 解 析 に っ い て述 べ た,

第8.1節 で は,ま ず,2個 の ヒ ス テ リシ ス素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 にお け る 状

態 方 程 式 を 与 え た,次 に,周 期 解 の 求 解 な どの 際 に,1周 期 を4っ の 区 間 に分 割

し たparallelshooting法 を 用 い る こ とを 仮 定 して,状 態 方 程 式 を 時 間 に 関 して 離

散 化 し,変 分 方 程 式 を 導 出 した,

第8.2節 で は,定 常 解 析 の 方 法 に っ い て 述 べ た.ま ず,parallelshooting法

を 用 い た周 期 解 の 求 解 の 方 法 を 示 し,そ の 周 期 解 の 安 定 判 別 の 方 法 を 示 し た.ま

た,特 性 曲線(解 曲線)の 特 異 点 の 前後 に お け る 周 期 解 の 分 岐 の 仕 方 と安 定 性 の

変 化 の仕 方 に つ い て述 べ,ヒ ス テ リシ ス 素 子 を 含 まな い強 制 振 動 系 の 場 合 と同 様

に 安 定 性 が 変 化 す る条 件 を 示 した.

第8.3節 で は,2個 の ヒ ス テ リシ ス 素 子 を 含 む 強 制 振 動 系 の 例 と して2相 共

振 回 路 を 解 析 し.2相 共 振 回 路 で は 単 相 共 振 回 路 と比 較 して,複 雑 な 特 性 曲 線 が

得 られ る 理 由 を 考 察 し た.
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9.2今 後 の課 題 な ど

素 子 の ヒス テ リシ ス特 性 が 系 の 分 岐 現 象 に及 ぼ す 影 響 に つ い て は,今 まで,あ

ま り調 べ られ て い な か っ た.本 論 文 で は,幾 つ か の 共 振 回 路 につ い て 分 岐 現 象 の

解 析 を 行 っ たが.今 後,ヒ ス テ リシ ス 素 子 を 含 む 他 め 系 に っ い て も,本 論 文 で 提

案 した 解 析 法 を用 い て 解 析 を 行 う こ と に よ り,新 しい知 見 が 得 られ る こ とが 期 待

され る.今 後 の 研 究 課 題 と して は,ヒ ス テ リ シ ス 素 子 を 含 む 自 由 振 動 系 に お け る

分 岐 現 象 の 解 析 や,プ ラ イ ザ ッ ハ モ デ ル 以 外 の ヒ ス テ リ シ ス 特 性 を 用 い る 場 合 の

解 析 な ど が 残 され る.
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付 録Aヒ ス テ リ シ ス 関 数 の 逆 関 数

与 え ら れ たx【,]に 対 し て,式(2.31)を 満 た す η 【,〕を 求 め る こ と は,η[・]に 関

す る 非 線 形 方 程 式,

H,,1(η 、。,1η,。,,…,η,P-1,)-x,,,=0(A・1)

を 解 く こ と に 等 い ・.耀 式(A.1)の 解 法}・ は,N・ ・t・n聚 用 い る と し て,以 下 の

ア ル ゴ リ ズ ム を 得 る.

Step1:x【 円 ≧H(ηs)(正 方 向 の 飽 和 の 場 合)

η 回:=ηs+(X【 円 一H(ηs))/lsと し て 終 了(正 常 終 了)

Step23x【 円 ≦H(一 ηs)(負 方 向 の 飽 和 の 場 合)

η 【p]:=一 ηs+(X【 。rH(一 ηs))/lsと し て 終 了(正 常 終 了)

Step3:η 【P〕(o》:=η 【P_i】,△H【Pコ(糟1):=◎o

j:=O

Step4言 △HIP](」):=H【P](η 【Pコ(」)1η[o〕.…,η 【P-1])-x【Pコ

1△H【P】(」)1≦ εHの と き はStep10へ

1△1{【p1(J)1>1△H【p](」 輔1)1の と き はStep6へ

　 △η
回(」):=-lliii(ll

,,,=η 、,,、、,
と し て,

1△ η[円u)1≦ ε の と き はSteplOへ

そ う で な け れ ばStep7へ

Step63η 【Plu):=ηIP〕(」-1),△ η 【P⊃(」):=△ η 【P】(J-i>/2

Step73η 【P1(」+1):=max(min(η 【P〕(」)十 △ η 【P】u>,ηs),一 ηs)

Step83」:=j+1と し て

j≦jmaxの と き はStep4へ,

Step9:条 件 を 満 た す η 【,]が 求 め ら れ な か っ た と し て 終 了(異 常 終 了)

Step103η 【円:=η 【,】(」)と し て 終 了(正 常 終 了)

こ こ で,εH,ε は 収 束 条 件 を 定 め る 閾 値 で あ り,jm。.はNewton反 復 の 上 限 を 定

め る 閾 値 で あ る,Step3か ら 分 か る よ う に,Newton法 の 初 期 値 に は,前 時 点 に お

け る η の 値 を 用 い る ・ ま た,Step7は,Newton法 の 修 正 が う ま く 行 わ れ な れ て い

な い 場 合 の 処 置 で あ る.
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付 録B完 全 消 磁 状 態 を 考 慮 し た

ア ル ゴ リ ズ ム

第2章 で は,端 点(η 。(0)、 ηv(0))が,

ηuニ η5ま た は ηv=一 ηs

上 に あ る と 仮 定 し た が,こ こ で は,

η 。=ηsま た は ηv=一 η5ま た は ηvニ ー η 、(B.1)

上 に あ る と 仮 定 す る(図B.1参 照),完 全 消 磁 の 状 態 は,

m[P]ニ0,(ηu(0),ηv(0))=(0,0)(B.2)

と す る こ と に よ り 実 現 さ れ る(図B.2参 照)。

η の 時 点 系 列(η 〔。],p=0,…,N)か らHの 時 点 系 列(H[,],pニ0,…,N)

を 計 算 す る た め の ア ル ゴ リ ズ ム は 以 下 の よ う に 変 更 さ れ る.

StepO=時 点t[o〕 に お け る 積 分 領 域(境 界 線 分 の 数m[o]と 各 端 点 の 座 標)を 定

め,H[o】 を 求 め て お く.p:=1

Stepllη[円=η[p.1】 の と き は,H[p】:=H[p-1]と し てStep10へ.

Step2:η 【,]≧ η5(正 方 向 の 飽 和 〉 の と き は,

H[P]:=Hmax十15・ η[P〕,m[pj:=0

ηu(0):=ηs,ηv(0):ニ ηs

と し てStep10へ.

Step3:η[,】 ≦ 一 ηs(負 方 向 の 飽 和)の と き は,

H〔 円:=Hmlh十ls・ η[P〕,m【P〕:=0

ηu(0):=一 ηs,ηv(0);=一 ηs

と し てSteplOへ.

Step4;η[,]〉 η[,-nの と き,

η.(k)<η 【円 を 満 た す 最 小 のkを 見 っ け,

k=0か っ η 。(0)=一 η 。(0)の と き は,Step6へ,

そ う で な け れ ば,

j・=i・t(m[P-12】-k)(i、t,小 数 切 捨)

H[P]:=H[P_1〕 十ls(η 〔P〕一 η 〔P_n)十 ∠H(ηu(k),η 〔P】,ηv(k))

　
十 Σ 」H(η 。(k十2i),η 。(k十2i-1),η.(k十2i))
11

m[P1:=k十1
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η ・(m【,]):=η[,〕,η.(m〔 。コ):=η 【。コ

η 。(m〔,]-1):=η[。 〕

と し てStep10へ.

Step53η[p}<η[p.1]の と き,

わv(k)〉 η[円 を 満 た す 最 小 のkを 見 っ け

k=0か っ ηv(0)=一 ηu(0)の と き はStep8へ,

そ う で な け れ ば,

」 ・=i・t(m[P老 『k)

H[p1:=H【p-1〕 十1s(η 【p]一 η[p-1])-7H(η[p],ηv(k),ηu(k))

　
一 Σ7H(η

v(k十2i-1),ηv(k十2i),η 。(k十2i))
1=1

m【P〕:=k十1

ηU(m【Pユ):=η[P],ηV(m[Pユ):=η[P]

ηv(m【P〕-1):=η[P1

と し てStep10へ,

Step61m【p.1〕>0か っ ηv(1)=ηv(0)の と き はStep7へ.

そ う で な け れ ば,

j・ ・i・t(m[P-112)

H[P]:=H【P-1]十ls(η[P]一 η[P-1])十 ∠1,H(ηu(0),η[P])

ゴ
十 Σ ∠H(ηu(2i),ηu(2i-1),ηv(2i))
i=1

m[P]:=1

ηu(1):=η 【Pユ,ηv(1):=η[P]

η 。(0):=η 【。],η.(0):=一 η 〔。1

と し てStep10へ.

Step7=j
・=i・t(m[P-1]-12)

H[・ ユ:=H・ ・-n+1・(η[,一 η ・,.1ユ)+ムH(η 。(0),η 、。〕)

　
十 Σ ∠H(η 。(2i十1),ηu(2i) ,η 。(2i))
1=O

m[Pユ:=1

η 。(1):=η[。 】,η.(1):=η 〔。コ
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η 。(0):=η 回,η.(0):=一 η 【・〕

と し てStep10へ

Step83m【P.1]>0か つ η 。(1)=η 。(0)の と き はStep9へ ・

そ う で な け れ ば,

j・=i・t(m[P-n2)

H〔 。】:=H〔 。.n+15(η 回 一 η 〔,.11)-7,H(η 【。hη.(0))

コ
ー Σ7H(ηv(2i-1)

,ηv(2i),η,、(2i))
二二1

mI円;=1

ηu(1):=η 【P3,ηv(1):=η 【P】

ηv(0):ニ η[P],η ロ(0):=一 η[P,

と し てStep10へ.

Step9:」
・=i・t(m【Pう1コ ー1)

H[P]:=H【 卜1]十15(η 〔P】 一 η[卜1】)-7写H(η[Pbηv(0))

　
一 Σ7H(η

v(2i),ηv(2i十1),ηu(2i))
五二〇

m【 円;ニ1

ηu(1):ニ η[P〕,ηv(1):ニ η 【P1

ηv(0):=η 【P】,ηu(0):=一 η[P】

Step10言p〈Nの と き は,p:=p+1と し てSteplへ.

そ う で な け れ ば 終 了.

た だ し,Step6～Step9に お け る 」`H,17¥Hは,そ れ ぞ れ,

」 、H(_。)=/;二 ∫7∴K(η 。,一)dη 。dη 。(B
.3)

7,H(η 。.η 。)ニ/;1∫;∵K(η 。,η.)dη 。dη 。(B
.4)

で 与 え ら れ る.・

な お,端 点(η 。(0),η.(0))の 座 標 を 式(B.1)上 と し た こ と に よ り,式(2.

27),(2.28)のHτ 、3の2階 微 分 の 計 算 は,そ れ ぞ れ,次 の よ う に 変 更 さ れ る.
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∂2H[P】

∂ η[P】2

尾 謙1)dηV+K(η[P】,η[,])∂D[円/∂ η[p」//ηv軸,〔カ
、つ,(η[Pユ,一 η[Pコ)≠

(ηu(0),ηv(0))の 場 合 〕

聡:::)dη"-K(η[Pユ,η[Pコ)∂D[P〕/∂ η[P]//ηu軸,〔カ、つ
,(一 η[P],η[P])≠

(ηu(0),ηv(0))の 場 合 〕

購:ldηv+K(憾 媚;鷹1

撫::ldη"-K(憾 灘;鷲1

(B.5)

∂2H[P]

∂ η[日2

0(∂D[,1/∂ η[1]が 存 在 しな い 場 合)

∫∂畿 罪1)dη ・ 〔 ∂D[p〕/∂ η[i〕//っ7v軸,カ、つ,(η[1],一η 〔i〕)≠(
ηu(0),ηv(0))の 場 合 〕

訪
助
/囹∂D

～ ∂K(ηu,η[i〕)d

η 。

〔 ∂D[Pユ/∂ η[iユ//り7u軸,カ、つ,(一η[i],つ7【i])≠(η。(0),ηv(0))の場 合 〕

縣1})dηv+K(η[1h一 η[i])〔銚 鰐 懲1継'〕

　
∂K(ηu,η ロ ユ)

∂ η ロ]

∂D[P〕/∂ η[1]

dηu-K(一 η[i],η[i])

〔1裟詩1鰯 麟'〕
(B.6)
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付 録C第 ■ 変 分 方 程 式

C.1状 態 方 程 式(3.5)の 第1変 分 方 程 式

状 態 方 程 式(3.5)お よ び 式(3.7)を,x[o】,t【 。〕,α((R=系 の パ ラ メ ー タ)

で 微 分 す る と,

∂f…)∂X… ∂ η 【円∂xIP+1】
=(豆+△t 十a△t

∂x【Q】(3.15)∂X〔O】∂X【P】∂xIo】

∂壽

trl}]=(・+△t書 斐i;i)雪 歪il;+a△t書 呈ili+△t暑li;i
(C.1)

∂誉 琴+1】
ニ(且+△t書{il;)∂ ま

α【P】+a△t∂ ♂α`P】
(C.2)∂f

IP】 ∂a+△t(
η 〔。])十 一一∂ α ∂ α

∂ η …
=∂ η … ∂x回+～i∂ ・ … ∂ η ・ロ

(3.16)∂x〔o】 ∂X[P】 ∂X【Q〕1.0 ∂ η 【1】 ∂X【O】

∂ η …
=∂ η … ∂X…+Pi営 ∂ η … ∂ η 【n

(C.3)∂X[Pコat[O】 二.O∂t〔o] ∂ η[iコ ∂t【01

∂ η ・・L∂ η … ∂X回+Pi塁 ∂ η … ∂ η 山

(C.4)∂ α ∂X[P] ∂ α1.o ∂ η ロ コ ∂ α

た だ し,

∂ フζ[o〕/∂x【oユ 二 旦(3●17)

∂x【O」/∂t〔o〕=0(C.5)

∂x【o]/∂ α=0(C.6)

が 得 ら れ る.式(c.1)は,状 態 方 程 式(3.5)のt〔Q]に 関 す る 第1変 分 方 程 式 で あ り,

式(C.2)は,状 態 方 程 式(3.5)の α に 関 す る 第1変 分 方 程 式 で あ る,た だ し,式(C.

2)は,周 期Tが α の 関 数 で な い 場 合 を 示 す.

C.2状 態 方 程 式(3.46)の 第1変 分 方 程 式

状 態 方 程 式(3.46)を,x[.,。 ⊃(r=1,2)で 微 分 す る と,

∂農rlll}3
ニ(∂f[q,P】丑十△tq

∂X【q,P])1琵il:1;+a△t・ 雪畏il:ll(C.7)

(q,r=1,2)

ま た,状 態 方 程 式(3.46)を,t〔.,。 」(rニ1,2)で 微 分 す る と,
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∂デ

t【謂]・(皿+△t・ 彗斐il::1)艶:ll+a△t・ 書鴛:1;
(C.8)

+△t・ 書lil:鶉lil:li+∂ ∂t今三1
、(f〔 。,P】+aη[・,P])

(q,r=1,2)

た だ し,式(3.46),(3.47)よ り,

∂t[1,円N-P∂t【1,P]P∂t[2,P⊃P∂t[2,P] _N-P

∂t[1,01=N,∂t[2,0〕=一 貢 ・ ∂t[1,0コ=一 下『 ・ ∂t[2,0ユ ーN

∂ △t11∂ △t11∂ △t21∂ △t21

∂t【i,oコ ーN,∂t[2,0ユ ーN,∂t[1,0]-N,∂t[2,0,N

(C.9)

ま た,状 態 方 程 式(3.46)を,α(∈R3系 の パ ラ メ ー タ)で 微 分 す る と,

∂X甜P+n
・(皿+△t・1斐il::i)∂ 誉¥'P]+a△t・ ∂器'P]

(C.10)

+△t・(∂f[q,,]∂a∂
α+∂ α η ・・…)

が 得 ら れ る,式(C.7).(C.8),(C.10)は,そ れ ぞ れ,状 態 方 程 式(3.46)の,x[,,。]

(r=1,2),t[,,oユ(r=1,2),α に 関 す る 第1変 分 方 程 式 で あ る,た だ し,

式(C.10)は,周 期Tが α の 関 数 で な い 場 合 を 示 す.た だ し,出 発 点 は,そ れ ぞ れ,

1菱ii:1;=並 ・ 零妻il:li=・ ・1菱 旨::;=・ ・ 雪菱il:1;=丑(C.11)

書署ii:li・ ・,雪 謡i;:li… 雪誉ii:li=・ ・ 雪誉il:liニ ・(C.12)

∂x[1,0] ∂X[2,0]
=0,=0

∂ α ∂ α(C.13)

で あ る,

式(C.7),(C.8),(C.10)の ∂ η[,,。 ユ/∂X[,,o】 な ど は 次 の よ う に し て 得 ら れ る.

表 記 の 便 宜 の た め,式(3.58)な ど で 表 さ れ るx[。,。 〕(q=1,2,p=0,…,N-1)

を,

X[,,P〕=H[。,。](η[,,,]1η[.,・hη[。,。],η[,川,…,η[, ,,.1])

(C.14)(

r=1,2,た だ し,r≠q)

と 書 く.式(C.14)を,x[1,0],x[2,0コ で 微 分 す る と,
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∂X・1…
=を ∂H・1… ∂ η 口 …

i=0∂ η[1,二 】 ∂X【bOコ∂X【1,0エ

∂x・ 一
=∂H・ …,∂ η ・2…+を ∂H・ 一 ∂η ・-

L;0∂ η[1,U∂X【2,0】∂ η 〔2,0]∂X[2,。 】∂x【2,0】

∂x・2…
ニ ∂H・2… ∂ η ・…1+歯 ∂H・2… ∂ η ・2川

∂ η[1,0】 ∂X[1,0】 レ0∂ η 〔2,n∂X【1,01∂X口,0】

∂x・2…
=を ∂H・2… ∂ η ・2・ ・】

∂x〔2,0〕 五.0∂ η 【2,U∂X[2,0】

た だ し,

1η 【1,。 】1≧1η 【2,0】1の と き,∂H〔i,p】/∂ η 【2,0】=O

lη 【1,0】1≦1η[2,0】1の と き,∂H〔2,p】/∂ η 【1,0】=0

が 得 ら れ,ま た,式(c.14)をt〔bo】,t[2,0】,α で 微 分 す る と,

∂X・ ・…
=を ∂H・ ・… ∂ η ・・…

∂t[τ,oコiニQ∂ η 〔q,U∂t[r,O】

∂x・ ・…
=を ∂H・ … ・ ∂ η …11

∂ αiニO∂ η 【q,1] ∂ α

(q,r==1,2)

が 得 ら れ る の で,・ 式(C.15),(C.17),(C.18)よ り,

暮 鴛:1;=∂H乱,。 、(∂x・ ・…-Pi記1∂H・ ・… ∂ η ・・…∂X[q,O】1.O∂ η 〔q,i】 ∂X[q,O】)

∂ η[q,P】

(q=1,2)

雪鴛:1;=∂H血,。 、(彗 糞:1::;一 書号ll:::総:器
∂ η 【・,・ 】 。.、 ∂H

【q,P】 ∂ η 〔q,五 】)一 Σ

i。O∂ η 【q,口 ∂X【r,O⊃

(q,rニ1,2,た だ し,r≠q)

暑 宅il:liニ ∂H嵩,。 、(∂x・ ・… 一 営 ∂H・ ・… ∂ η …1・∂t〔r,O】i=O∂ η 〔q,i】 ∂t【r,0】)

∂ η[q,P]

(q,r=1,2)

∂ 器'P】
ニ

∂H島,。 、(∂x・ …1-Pi営 ∂H・ ・… ∂ η … 日∂ α1ニ0∂ η 【q,日 ∂ α)

∂ η[q,P〕

(q=1,2)

が 得 ら れ る.

た だ し,式(C.7).(C.11),(C.16),(C.20)よ り,

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)
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1η[1,0]1≧}η 〔2,0■ の と き,∂x[1,p]/∂x〔2,0]=0

1η[1,0〕1≦1η[2,0]1の と き,

(p=Ol1,…,N)

で あ る.

∂x〔2,,]/∂x[1,。 ユ=0

(C,23)

C.3Jacobian行 列 の 計 算

方 程 式(3.46)をNewton法 で 解 く 際 に 必 要 なJacobian行 列DFは,

DF(x【1,0hx[2,0bt[i,o],t[2,0】)

1一
∂X【2,N]

∂X【1,0]

∂X【1,N]

∂X[1,0]

∂e[1,0]

∂x[1,0]

∂e〔2,0]

∂X[1,0〕

正 一

∂X[2,Nコ

∂x[2,0コ

∂x[i,N〕

∂x[2,0⊃

∂e[1,0]

∂x[2,Q]

∂e[2,0]

∂X【2,0]

∂X[2,N〕

∂t[1,01

∂X口,N]

∂t〔1,0]

∂e[1,0〕

∂t[1,0]

∂e[2,ω

∂t[ユ,oユ

∂x[2,N】

∂t[2,0]

∂x口,N]

∂t【2,0]

∂e口,oユ

∂t[2,0]

∂e[2,0〕

∂t[2,0]

(C.24)

た だ し,

e【q,01=f[q,o⊃ 十a・ η[q,o](q=1,2)

で 与 え ら れ る.式(C.24)の ∂X[q,N】/∂X[,,。],∂X[,,N〕/∂t[.,Q](q,r

=1 ,2)な ど は,変 分 方 程 式(C.7),(C.8)を 式(C.11).(C.12)か ら 出 発 し てp=0か

らN-1ま で 順 に 計 算 す る こ と に よ り 得 ら れ る.た だ し,境 界 線 分 は,式(3.77)ま た

は 式(3.79)を 仮 定 す る,

C.4式(3.87),(3.88)の 行 列 の 計 算 に っ い て

式(3.77)ま た は 式(3.79)の 境 界 線 分 を 仮 定 す る 場 合 に は,式(3.87).(3、88)中 の

行 列,

∂X[2,N】 ∂ η[1,0コ ∂X口,N】 ∂ η[2,Nユ

∂ η[1,0]∂x[1,0]'∂ η[2,0】 ∂x[2,0ユ(C.25)

は,そ れ ぞ れ,式(C.24)のDF中 の 行 列,∂x[2,N]/∂x[1,0],∂x[1,N]/

∂x〔2,0〕 と 等 し い ・ ま た,式(3.78)の 境 界 線 分 を 仮 定 す る 場 合 に は,式(C.25)の

行 列 は,そ れ ぞ れ0と な る.
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モ
ll重 、i>11=1

セ,トD・ 重q>>0

た だ し,

DF=∂F/∂ 乞

を 満 た す よ う に 定 め ら れ る.θ の 刻 み 幅 を,

△ θ,i刊 〉=θ 、i+1>一 θ 、i>

と し て,次 の 点 乞,i+1>=乞(θ 、i刊 》)の 位 置 を,1次 の 予 測 子,

弦 、i+DE=彦 、1>+△ θ 、1+Dをq>

ま た は,2次 の 予 測 子,

彦q+・ ・G=乞q・+△ θ ・一 を ・D+△ △θガiii》2(をq・ 一 ～

付 録D一 連 続 変 形 法 に よ る 解 曲 線 の 追 跡

式(4.6)を 満 たす解 曲線 乞(θ)の 追跡 は,図D.1に 示 す よ うに,曲 線上 の点 列,

Z〈O>,Zq>,。 。',Z〈D,o'●

を 順 次 求 め て い く こ とに よ り行 わ れ る.曲 線 上 の 点 列 の 追 跡 は,図D.2に 示 す よ

う に,次 の 点 葱q奇Dの 大 体 の 位 置 を 予 測 し,次 に 乞q+Dが 式(4.6)を 満 た す よ う

に修 正 す る と い う方 法(予 測 子 修 正 子 法)を 用 い て行 わ れ るの が 一 般 的 で あ る.

以 下,こ の 予 測 子 修 正 子 法 に っ い て 簡 単 に述 べ る.

まず,点 宮q、 に お け る接 線 ベ ク トル,

をq>=藷1

θ 。 θq,(D.1)

を 用 い て,次 の 点 乞 ・1+1,の 大 体 の 位 置 を 予 測 す る.を,Dは,次 の 条 件 式,

DF(Zq>)・ 重 く1>=0

(D.2)

(D.3)

Z<1>-Zく ト1》

)△ θ
〈D

(D.4)

な ど を 用 い て 予 測 す る こ と が で き る.本 論 文 で は,2次 の 予 測 子(式(D.4))を 用

い て 予 測 を 行 い,そ の 際 の 刻 み 幅 △ θq+Dを,

ll乞q+・ ・G一 乞q+1・Elニ ムムθざi}i>211をq・ 一 をqガ θ≧ii-1>ll≒ ・ ・

(ε 。>0:適 当な 閾 値)

す な わ ち,

△ θq+1・ ≒(εzl△6㌧
D宜q>一 宮q>十 乞(ト1>1)㌔ θq・(D.5)

とな る よ うに 定 め た.
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次 に,

乞q+1>(O)=乞q+1>G

を 出 発 点 と し て,Newton修 正,

乞q+1><J+P=鳶q+1>(J)十 △ 乞(J)

(j=0,1,…)

た だ し,

〔DF(∵:1>Uり 〕△乞・… 〔-F(∵ 〉(」〉)〕

皿勉q+DG魂q・+2△ △θガi}i勉q・ 一 乞 瀟 祭 一D)

を 行 う こ と に よ り,Z,1+Dが 求 め られ る,

(D.6)

(D,7)

(D.8)



∂t。 ニ ー ∂x。{f(t・ ・x・)+aη(x・)}

と 書 く こ と が で き る.式(E,4),(E.6)は,離 散 系(3.46)に お い て は,

∂xu… ≒
一 ∂x・ ・…(f、b。1+a。,1

,。 、)∂x
【1,0]∂t【1,0]

∂x【1,N] ≒f
IhN〕+aη 【i,N】 ニf【2,0]+aη12,0]∂t

【2,01

∂X・ 一 ≒
一 ∂X・2…(f、2

,。,+aη,2,。 、)∂x
[2,0】∂t【2,0]

∂X・2… ≒f

、2,。1+aη 、2,。,・f_1+aηU,。]∂t

【1,0】

と 書 き 表 す こ と が で き る.

な い,
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付 録E式(4.14),式(4・22),式(8・51)

の 導 出

E.1式(4.14),式(4.22)の 導 出

系(3.4)に お い て,

x(ta)=Xo(E.1)

と お く と,t=tbに お け るXは,

x(t。)=x。+/ll{f(t,x)+a。(x)}dt(E
.2)

で 与 え ら れ る.こ の と き,x(tb)をtaお よ びtbで 微 分 す る と,式(E.2)よ り,

∂X(tb)

・(E .3)∂tα

ニ ー{f(t。 　 .)+aη(x。)}+∫tb∂{f(t潔 畑 η(x)}彗 歪
。dt

t己

∂x(tb)
=f(tb ,x(tb))十aη(x(tb))(E

.4)∂tb

が 得 ら れ る.こ こ で,式(E.3)よ り,∂X(tb)/∂t。 は,初 期 条 件,

∂ 畿b)1
=一{f(t・ ・X・)+aη(X・)}

(E,5)tb=ta

の 下 に,系(3。4)の 初 期 値 に よ る 第1変 分 方 程 式 をt=tbま で 積 分 し た 結 果 と 等

し い の で,

∂X(tb)∂X(tb)

(E.6)

(E.7)

ただ し,離 散 化 に伴 う誤 差 の た め に等 号 が 成 立 して い
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他 方,η(x)は,xの 関 数 で あ っ て,yの 関 数 で は な い の で,

1畏ii:li=〔 ∂η 【1,0}0∂X【1,0】〕

で あ り,お よ び,式(3.64)よ り,

f・1…+aη ・,・ ・=〔

9,1,.∴ 。 。,,,〕

で あ る こ と か ら,

∂ η 【1,01(f
n,o〕+aη 【1,0〕)=0∂

X【1,0】

が 成 り 立 っ,よ っ て,式(E。7),(E.10)よ り,式(4.22)が 成 り 立 っ.

ま た,

ta=to,tb==to十 丁

と す る と,

∂X(t・)
=∂X(t・)+∂X(t・)

∂tb∂to ∂ta

=一 ∂x(t・){f(t。 ,x。)+aη(x。)}∂
XO

十f(tb,X(tb))十aη(X(tb))

が 成 り 立 っ.式(E.12)は,離 散 系(3.5)に お い て は,

∂X・N・ ≒
一 ∂X・N・(f,。 、+aη 、。、)+f、 。、+aη 、N]

∂X【O〕∂t【01

∂X【N])(f
【○]十aη[o])=(1-∂

x【o]

(E.8)

(E,9)

(E.10)

(E.11)

(E.12)

(E.13)

と 書 き 表 す こ と が で き,従 っ て,式(4.14)を 得 る.や は り,離 散 化 に 伴 う 誤 差 の

た め に,等 号 が 成 立 し て い な い.

E,2式(8.51)の 導 出

E.1と 同 様 に 考 え て,



一233一

∂X【4,N】 ∂X〔4,N】

∂t[1,0}∂t〔2,0】

∂X【1,N〕 ∂X【1,N1

∂t[hO】 ∂t[2,0⊃

∂X[2,N】 ∂X〔2,N⊃

∂t[1,0〕 ∂t【2,0】

∂X[3,N〕 ∂X【3,N】

∂t【1,0⊃

1

且

A

O

O

∂t【2,0】

00

丑0

-A21

0-A3

∂X〔4,N〕 ∂X【4,N〕

∂t【3,0】 ∂t【4,0】

∂Xn,N】 ∂X[1,N】

∂t【3,0】 ∂t口,01

∂X【2,N】 ∂X【2,Nユ

∂t【3,0⊃ ∂t【4,0⊃

∂X【3,N〕 ∂X【3,N⊃

∂tB,O」 ∂t[4,Q⊃

-A4e【1
,0】00

00e【2,010

000e〔3,0】

1000

(qニ1,2,3,4)た だ し,e[q,O】=f【q,O]+aη 【q,O】

お よ び,

購q1(f〔1,0]十aη[bo】)=O

C。2(f[2,。]+aη[2,。1)=O

Bq3(f[3,Q1十aη[3,0])ニO

Cq4(f[4,0」 十aη 〔4,03)ニ0

(q=2,3,4)

(qニ1,3,4)

(q=1,2,4)

(q=1,2,3)

(E.14)

0

0

0

e【4,0,

(E.15)

が 成 り立 っ の で,式(E.14)に お い て 等 号 が 成 り 立 っ と し て,式(E .14),(E.15)よ り,

式(8.51)を 得 る.
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付 録F(aF/∂z)uと

そ の 微 分 に っ い て

こ こで は,pararellshootingを 用 い る場 合 に つ い て,(∂Fユ/∂z)㎜ と そ の

微 分 に っ い て 述 べ る,

F.1(∂F1/∂z)uの 計 算

ま ず,

u=

Uxl

Ux2

Utl

Ut2 (F.1)

w・ ・… ≡ ∂ 誉 碧'p'u・ 〔Wx【q,pI

Wy【q,P]〕(F.2)

ξ ・・… ≡ ∂ 器'Plu(F
.3)

と置 く と,式(4.21),(F.2)よ り,

書 墓1皿 ・ 〔Ux1-W【2,N〕
Ux2-W【1,N]〕(F.4)

と 書 く こ と が で き る,式(F.4)のw【1,Nユ,w[2,N}は 以 下 の よ う に し て 求 め ら れ る.

式(F.1)～(F.3)よ り,

∂X【q,P〕 ∂X[q,P] ∂X【q,P]∂x[q,P〕
Ux2十Utユ 十UY1十Ut2W【q,P]= ∂

x【2,0] ∂tτ ユ,o] ∂t[2,0]∂x【1,Q1

(F.5)

∂ η 〔q,P]∂ η{q,P, ∂ η 【q,P] ∂ η 【q,P]ξ

【,,,〕=Ux1十Ux2十 し1t1十Ut2∂x
【1,0ユ ∂x〔2,0] ∂t[1,0] ∂t【2,0コ

(F.6)

で あ る.式(C.7)～(C.10),(F.5),(F.6)よ り,

∂f【q,P])
wIq,P]+a△tqξ[q,PlW[q,P+1〕=(丑十 △tq∂

x[q,P]

(F.7)

∂f[q,P〕+
σ,(f【,,。]+aη[,,,])十 ρ 【q,P] ∂t

[q,P〕

(q=1,2)

た だ し,

(N-P)ut1十put2(N-P)u七2十put1

ρ 【1・P]=N・ ρ12・ ・]=N(F
.8)
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UU-Ut2Ut2-Ut1

,σ2=σ 玉=
N(F.9)N

を 得 る.た だ し,式(C.11)～(C.13),(C.16).(C.19)～(C.22),(F.2),(F.5),(F.6)

よ り,

ξ・1… ニ ∂H1
_(一 … 一溺 号ii:1;ξ 一 一 窪号il:1;ξ ・一)

∂ η 【bP】

(F,10)

ξ ・2・・1ニ ∂H1
,2,。,(w・ ・2・… 暮募 旨:器 ξ 一 一 鷲 琴1;:liξ 一)

∂ η[2,円

あ る い は,

W・一 二書号il:1{ξ一 ・+鴛 琴ii:liξ一

(F.11)

W・・2… 二暮号ii:liξ 一 ・+駕 号il:liξ 一

で あ る.式(F.7)の 計 算 を,

w[1,0】=u。1,w【2,0】 ニu.2(F.12)

か ら 出 発 し て,p=0か らN-1ま で 順 に 行 う こ と に よ り,w【1,N】,w【2州 】が 求 め

ら れ る.

F.2(∂F1/∂z)uの 微 分 計 算 に っ い て

式(F.4)をx〔 。,o】(rニ1,2)で 微 分 す る と,

∂xr.,.,(∂Flu∂Z)ニ ー〔:ご:::1:二:至:::1:〕(F
.13)

と な る.式(F.13>の ∂wI1,N1/∂x【.,01,∂w【2,N】/∂x【.,o】 は 以 下 の よ う

に し て 求 め ら れ る 。 式(F.7).(F.10)を,

X〔r,O」 ニ(X1【bω,X2【r,O」,…,XnIr,o】)t「(F.14)

で 微 分 す る と,

暮要器}'=(且+△t・ 碧斐il:li)∂ 讐il:1;+a△t・ 暮籍ll,

∂2f【 。,。 】 ∂x[q,円(

w【 。,。 〕,)十 △tq ∂

x【q,P12 ∂Xk[r,01

(F.15)

∂2f【 。,。 ⊃ ∂x〔 。,,1

十 ρ 〔q,P3△tq ∂

X【q,P】 ∂t〔r,P⊃ ∂Xk〔r,O】

+σ ・(∂f-・ ∂ 二二 ・・…+。 ∂ ηh・ 目∂

X〔q,P】 ∂Xk[r,O】 ∂Xk〔r,O〕)

(kニ1,…,n,q,rニ1,2.pニ0.… 湘 一1)
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雪蔓i:計 ∂H1、,,。,(畿 三lllL罵 募il綿 蔓認
∂ η[q,P]

一禽
∂η皇懇 器 論]ξ ・・… 鍍ll:1;

、 一、自 禽 ∂η昌鴛 ずi,,、、ξ…1・1鴛:1;)

(q=1,2)(F.16)

1蔓il:li=∂H1、,,,、(1斐lilllL雪 琴il:諜i}:li

∂ η[q,P]

_Piゴ ∂H[q・P】 ∂ ξ[q・i〕

i=O∂ η[q,i]∂X[r,O]

一零斜 器1ξ ・・,・・雪鴛:1;

一 含 ∂2H・ ・…
∂ η[r,oユξ

[q,iコ ∂X

[r,O〕i.O∂η 【r,0]∂η[q,1]

一 歯 ∂2H・ ・…
∂ η[q,」]ξ

[,,o]
」=o∂ η[r,o]∂ η[q,」] ∂x[r,o]

-
1亀 乱 ∂。 皇1藷},,、 、ξ・・… 暮畏il:1;)

(F.17)(

q,r=1,2,た だ し,q≠r)

た だ し,

∂W[q,O]
=0

(q,r=1,2)(F.18)∂X【,,O]

が 得 ら れ る,式(F.15)の 計 算 を 式(F.18)か ら 出 発 し て,p=0か らN-1ま で 順 に 行

え ば,w〔,,N〕/∂x[,,oコ(q,r=1,2)が 得 ら れ る.た だ し,式(C.16),

(C.23),(F.6),(F.15)、(F.17),(F.18)よ り,

1η 〔1,0ユ1≧1η[2,0〕1の と き,∂w[1,。 〕/∂x[2,0ユ=0

(F.19)1

η 【1,0〕1≦1η[2,0ユ1の と き,∂w[2,p】/∂x[1,0]=0

(p=0,1,…,N)

で あ る.

そ の 他,∂W[,,M/∂t[,,O],∂W[,,N]/∂ α な ど も 同 様 に し て 求 め る こ

と が で き る.
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付 録G方 程 式(3.64)に 与 え る

微 小 摂 動 に つ い て

3.4節 で は,時 点tl1,0】 に お い て,

文 二f【1,0】 十aη1!,o】=0(G。1)

と し た.方 程 式(3.64)で は,そ の 解(乞,u)が 求 ま っ た 場 合 に 式(G.1)が 満 た さ れ

る.し か し,解 乞 を 求 め る た め にNewton法 で 乞 を 修 正 し て い く過 程 に お い て は,

一 般 に は 時 点t口 ,。】に お い て,

文=fIbo】 十aηu,o}≠0(G.2)

で あ り,iZの 値 に よ っ て,宜>0あ る い は 文 く0と な る.し か し,乞 の 修 正 を 綾

り返 す 際 に,文 の 符 号 が 変 化 す る こ と は,以 下 に 述 べ る 理 由 に よ り 好 ま し く な い.

η(x)が 飽 和 領 域 に 達 し て い な い 場 合(式(3.25)),図3.12に 示 す よ う に,x

が 増 加 す る 場 合 と 減 少 す る 場 合 で は,η(x)の 微 係 数 が 異 な る.従 っ て,時 点

tn,0】 に お い て,文 の 符 号 が 変 化 す る と η(X)の 微 係 数 が 不 連 続 に 変 化 し,そ の

結 果,第1変 分 方 程 式(F.7)の 積 分 結 果 が 不 連 続 に 変 化 す る.こ の た め,(∂F/

∂z)組 の 値 が 不 連 続 に 変 化 し,方 程 式(3.64)をNewton法 で 解 く 際 に 支 障 が 生 じ る.

そ こ で,こ の よ う な,文 の 符 号 の 変 化 を 避 け る た め に,時 点tl1,0】 お よ び

ti2,0]に お い て,厳 密 に 文=oと せ ず,微 小 な 摂 動 ε1,ε2を 与 え て,

時 点tl1,0】 で は 支=ε1
(G.3)

時 点t【2,0]で は 文 二 ε2

と す る こ と に す る.す な わ ち,周 期 解 を 求 め る た め の 方 程 式 を,式(3.64)か ら,

F(z)=

Xl2,0】-X【1,N〕

Xl1,0]-X【2,N]

f【1,0】 十aη 〔1,0⊃ 一 ε1

fl2,0】 十aη に,Oj一 ε2

=0

(G.4)

に 変 更 す る.Fを こ の よ う に 変 更 す る こ と に よ り,方 程 式(G.4)の 解(乞,u)の 近

傍 に お い て は,乞 の(微 小)変 化 に よ る 文 の 符 号 の 変 化 は 生 じな く な る.さ ら に,

数 値 積 分 の 出 発 点 付 近,.

tu,o】 ≦t≦t【1,i],t〔2,0】 ≦t≦t【2,n(G.5)

に お け る 文 の 符 号 の 変 化 を さ け る た め に,

ε1〈0,ε 二>0(G.6)

と し て,式(4.32)を 得 た,
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付 録H式(5,15),(5,16)の 導 出

巡 回行 列 式の場 合 と同様 に考 えて,

1■:::λ,乱∵鷹1:::1

五

丑

イ
⊥

D

㏄

∴
λ

Q

O

O

・・

P

且

-

締皿

0

・・

Q

λ

2λ

P

;

0

丑

皿

皿

Q

O

-

0血

2

λM噛11… λ(M"1>五

3

丑

(」

λM-11…

1虚 数 単 位)

2
λ(M-1)1

 

0

0

0

し00…P+λM-1Q,

た だ し,λ ニ λ(M,1)=exp(j2π/M)

≠0

(H.2)

 

0】P+Q

】P十 λQ

O

 

0

0=

1…

λ 皿

λ21…

丑

λM-1五

λ2(M-1)]1

2

λM-1丑 … λ(M-1)1

 

ヱ

廟
⊥

五

.
・

五

か つ

よ り,式(5、15),(5.16)を 得 る.
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付 録-rank(∂F(M)/∂ 乞1(M))に つ い て

式(5.25)よ り,解 曲 線(5.1)に お い て 点 乞q》,bは 通 常 点 で あ り,従 っ て,点

乞(1)。bに お い てa≠0で あ る 。 従 っ て,解 曲 線 乞(M》1に っ い て も,点 乞(M》1。bに

お い てa≠0で あ る.こ こ で,点 乞(M)1。bに お け る,解 曲 線 乞(旧 》1の 接 線 ベ ク ト

ル を,

塗…=〔 ∵ 〕
(1,1)

と お く.こ こ で,式(5.5)よ り,

1募ili重 … ニ1夏ili之 ・M・+4∂ ∂Fα(M'ニ ・(1.2)

であるので,

∂

∂馬M一 去 彗 募il;之 … ∈Rang・(∂F(M)∂Z(M》)(1.3)

従 っ て,分 岐 点 乞(M)㌔bに お い て,

∂F(踊, ∂F(M)
rank()=rank()∂ 彦

(M} ∂z(M)

が 成 り 立 っ.(1.4)
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付 録 」3倍 周 期 分 岐 が 生 じ る た め の

条 件 に っ い て

ヒ ス テ リ シ ス 素 子 の な い 強 制 振 動 系 に お い て,3倍 周 期 分 岐 が 生 じ る た め の 条

件 は,状 態 方 程 式 の 初 期 値 に 関 す る 変 分 方 程 式 が,

λ1=exp(±j2π/3),λ2=exp(不j2π/3)(複 号 同 順)(J.1)

(j=虚 数 単 位)

を 満 た す2っ の 特 性 数 を 持 っ こ と で あ る(2).状 態 方 程 式 が 式(6.14)で 与 え ら れ る

場 合 に は,変 分 方 程 式 の2っ の 特 性 数 の 積 が,Liouvilleの 公 式 よ り,

λ1λ2=exp(-2πk)(J.2)

で 与 え ら れ る の で,式(J.1)が 満 た さ れ る の は,k=0の 場 合 に 限 られ る こ とが 分

か る,

ま た,図J.1(a)～(c)に,non-resonantstateに お け る 固 有 値 λ1の 変 化 を,

(a)h=0(心 線 特 性1),k=0,ソ=1,Bo=0

(b)h=0(心 線 特 性II),k=0,ソ=1,Boニ0

(c)3乗 特 性,,k=0,ソ=1,Bo=0

の 場 合 に っ い て 示 す.図J,1を 見 る と,3乗 特 性 の 場 合(図(c))に は,式

(J.1)を 満 た す 点 が2点(3倍 周 期 分 岐 点 ④,⑧)存 在 す る の に 対 し,心 線 特 性II

の 場 合(図(b))に は 式(J.1)を 満 た す 点 が1点(3倍 周 期 分 岐 点 ⑬)し か 存 在 せ

ず,ま た,心 線 特 性1の 場 合(図(a))に は 式(J.1)を 満 た す 点 が 存 在 し な い こ と

が 分 か る.
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ノイ

Z<2>

Z<1>

解 曲 線

Z<o>

図r),1解 曲 線 の 追 跡

:

z<D

～
Z

予 測 修正

α

図D.2点 列 の 追 跡
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図J.1固 有 値 λ1の 変 化(non-resonantstate)




